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 Abstract 

The Dirac delta function provides a simple and effective tool 
for representing point loads and singularities in structural 
problems, often leading to closed-form solutions. In this study, 
buckling of simple double-ended columns with one and two cracks 
has been analyzed analytically. Although in recent years this issue 
has attracted the attention of many researchers, the methods 
presented to solve the problem usually have a significant 
computational load. Therefore, in this study, a new approach has 
been used to solve the problem using the property of the Dirac's 
delta function. This approach simplifies the problem-solving 
process and significantly reduces the computational cost. Based 
on this, the crack is modeled with a bilateral behaviour via Dirac 
delta function. This model takes into account the crack closure 
effect on buckling behaviour of column by introducing  a suitable 
switching criterion, which allows each crack to be open or closed 
depending on the sign of the axial strain at the crack centre. The 
proposed method was used to finding the buckling load, 
determining the effects of crack stiffness for both one and two-
crack scenarios, and accounting for the effect(s) of crack 
opening and closing on the buckling load. For validation purposes, 
the finite element software SAP2000 was utilized. 
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 چکیده

امکان یاها را در انواع مسائل سازهینگیو تک  یانقطه یساده و مؤثر بارها شینما راکید یتابع دلتا

و  کیدوسر ساده با  یپژوهش کمانش ستون نیادر شود. یبسته  منجر م یهاکند که اغلب به راه حلیم ریپذ

ورد موضوع م نیا ریاخ یهاسالدر  کهنی. با وجود اگرفته استقرار  یمورد بررس یلیدو ترک به صورت تحل

 یوجهقابل ت یحل مساله معمولا بار محاسبات یارائه شده برا یهاقرار گرفته، اما روش یادیتوجه پژوهشگران ز

ستفاده ا راکید یتابع دلتا تیجهت حل مساله با استفاده از خاص دیجد یپژوهش از نگرش نیدر ا نرویدارند. از ا

ترک با رفتار  بر این اساس، دهد.میتر و حجم محاسبات را به شدت کاهش دهشده که روند حل مسأله را  سا

 مناسب، اثر بسته شدن ترک اریمع کی یمدل با معرف نیمدل شده است. ا راکید یدلتا تابعبه کمک  طرفهدو 

و همچنین یک یا دو  یعلامت کرنش محوربسته به  اریمع نی. اردیگیستون را در نظر م یرفتار خمش یرو

 ،یشبار کمان افتنیبه منظور  یشنهادیاز روش پ. بسته باشد ایاز که ب دهدیبه هر ترک اجازه م طرفه بودن ترک،

باز و بسته شدن   ریتاث نیو دو ترکه و همچن کیمختلف در دو حالت  یهاتیموقع یترک به ازا یاثرات سخت

 یافزار اجزابه دست آمده از نرم یلیروابط تحل  یسنجاستفاده شد . به منظور صحت یبار کمانش یترک رو

 .بهره گرفته شد SAP2000 دودمح

 یچشیباز و بسته شدن ترک، فنرپ راک،ید یستون ترک خورده، کمانش، تابع دلتا: کلید واژگان
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 مقدمه -1

  راتییخود دچار تغ دیدر طول عمر  مف یاسازه یاعضا        

بیسآ  ریسا ایو   یو گسترش ترک، فرسودگ جادیا لیاز قب یمختلف

ستون یرفتار کمانش یها رودهیپد نیا ریشوند که تأثیم یاحتمال یها

ها نآ یدر طراح یبه نحو قابل قبول دیسازه با یمنیا یها و به طور کل

 یتواند رفتار کمانشیم  ها. وجود ترک  در سازهددر نظر گرفته  شو

قرار دهد  و موجب کاهش  قابل   ملاحظه  بار  ریرا تحت  تأث هاآن

که وجود ترک رفتار آن یمهم یسازه ا یکمانش شود. از اعضا ینبحرا

که هرگونه  یباشند  به نحومی هاستون ،قرار دهد رتأثی تحت را ها

 گرددیآن م یداریرفتار سازه و پا در رییباعث تغ هاسازه نیدر ا بیع

 یتواند منجر به خرابمیداده نشود  صیکه به موقع تشخ یو در صورت

 یبررس ینهیدر زم یمتعدد قاتیشود. تحق یو خسارت فاجعه بار

 است رفتهیکمانش صورت پذ یبار بحران زانیم نییو تع یداریپا

 یرفتار ارتعاش یبه بررس دبا استفاده از روش المان محدو سای. ک]1-4[ 

پرداخت . او ترک را به  یدار تحت بار محورترک یرهایت یداریو پا

را به منظور  یداریپا لیمدل نمود و سپس تحل یچشیصورت فنرپ

و همکاران با استفاده  یزدچی. ]5[کمانش انجام داد  یمحاسبه بار بحران

دار با ترک یهاستون یانتقال  به محاسبه بار کمانش سیاز روش ماتر

از  یبیو همکاران ترک گری. تو]6[مختلف پرداختند  یهاسطح مقطع

ترک  ریتأث یو روش المان محدود به منظور بررس یتجرب یهاتست

. ]7[را به کار گرفتند  یتیکامپوز یرهایکمانش ت یبار بحران یرو

،  کتر کیبا  کیبار یهاستون یرو یقاتیتحق زیاوکامورا و همکاران ن

انجام  بار  شکست ستون زانیستون و م یباربر تیظرف نییبه منظور تع

بسته شدن  یژگیو یرو یفشار یار محورهانگ اثر ب . ژو و]8[دادند 

 تیظرف نیب یآنها رابطه قاتیقرار دادند . تحق یترک را مورد بررس

 مل. کالا]9[ستون  و عمق ترک  و لاغر بودن ستون را نشان داد یباربر

در اثر جابجا  یاثر  وجود ترک و اغتشاشات  طول یو همکاران در پژوهش

 یستون دو دهانه مورد بررس یرا بر رفتار کمانش یانیگاه مهیشدن تک

 یدلخواه را رو یهااثر وجود تعداد ترک فو و یانگ. ]10[قرار دادند

. ]11[قرار دادند  یمورد بررس  موشنکویت ریچرخش ت  هیانحراف و زاو

ترک دوطرفه را تحت  یدارا یکنسول یهاریت یدر پژوهش مانیسل

و دهقان منشادی .]12[قرارداده است یکیاستات لیو تحل هیتجز

 یمورد بررس یلیترک خورده را به صورت تحل یهمکاران کمانش ستون

 یراتییحاکم بر مساله از فرم تغ یمعادله افتنیقرار داده و به منظور 

گونه که اشاره شد، . همان]13[ستون استفاده کردند  لیپتانس یانرژ

اثر  یبه بررس نهیزم نیانجام شده در ا قاتیاز تحق یاریدر بس

ترک یهاو ستون رهایت یداریو پا یترک بر رفتار کمانش یپارامترها

 قاتیپرداخته شده است، اما  عمده تحق یمحور یرویدار تحت اثر ن

روش  رینظ یعدد یهاروش اسبر اس عمدتاً نهیزم نیانجام شده در ا

و روش  راتییانتقال، روش حساب تغ سیالمان محدود، روش ماتر

 با  عمدتا  هاپژوهش  نیدر ا یمورد بررس یهاروش .بوده است یانرژ

اعمال  ازمندیدر حل مسأله همراه بوده و ن یقابل توجه محاسباتی بار

یدر محل ترک م یبرش یرویو ن زیخ یوستگیو پ یسازگار طیشرا

 باشد.

و دو ترک به  کیحاضر کمانش ستون دوسر ساده با  قیدر تحق

قرار گرفت . معادله  یمورد بررس دیجد یکردیو با رو یلیصورت تحل

بهره و  برنولی – لریاو ریت یحاکم بر مسأله با استفاده از تئور یرفتار

 نیها به دست آمد.  اترک یبرا  راکید یتابع دلتا تیاز خاص یریگ

ترک )اثرات باز و بسته شدن  یطرفه کیقصد دارد رفتار   هشپژو

 قرار یو دو ترکه را مورد بررس کیستون  یرفتار کمانش یترک( رو

ی، ستون از قبل ترک خورده مشودیدهد. قابل توجه است که فرض م

 یارتجاع یداریپا یترک تنها در محدوده نیو اثرات مربوط به ا باشد

یم ریحاضر به صورت ز ی. ساختار مقالهردگییمورد مطالعه قرار م

 ریت یت حاکم بر مساله با استفاده از تئور، معادلا2: در بخش باشد

یبه دست م راکید یتابع دلتا تیاز خاص یریگبهرهو  یبرنول-لریاو

 نیترکه  و همچن کیستون  یرفتار کمانش یبه بررس  3.  بخش دیآ

 یمدل ساز  قیاز طر آمدهبه دست  یلیروابط تحل یکنترل درست

اختصاص   SAP2000محدود   یترک خورده در نرم افزار اجزا یستون

ها در ستون دو ترکه و اثرات باز و بسته شدن ترک یدارد . بارکمانش

حاصل از  جیبه نتا زی. در انتها  ن ردیگیقرار م یمورد بررس  4بخش  

 .شودیپژوهش اشاره م نیا

 معادله حاکم -1

 

در نظر بگیرید،  E(x)I(x)با صلبیت خمشی  Lتیری به طول 

به ترتیب معرف ضریب ارتجاعی و ممان  I(x) و  E(x)که بطوری

برنولی معادله حاکم بر -باشد. بر اساس تئوری تیر اویلراینرسی می

 ( قابل بیان است:1مساله به صورت رابطه )

 
 

(1)  

 

𝑑2

𝑑𝑥2
[𝐸(𝑥)𝐼(𝑥)

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑥)] ±

𝑑

𝑑𝑥
[𝑝

𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝑥)]

= 𝑞(𝑥) 

 

 یبه ترتیب بیانگر بار محوری و گسترده qو   pی بالا در رابطه

نیز معرف فشاری وکششی بودن نیروی  ±جانبی می باشد. علامت

محوری می باشد. به منظور سادگی در روند محاسبات پارامترهای بی 

 شود:( تعریف می2بعد مطابق رابطه )

 

 𝜉 =
𝑥

𝐿
; �̃�(𝜉) =

𝑢(𝜉𝐿)

𝐿
; 𝜆2 =

𝑝𝐿2

𝐸𝐼
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(2)  

 
�̃�(𝜉) =

𝑞(𝜉𝐿)𝐿3

𝐸𝐼0

; 𝐸𝐼(𝜉) =
𝐸(𝜉𝐿)𝐼(𝜉𝐿)

𝐸𝐼0

 

 

پارامتر بار کمانشی بی  𝜆بیانگر مختصات بی بعد ،  𝜉که در آن 

با باشد. معرف سختی خمشی مقطع ترک نخورده می 𝐸𝐼0بعد و 

( معادله 2ی )استفاده از پارامترهای بی بعد تعریف شده در رابطه

 شود.( باز نویسی می3)( به صورت معادله 1دیفرانسیل حاکم بر مساله )
 

(3)  

 

[𝐸𝐼(𝜉)�̃�″(𝜉)]″ ± 𝜆2�̃�″(𝜉) = �̃�(𝜉) 

به منظور درنظر گرفتن اثرات کاهش سختی خمشی ناشی از ترک 

شود. به طوری در معادلات از خاصیت تابع دلتای دیراک استفاده می

𝜉های ترک )(، سختی خمشی در محل4ی )که مطابق رابطه = �̄�𝑗 )

ا ه، کاهشی بوده و در فواصلی بین ترک]14 [واحد دلتابا توجه به مقدار 

با توجه به صفر بودن مقدار دلتا، سختی خمشی بدون تغییر باقی می

 ماند.
 

 

(4)  

 

𝐸𝐼(𝜉)−1 = 1 + ∑
1

𝛾𝑗

𝛽𝑗𝛿(𝜉 − 𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

𝛿(𝜉معرف تعداد ترک،  nی بالا در رابطه     − �̄�𝑗)  بیانگر تابع

 𝛾𝑗امین ترک و پارامتر بی بعد  jدلتای دیراک به مرکزیت موقعیت 

𝜉معرف شدت خسارت و ترک خوردگی در  = �̄�𝑗  بوده که عملا اثرات

( 5کاهش سختی در اثر وجود ترک را درنظر گرفته و به صورت رابطه )

 شود:تعریف می
 

(5)  
𝛾𝑗 =

𝐾𝑗𝐿

𝐸𝐼0

 

د باشمعرف سختی پیچشی فنر متناظر با ترک می 𝐾𝑗که در آن 

]8[. 

 

 

(6)  

 

𝐾𝑗 =
0.9 [ ( 

𝑑𝑗

ℎ
) − 1  ]

2

 ( 
𝑑𝑗

ℎ
) [2 −  

𝑑𝑗

ℎ
  ]

 

 

امین ترک  jعمق  jdارتفاع مقطع ستون و  hی بالا، در رابطه

𝐾𝑗باشد. در حالت حدی هنگامی که می → محل ترک به صورت  0

، به سمت 𝛾𝑗یک مفصل داخلی معادل شده و  پارامتر شدت خسارت 

𝐾𝑗کند. در مقابل با میل کردن صفر میل می → پارامتر شدن  ∞

خسارت به سمت صفر میل کرده که بیانگر عدم خسارت مقطع مورد 

( اثرات باز و بسته بودن ترک 4ی )در رابطه 𝛽𝑗باشد. پارامتر بررسی می

 شود:( تعریف می7ی )را درنظر گرفته که به صورت رابطه

 
 

(7)  

 

𝛽𝑗 = {
0 𝜀�̃� ≤ 0

1 𝜀�̃� > 0
 

باشد. امین ترک می jکرنش محوری الاستیک در  𝜀�̃�که در آن 

که که تارهای قرار گرفته در مقدار این پارامتر مثبت بوده در صورتی

ترک کشیده شده و در صورت فشرده شدن علامت این پارامتر منفی 

 شود.در نظر گرفته می

 
 

(8)  

 

𝜀�̃� =
𝑁(𝜉𝑗𝐿)

𝐴0𝐸
+

𝑀(𝜉𝑗𝐿)

𝐸𝐼0

�̄�𝑗 

 

𝑥نیروی محوری در  𝑁(𝜉𝑗𝐿)ی بالا، در رابطه = 𝑥𝑗   مثبت در(

نشان (  0A) ،بیانگر صلبیت محوری E0Aکشش و منفی در فشار(، 

لنگر  𝑀(𝜉𝑗𝐿)باشد(، ی مساحت مقطع ترک نخورده میدهنده

ی بین تار خنثی و تار گذرنده از فاصله �̄�𝑗خمشی حول تار خنثی و 

�̄�𝑗که باشد، به طوریمرکز ترک می > امین  jبیانگر این است که  0

ک در وجه پایینی مقطع تیر  بوده و در این حالت ترک تمایل به باز تر

�̄�𝑗شدن دارد. در مقابل هنگامی که  < ترک در وجه بالایی مقطع  0

بوده و ترک تمایل به بسته شدن دارد. بر این اساس پارامتر تعریف 

ی قرار گیری ترک روی مقطع تیر، لنگر ( به لبه8ی )شده در رابطه

یروی محوری مقطع در موقعیت ترک وابسته است. خمشی مقطع و ن

امین ترک باز و  jبرابر با یک است هرگاه  𝛽𝑗با این توضیحات پارامتر 

( در 4ی )برابر صفر است هرگاه ترک بسته باشد. با جاگذاری معادله

 ( خواهیم داشت:3ی )معادله
 

(9)  

 

{[1 + ∑
1

𝛾𝑗

𝛽𝑗𝛿(𝜉 − �̄�𝑗)

𝑛

𝑗=1

]

−1

�̃�″(𝜉)}

″

± 𝜆2�̃�″(𝜉) = �̃�(𝜉) 

 

( خواهد 10ی )( منجر به رابطه9ی )گیری از رابطهدو بار انتگرال

 شد:

 
 

(10)  
�̃�″(𝜉) = [1 + ∑

1

𝛾𝑗

𝛽𝑗𝛿(𝜉 − 𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

] 
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 × [�̃�[2](𝜉) + 𝑐1𝜉 + 𝑐2 − 𝜆2�̃�″(𝜉)] 

 

باشند. های مجهول انتگرال میثابت 2cو  1cی بالا، در رابطه

�̃�[2](𝜉) ی انتگرال تابع بار نشان دهنده�̃�(𝜉) دوم میی از مرتبه

( تابع 10ی )باشد. با اعمال تبدیل لاپلاس و معکوس آن روی رابطه

 ( حاصل خواهد شد:11ی )پاسخ به فرم معادله

 

 

(11)  

 

�̃�(𝜉) = ∫
𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜏)

𝜆
�̃�[2](𝜉 − 𝜏)𝑑𝜏

𝜉

0

 

+
1

𝜆3
[
𝑐1(𝜆𝜉 − sin(𝜆𝜉)) + 𝑐2𝜆(1 − cos(𝜆𝜉))

+𝑐3𝜆3 cos(𝜆𝜉) + 𝑐4𝜆2 sin(𝜆𝜉)
] 

+
1

𝜆
∑

1

𝛾𝑗

𝛽𝑗 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜉 − 𝜉𝑗

𝑛

𝑗=1

))𝐻(𝜉 − 𝜉𝑗) 

× [�̃�[2](𝜉𝑗) − 𝜆2�̃�(𝜉𝑗) + 𝑐1𝜉𝑗 + 𝑐2] 

 

 

ای هویساید بوده و به صورت بیانگر تابع پله 𝐻(𝜉)به طوری که 

 :]14[ شودتعریف می (12ی )معادله
 

(12)  

 

𝐻(𝜉) = ∫ 𝛿
𝜉

−∞

(𝜉)𝑑𝜉 = {

0, 𝜉 < 0;
1

2
, 𝜉 = 0;

1, 𝜉 > 0.

 

 

 𝜂𝑗و  𝛽∗(𝜉)(، پارامترهای 11ی )به منظور سادگی در بیان رابطه

 شوند :( تعریف می13ی )به ترتیب به صورت رابطه

 

 

(13)  

 

𝛽∗(𝜉) =
1

𝜆3
[
𝑐1(𝜆𝜉 − 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜉)) + 𝑐2𝜆(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝜉))

+𝑐3𝜆3 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝜉) + 𝑐4𝜆2 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜉)
] 

 

𝜂𝑗 = 𝛽∗(𝜉𝑗) +
1

𝜆
∑

1

𝛾𝑘

𝛽𝑘 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜉𝑗 − 𝜉𝑘))𝐻(𝜉𝑗 − 𝜉𝑘)

× [�̃�[2](𝜉𝑘) − 𝜆2𝜂𝑘 + 𝑐1𝜉𝑘 + 𝑐2]

𝑗−1

𝑘=1

 

 

تکیه گاهی دو سر ساده، شرایط مرزی مسأله به  با  فرض شرایط

 ( عبارتند از :x=L( و انتهای عضو )x=0ترتیب در ابتدا )

(14)  𝑢(0) = 0 

(15)  𝑀(𝑥 = 0) = 0 → 𝐸𝐼𝑦″ = 0 → 𝑦″(0) = 0 

→ 𝑢″(0) = 0 

(16)  𝑢(1) = 0 

(17)  
𝑀(𝑥 = 𝐿) = 0 

→ 𝐸𝐼𝑦″ = 0 → 𝑦″(𝐿) = 0 → 𝑢″(1) = 0 

 

در ادامه، ستون یک ترکه تحلیل و دترمینان ماتریس ضرایب پس 

 از اعمال شرایط مرزی، محاسبه شده است. 

 

 ترک کیستون با  یبررس -2

رابطه جابجایی برای ستون یک ترکه با مختصات بی بعد به صورت     

 شود :( بیان می18معادله )

 

(18)  

 

�̃�(𝜉) = 𝛽∗(𝜉) +
1

𝜆𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜉 − 𝛼))𝐻(𝜉 − 𝛼) 

× [−𝜆2𝜂1 + 𝑐1𝛼 + 𝑐2] 

باشد. دهنده موقعیت ترک ستون در مختصات بی بعد مینشان αدررابطه بالا 
 ( خواهد شد:19-21( منجر به روابط )17( تا  )14اعمال شرایط مرزی )

 

(19) 

�̃�(0) = 𝛽∗(0) = 0 

→
1

𝜆3 [𝑐3𝜆3 𝑐𝑜𝑠( 0)] = 0 → 𝑐3 = 0  

�̃�″(0) = 𝛽∗″(0) = 0 

→
1

𝜆3 [𝑐2𝜆(𝜐2 𝑐𝑜𝑠( 0))] = 0 → 𝑐2 = 0  

(20) 
 

 

�̃�(1) = 0 

𝑐1 (
𝜆(1 +

1

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)])

− 𝑠𝑖𝑛( 𝜆)

) 

 

+𝑐4 (

𝜆2 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) −

𝜆3

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)]
) = 0 

 

(21) �̃�″(1) = 0 
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𝑐1 (
𝑠𝑖𝑛( 𝜆) −

𝜆

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼))

× [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)]

) 

+𝑐4 (

−𝜆2 𝑠𝑖𝑛( 𝜐)

+
𝜆3

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)]
) = 0 

 

توان به صورت حاصلضرب ماتریس در ( را می21( و )20معادلات )

 (  بازنویسی کرد:22ی )بردار مجهولات، مطابق رابطه

 

 

(22)  

 

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] × {

𝑐1

𝑐4
} = {

0
0

} 

 

𝐴11 = 𝜆 (1 +
1

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) 

× [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)]) − 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) 

 

𝐴12 = 𝜆2 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) 

−
𝜐3

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)] 

 

𝐴21 = 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) 

−
𝜆

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)] 

 

𝐴22 = −𝜆2 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) 

+
𝜆3

𝛾1

𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)] 

 

ی بالا، از مساوی صفر قرار دادن دترمینان جواب غیر بدیهی رابطه

 ماتریس ضرایب حاصل خواهد شد:

 

(23)  

 

|
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
| = 0 

 

( 24ی )از ساده سازی، حاصل دترمینان بالا به صورت معادلهپس 

 آید:به دست می
 

(24)  

 

−𝜆3 𝑠𝑖𝑛( 𝜆) 

+
𝜆4

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝛼)) × [𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝛼)] = 0 

 

 صحت سنجی در حالت یک ترکه-3-1

در این بخش به منظور کنترل درستی روابط تحلیلی به دست      

با شرایط تکیه گاهی دو سر آمده به مدل سازی ستونی ترک خورده 

نتیجه به دست آمده از آن  پرداخته و SAP2000در نرم افزار ساده 

نی شود. بدین منظور ستون بتبا نتیجه تحلیلی این پژوهش مقایسه می

، cm L=600طول  ،cm 30×30دو سر ساده با مقطع مربعی به ابعاد 

 2E=253456.35 kg/cmضریب ارتجاعی و  d=14 cmعمق ترک 

(. موقعیت ترک در 1ر نظر گرفته می شود )شکل د
1

3
گاه فرض از تکیه 

از  SAP2000مدل سازی ترک در نرم افزار اجزای محدود شود. می

اس بر اسطریق شبیه سازی با فنر پیچشی انجام شده، به طوری که 

 با استفاده از رابطه یچشیفنر پ یمشخصات مقطع و عمق ترک، سخت

به دست می آید. از سوی دیگر به منظور  k=2040 ton.mبرابر  (6)

استفاده شده است. جزئیات مربوط  Beamسازی ستون از المان مدل

نشان داده است.  2سازی و اعمال سختی پیچشی فنر در شکل به مدل

افزار اجزاء محدود ستون با مشخصات یاد شده در نرم سازیبا مدل

SAP2000 379280.957=، بار بحرانی کمانش ستون برابر با crP

Kg شود که متناظر با گزارش میλ=2.825 از (3)شکل  باشدمی .

( و 5سوی دیگر با توجه به مشخصات مقطع و ترک، بر اساس روابط )

گذاری این مقدار آید. با جایبه دست می 7.15γ=( مقدار عددی 6)

حاصل  λ=2.8258( و حل عددی این رابطه مقدار 24در رابطه )

به دست آمده از نرم افزار اجزای  λبرابر مقدار  دقیقاخواهد شد که 

 باشد.می SAP2000محدود 
 

 

گاه(مدل سازه ای: ستون یک ترکه )فاصله: یک سوم از تکیه  -1شکل   

 

𝑙

3
 

𝑙 

p 
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 و اعمال سختی پیچشی فنر جهت شبیه سازی ترک SAP2000ای  ستون یک ترکه در مدل سازه -2شکل 

 

 

 بر حسب کیلوگرم در حالت یک ترکه SAP2000کمانش گزارش شده توسط  یبار بحران -3شکل 

 

 𝜸بررسی تغییرات  -3-2

کند، ترک توسط لولا به سمت صفر میل می 𝛾هنگامی که         

به سمت   𝛾(. در مقابل با میل کردن 4باشد )شکلسازی میقابل مدل

ین دهد. در ابینهایت، سازه مورد نظر ستونی دوسرساده را تشکیل می

ی کلاسیک اولر، بار کمانشی ستون به صورت حالت بر اساس رابطه

 باشد:( می25ی )رابطه
(25)  𝛾 ⇒ ∞ ∶ 𝜆 = 𝜋 

 
 

𝜸 :  حالت خاص:4شکل  =  داخلی،ستون با مفصل 𝟎

های مختلف ترک ( به ازای موقعیت𝛾(، اثر پارامتر سختی ترک )5شکل )
دهد. بار کمانشی مستقل از موقعیت ترک با را روی بار کمانشی نشان می

افزایش پارامتر سختی ترک افزایش یافته و با میل کردن پارامتر سختی به 
( به 24بطه )بینهایت )ستون دو سر ساده ایده ال(، بار کمانشی مطابق را
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𝜋2𝐸𝐼

4𝑙2 گونه که در شکل کند)بار کمانش اولر(. از سوی دیگر همانمیل می

ر گاه ستون به ازای پارامتشود، با نزدیک شدن ترک به تکیه( مشاهده می5)
 ابد.یسختی ترک ثابت )ثابت بودن عمق ترک(، بار کمانشی افزایش می
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 1 

 2 : اثر پارامتر سختی ترک روی بار کمانشی ستون ترک خورده 5شکل 

 3 ستون با دو ترک یبررس -3

. بر شودیستون با دو ترک پرداخته م یبخش به بررس نیدر ا   4 

دوترکه با بسط رابطه  یستون ها یبرا ییاساس، رابطه جابجا نیا 5 

 6 شود:می یسیزنو( با26) ی( به صورت معادله18)

 

 

(26)  

 

�̃�(𝜉) = 𝛽∗(𝜉) 

+
1

𝜆
[

1

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜉 − 𝜃1))𝐻(𝜉 − 𝜃1)

× [−𝜆2𝜂1 + 𝑐1𝜃1 + 𝑐2]

] 

+
1

𝜆
[

1

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜉 − 𝜃2))𝐻(𝜉 − 𝜃2)

× [−𝜆2𝜂2 + 𝑐1𝜃2 + 𝑐2]

] 

 

، ضرایبی از طول ستون بوده و به ترتیب نشان  𝜽𝟐و   𝜽𝟏در رابطه بالا     
باشند.     ها از انتهای چپ ترک اول و ترک دوم میی موقعیت ترکدهنده

 ( خواهد شد:27-29( منجر به روابط )17( تا  )14اعمال شرایط مرزی )

    

(27)  

�̃�(0) = 𝛽∗(0) = 0 →
1

𝜆3
[𝑐3𝜆3 𝑐𝑜𝑠( 0)] = 0 

→ 𝑐3 = 0 

�̃�″(0) = 0 →
1

𝜆3
[𝑐2(𝜆3 𝑐𝑜𝑠( 0))] = 0 → 𝑐2 = 0 

 
 

 

(28)  

 

 

 

 

 

 

�̃�(1) = 𝑐1 ([
1

𝜆3 (𝜆 − 𝑠𝑖𝑛( 𝜆))] + [[
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 −

𝜃2)) ×
𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃2)

𝜆
] + [

1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
]) +

1

𝛾1𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
] + 𝑐4 ([

1

𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] +

[
1

𝛾1𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] +

[
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] +

[
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) × (−

𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)])  

 
(29)  �̃�″(1) = 𝑐1 ([

1

𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] − [

1

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 −

𝜃1)) × 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] − [
1

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×
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(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
]) +𝑐4 ([−𝜆 𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] − [

𝜆

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 −

𝜃1)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 −

𝜃2)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 −

𝜃2)) × (−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)]) = 0  

 

به صورت حاصلضرب ماتریس توان ( را می29( و )28معادلات )

 (  بازنویسی کرد30ی )در بردار مجهولات، مطابق رابطه

 
 

 

(30)  [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] × {

𝑐1

𝑐4
} = {

0
0

} 

 

 به طوری که :
 

 

(31)  

 

𝐴11 = [
1

𝜆3 (𝜆 − 𝑠𝑖𝑛( 𝜆))] +

[
1

𝛾1𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
] +

[
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃2)

𝜆
] +

[
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
]  

  

(32)  

𝐴21 = [
1

𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] − [

1

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] − [
1

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜃1)

𝜆
]  

  

(33)  

𝐴12 = [
1

𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] + [

1

𝛾1𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] + [
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] + [
1

𝛾2𝜆
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)]  

  

(34)  

𝐴22 = [−𝜆 𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] − [
𝜆

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) × (−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)]  

 

ی بالا، از مساوی صفر قرار دادن دترمینان جواب غیر بدیهی رابطه

 ماتریس ضرایب حاصل خواهد شد:

(35) 
|
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
| = 0 

 

(  36ی )حاصل دترمینان بالا به صورت معادلهپس از ساده سازی، 

 آید :به دست می

 

 

(36)  

 

[−𝜆 𝑠𝑖𝑛( 𝜆)] − [
𝜆

𝛾1
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃2)] − [
𝜆

𝛾2
𝑠𝑖𝑛( 𝜆(1 − 𝜃2)) ×

(−
𝜆

𝛾1
) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆(𝜃2 − 𝜃1)) ×

(−𝜆) 𝑠𝑖𝑛( 𝜆𝜃1)] = 0  
 

 

 

 
 

مدل سازه ای ستون با دوترک -6شکل  

 

 ترکه دودر حالت  یصحت سنج -3-1

 

ه دست ب یلیروابط تحل یبه منظور کنترل درستنیز در این بخش 

 طیترک خورده با شرا یستون یبه مدل سازبرای ستون دو ترکه آمده 

 جهینت پرداخته و SAP2000دو سر ساده در نرم افزار  یگاه هیتک

. شودیاین پژوهش مقایسه م یلیتحل جهیبه دست آمده از آن با نت

شود. با در نظر گرفته می1 -3مشابه بخش  یبتن یبدین منظور ستون

 این تفاوت که موقعیت قرارگیری دو ترک در
1

5
فرض  هاگاهاز تکیه 

𝛾1ها    شده و پارامتر سختی ترک = 𝛾2 = در نظر گرفته  1

ها شود. سختی فنرهای پیچشی معادل پارمترهای سختی ترکمی

 اتیجزئ آید.به دست می k=285.1 ton.m(، 5مطابق رابطه )

نشان  7در شکل  هافنر یچشیپ یو اعمال سخت یمربوط به مدل ساز

𝜃1 = 𝛼1 

1 

𝜃2 

1 − 𝜃2 = 𝛼2 

p 
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ار افزستون با مشخصات یاد شده در نرم یاست. با مدل سازشده داده 

کمانش ستون برابر با  ی، بار بحران2000SAPاجزاء محدود 

=168579.2 KgcrP شود که متناظر با گزارش میλ=1.88 

 یدر رابطهها پارامتر سختی ترک گذاریای(. با ج8باشد )شکل می

شد  حاصل خواهد λ=1.8871مقدار  ،( و حل عددی این رابطه36)

 یبه دست آمده از نرم افزار اجزا λ که تقریب خیلی خوبی برای 

 باشد.می SAP2000محدود 

 

 𝜸بررسی تغییرات  -4-2

 

های ( به ازای موقعیت𝛾در این بخش اثرات پارامتر سختی ترک )

ی گیرد. بار کمانشمختلف ترک روی بار کمانشی مورد بررسی قرار می

مستقل از موقعیت ترک با افزایش پارامتر سختی ترک افزایش یافته 

و با میل کردن پارامتر سختی به بینهایت )ستون دو سر ساده ایده 

( به 36ال(، بار کمانشی مطابق رابطه )
𝜋2𝐸𝐼

4𝑙2 کند )بار کمانش میل می

شود، با می ( مشاهده9گونه که در شکل )اولر(. از سوی دیگر همان

 گاه ستون به ازای پارامتر سختیبه تکیه هانزدیک شدن موقعیت ترک

شکل . یابدترک ثابت )ثابت بودن عمق ترک(، بار کمانشی افزایش می

های مختلف پارامتر سختی ( تغییرات بار کمانشی  بر اساس نسبت10)

 از هر 0.4  دهد. موقعیت هر دو ترک به فاصلهها را نشان میترک

ها ثابت باشد. در این حالت پارامتر سختی یکی از ترکتکیه گاه می

باشد. همان)عمق ترک ثابت( و سختی ترک دیگر، ضریبی از اولی می

شود با افزایش پارامتر سختی مربوط به ترک گونه که ملاحظه می

یابد. از سوی دیگر همان دوم، مقدار بار بحرانی کمانش نیز افزایش می

 اهده می شود، برای نسبت هایگونه که مش
𝛾2

𝛾1
≥ تغییر قابل  2

ملاحظه ای در بار بحرانی کمانش اتفاق نمی افتد.

  

 

 و اعمال سختی پیچشی فنرها جهت شبیه سازی ترک SAP2000مدل سازه ای  ستون دو ترکه در  -7شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 بر حسب کیلوگرم در حالت دو ترکه SAP2000کمانش گزارش شده توسط  یبار بحران :8شکل 
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: اثر پارامتر سختی ترک روی بار کمانشی ستون ترک خورده )دوترک(   9شکل   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜶𝟏)ها  روی بار کمانشی ستون دو ترکه با فرض ثابت بودن عمق یکی از ترک ها: اثر نسبت پارامتر سختی ترک 10کل ش = 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟒 ) 
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در گام بعد، به منظور بررسی اثرات بسته شدن ترک )بر اساس علامت لنگر 

β1 گیرد.  حالت اول:              خمشی ( دو حالت مورد بررسی قرار می =

β2 = 𝛾 β1 و حالت دوم:  = 𝛾; β2 = 0 )یا برعکس، بدین معنی که ترک  
به بیانی دیگردر حالت اول دو ترک روی یک وجه دو باز و ترک اول بسته باشد(. 

شوند، در حالی که در ستون قرار گرفته و در اثر اعمال لنگر خمشی هر دو باز می
(. 11ها رو به روی هم و در دو وجه مخالف قرار گرفته اند )شکلحالت دوم ترک  

 

 

 

 

 

 

 

 

های مختلف ترک به منظور بررسی اثر باز و بسته شدن ترک موقعیت- 11شکل 
 روی مود کمانش

 

به خوبی اثرات بسته شدن ترک ( 12نتایج ارائه شده در شکل )

( 12دهد. همان گونه که در شکل)روی بار کمانشی ستون را نشان می

شود، بار کمانشی حالت دوم نسبت به حالت اول بیشتر مشاهده می

باشد. در حالت اول تحت اثر کمانش هر دو ترک باز شده در حالی می

 شود.ها باز میکه در حالت دوم تنها یکی از ترک

( تغییرات بار کمانشی دو حالت نسبت به هم را نشان 13)شکل 

𝛼 شود، بیشترین تغییرات درگونه که مشاهده میدهد. همانمی =
1

3
𝛼و برای   %18حدود   = مربوط به خسارات شدید  %22حدود  0.4

شود که به هر میزان، (، مشاهده می13می باشد. با بررسی شکل )

ا یابد. بخسارت افزایش می ترک از تکیه گاه فاصله بگیرد شاخص

افزایش پارامتر سختی مربوط به  ترک )کاهش عمق ترک(، تغییرات 

 کند.قابل چشم پوشی بوده و به سمت صفر میل می

 نتیجه گیری -5
در این پژوهش، کمانش ستون دو سرساده با یک و دو ترک به صورت 
تحلیلی و با رویکردی جدید مورد بررسی قرار گرفت. معادله رفتاری حاکم بر 

ابع برنولی و بهره گیری از خاصیت ت –مسأله با استفاده از تئوری تیر اویلر 
پژوهشهای مورد بررسی در ها به دست آمد. روشدلتای دیراک برای ترک

های پیشین عمدتا با بار محاسباتی قابل توجهی در حل مساله همراه بوده و 
نیازمند اعمال شرایط سازگاری و پیوستگی خیز و نیروی برشی در محل ترک 

 دهد، درنظرباشد. همان گونه که روند محاسبات در این پژوهش نشان میمی
ها وط به ترکگرفتن اثرات کاهش سختی و همچنین باز و بسته شدن مرب

ناشی از علامت لنگر خمشی در هر نقطه از ستون مورد بررسی، به راحتی با 
استفاده از تابع دلتای دیراک امکان پذیر است. روش پیشنهادی در نهایت 
منجر به چهار ضریب مجهول شده که تنها با اعمال شرایط مرزی دو انتهای 

ار ش جهت یافتن بستون و یافتن ماتریس ضرایب، معادله مشخصه کمان
کمانش ستون ترک خورده قابل محاسبه است. از روش پیشنهادی به منظور 
یافتن بار کمانشی، اثرات سختی ترک به ازای موقعیت های مختلف در دو 
حالت یک و دو ترکه و همچنین تاثیر باز و بسته شدن ترک روی بار کمانشی 

افزار  دست آمده از نرماستفاده شد. به منظور صحت سنجی روابط تحلیلی به 
نتایج عددی حاصل از تحلیل  بهره گرفته شد. SAP2000اجزای محدود 

 دهد:نشان می

  درحالت یک ترکه، بار کمانشی مستقل از موقعیت ترک با افزایش
پارامتر سختی ترک افزایش یافته و با میل کردن پارامتر سختی ترک 

 مانشی به رابطه ارائهبه بی نهایت )ستون دو سرساده ایده آل(، بار ک
 های دوسر ساده میل می کند. شده توسط اولر برای ستون

 اه گاز سوی دیگر، در حالت یک ترکه، با نزدیک شدن ترک به تکیه
ستون به ازای پارامتر سختی ترک ثابت )ثابت بودن عمق ترک( بار 

 کمانشی افزایش می یابد. 

 که هر دو روی یک ها بسته به این در حالت دو ترکه موقعیت ترک
وجه و یا روی دو وجه مخالف ستون قرار گرفته باشند مورد بررسی 

آن  یقرار گرفت، نتایج حاصل از تحلیل ستون دوترکه نشان دهنده
است که پدیده ی بسته شدن ترک بسته به علامت لنگرخمشی روی 
بار کمانشی ستون تأثیرگذار بوده و افزایش بار کمانشی را سبب خواهد 

به طوری که با فرض خسارت شدید )عمق ترک زیاد ( بسته شدن  شد.
درصدی بار کمانشی را در مقایسه با فرض باز بودن  22ترک افزایش 

 ترک، سبب خواهد شد. 

  با افزایش پارامتر سختی ترک )کاهش عمق ترک( تغییرات قابل چشم
 پوشی است و به سمت صفر میل می کند. 

 های با عمق یکسان و در فواصل رکبررسی شاخص خسارت برای ت
گاه متفاوت از تکیه گاه نشان می دهد به هر میزان که ترک از تکیه

 یابد.میفاصله بگیرد شاخص خسارت  نیز افزایش 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( Case 1 ) 

α1𝑙 

α2𝑙 

𝑙 

( Case 2 ) 
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 اثر پدیده بسته شدن ترک روی بار کمانشی ستون ترک خورده - 12شکل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تاثیر ترک بسته نسبت به ترک باز  -13شکل 
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