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 چکیده
هاي بدون المان و المان محدود بررسی شده  مواد هدفمند به روشهایی از جنس  در این تحقیق تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباري در استوانه

 حداقل مربعات متحرك در این روش بدون المان از توابع شکل. استروش بدون المان استفاده شده مبتنی بر فرم ضعیف معادله حرکت . است
وابسته به زمان نیز روش  مسئلهبراي حل . ه شده استبراي تقریب میدان تغییر مکان و از روش تبدیل براي اعمال شرایط مرزي اساسی استفاد

در این . تغییرات خواص مواد در راستاي شعاعی و طبق رابطه کسر حجمی در نظر گرفته شده است. است رفتهکار  هتقاضل محدود مرکزي ب
نتایج . ها بررسی شد این استوانه یارتعاش هاي مولفه توان کسر حجمی توزیع مواد و همچنین اثر نوع بارگذاري بر ،اثر ضخامت استوانهمقاله 

 .مشاهده شد و با کارهاي قبلی منتشر شده مقایسه و مطابقت بسیار خوبی یکدیگرحاصل از دو روش بدون المان و المان محدود با 
 

 .تابع تبدیل ،ارتعاشات ،متحركحداقل مربعات  ،روش بدون المان ،مواد هدفمند :کلیدي هاي واژه
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  مقدمه -1
توسط  1984نخستین بار در سال ) 1FGM(د هدفمند موا

دانشمندان علم مواد ژاپنی براي دست یافتن به موادي با 
این مواد ابتدا تنها در . [١]مقاومت حرارتی بالا معرفی شد

اي کاربرد داشتند، ولی  هاي فضایی و راکتورهاي هسته سفینه
ل اکنون در تجهیزات پزشکی و دندان پزشکی، تجهیزات تبدی

انرژي، ژنراتورهاي حرارتی و سنسورهاي حرارتی نیز استفاده 
این مواد اکثرا از ترکیب دو ماده مختلف که . [٢]شوند می

شوند، به  معمولا یکی فلز و دیگري سرامیک است ساخته می
طوري که خواص ترکیب حاصل به طور یکنواخت تغییر 

دهنده  حجمی مواد تشکیل در نتیجه در این مواد جزء . کند می
به صورت تابعی یکنواخت تغییر کرده و باعث ایجاد 
میکروساختار غیر یکنواخت و یک ماکروساختار با تغییرات 

  .شود پیوسته می
در زمینه  هاFGMبیشتر تحقیقات صورت گرفته بر روي 

اما در . استهاي پسماند  الاستیک و آنالیز تنش-ترمو
آنها ار دینامیکی بسیاري از کاربردهاي این مواد، تحلیل رفت

قات ین تحقیاز ا یکه برخ کند اي پیدا می نیز اهمیت ویژه
صورت گرفته در زمینه رفتار ارتعاشی و دینامیکی 

ل یهاي چند لایه به شرح ذ و استوانه FGMهاي  استوانه
از تئوري تقریب مرتبه اول لاو  [٣] لوي و همکارانش .است

ی و اثر شرایط و روش ریتز براي بررسی اثر ثابت کسر حجم
استفاده  FGMهاي  هاي طبیعی استوانه مرزي روي فرکانس

با  در تحقیقی مشابه [٤] و همکارانش دهانپرا. کردند
را با  FGMارتعاشات پوسته استوانه  استفاده از تئوري لاو،

هاي  گاهی مختلف تحلیل و ارتباط فرکانس شرایط تکیه
را بررسی طبیعی به دست آمده با خواص مواد مورد نظر 

در این تحقیق خواص ماده در راستاي ضخامت و  .کردند
 [٥] کادولی و گانسان. طبق تابع توانی مدرج شده بود

را با  FGMکمانش حرارتی و آنالیز ارتعاشات آزاد استوانه 
استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و با بسط سري 

. ائه کردندار ،در جهت محیطی جایی جابهفوریه متغیرهاي 
هاي  ارتعاشات آزاد پوسته [٦] حدادپور و همکارانش

                                                
1- Functionally graded material 

هاي ساده را تحت چهار نوع  گاه با تکیه FGMاي  استوانه
آنها . اي مورد تحلیل قرار دادند شرایط مرزي صفحه

یر در جهت ضخامت هاي مواد را وابسته به دما و متغ مشخصه
. ندرا به روش گالرکین حل کرد مسئلهدر نظر گرفتند و 

 FGMارتعاشات آزاد پوسته استوانه  [٧] درویزهانصاري و 
) حل دقیق(را تحت شرایط مرزي متنوع به روش تحلیلی 

هاي آنها بر پایه تئوري تغییر شکل  فرمول. بررسی کردند
ها بود و تغییرات خواص مواد در  برشی مرتبه اول پوسته

فرض  راستاي شعاع، طبق رابطه تابع توانی و وابسته به دما
در این کار اثر تغییر شرایط مرزي، تغییرات توان کسر  .شد

هاي  حجمی و تغییرات پارامترهاي هندسی روي مشخصه
 .ارتعاشی بررسی شد

ز یانتشار موج ن يها ل مشخصهیو تحل یکینامیل دیتحل 
که از آن  به چندین روش مختلف انجام شده استکنون  تا

نش او همکار يشاکر. در اشاره کریتوان به موارد ز یم جمله
ک ی یارتعاشات و سرعت انتشار موج شعاع مسئله [٨]

 نالما يها ت را به کمک روشینها یبا طول ب FGMاستوانه 
آنها . ل کردندیومارك تحلین و روش نیمحدود گالرک

در آنها  یکیر استوانه که خواص مکانیاستوانه را به چند ز
. را انجام دادندل خود یل کردند و تحلیثابت فرض شده، تبد

حل مشابهی فوق را با روش  مسئله [٩]و همکارانش  ینیحس
. ندر در نظر گرفتیه خواص مواد را متغیدر هر لا یول ندکرد

که  يا استوانه یکینامیز دیآنال [١٠]و همکارانش  يعسگر
 يو محور یشعاع يدر آن در دو راستا یکیخواص مکان

اشت را با د يو طول محدود (٢D FGM)کرد  یر مییتغ
ن و قسمت وابسته به زمان آن را یروش اجزا محدود گالرک

اما از معدود . ل کردندیومارك تحلین روش با استفاده از
ز یها نFGMنه انتشار موج در یانجام شده در زم يکارها

آنها با استفاده . اشاره کرد [١١] باتراتوان به کار ژانگ و  یم
ک صفحه یا در ک ریانتشار موج الاست 2MSPHاز روش 

FGM کردند یبررس. 
 يد ارتعاشات آزاد و اجباریجد ين مقاله، در کاریدر ا 

ن المان یو همچن(به روش بدون المان  FGM يا استوانه

                                                
2- Modify Smoothed Particle Hydrodynamics 
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 یکین منظور خواص مکانیبه ا. شده است یبررس) محدود
مواد  یرات کسر حجمییشعاع متناسب با تغ يماده در راستا

ق، اثر ابعاد ین تحقیدر ا. ر در نظر گرفته شده استیمتغ
ر تعداد ییر دامنه، تغییتغ( ير نوع بارگذاریاستوانه، تاث یهندس

رات یینوع تغ ،و از همه مهمتر) ير نرخ بارگذارییکل و تغیس
استوانه  یارتعاش يها ماده بر مشخصه یکیخواص مکان

FGM ز یوابسته به زمان ن مسئلهحل  يبرا. شده است یبررس
 .استفاده شده است يود مرکزاز روش تفاضل محد

که بر پایه فرم  یهاي بدون المانکه روش ییاز آنجا
گیري هایی که فاقد انتگرال، نسبت به روشهستند 1ضعیف
، از پایداري و دقت بهتري 2مانند روش کالوکیشن ،هستند

استفاده شده  یباشند، لذا از روش بدون المانبرخوردار می
 يبرا. استله حرکت بر فرم ضعیف معاد یکه مبتن
نه و روش یزم ف، از شبکه پسیاز فرم ضع يریگ انتگرال
روش این . گوس استفاده شده است يگیري عددانتگرال

چون توابع  و است 3MLSه توابع شکل یبدون المان بر پا
کنند، خاصیت دلتاي کرونیکر را ارضاء نمی MLSشکل 

با  ول یابتدا از روش تبد یط مرزي اساسیاعمال شرا يبرا
که  يا گونه  ها، به ر توابع شکل در گرهیح مقادیتصح
کر ارضا شود، استفاده شده و شرایط یکرون يت دلتایخاص

لازم به ذکر است که روش  .شود یاعمال م اساسی مرزي
گرفته شده در این مقاله تا حد زیادي به  به کاربدون المان 

ن با ای .شباهت دارد (EFG)روش بدون المان گالرکین 
روش تبدیل  از تفاوت که براي اعمال شرایط مرزي اساسی

استفاده از تابع تبدیل در این روش بدون  .استفاده شده است
 و متعاقب آنابعاد دستگاه معادلات کاهش المان موجب 

در  .شودمی EFGروش  به کاهش حجم محاسبات نسبت
ز از حالت المان یروش المان محدود به کار گرفته شده ن

دو  یمربع يسازگار، به علت دقت بالاتر، و المانها محدود
 يعدد يها نکه روشیبا توجه به ا. استفاده شده است یخط
 لذا ،ل دارندیگونه مسا نیاحل  يرو يادیت انعطاف زیقابل

 يها ا لولهیمخازن و  یطراح يج آن برایق و نتاین تحقیا
 .استار مناسب یبس هدفمندتحت فشار از جنس مواد 

                                                
1- weak form 
2- Collocation Method 
3- Moving Least Square 

 لات حاکممعاد -2
گرفته شده بر  به کاربا توجه به اینکه روش بدون المان 

باشد، لذا فرم ضعیف معادله  پایه فرم ضعیف معادله تعادل می
 .شود تعادل در قالب قانون کار مجازي به شکل زیر بیان می
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ترتیب بردار تنش، بردار  هب uو  ، ، F  ،uدر این معادله 
و بردار شتاب  جایی جابهکرنش، بردار نیروي خارجی، بردار 

  است که نیروي سطحی قسمتی از مرز ناحیه   .باشند می
F ش و کرنش در مؤلفه هاي بردارهاي تن. کند بر آن اثر می

 .مسائل متقارن محوري بشکل زیر هستند
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به  جایی جابههمچنین مؤلفه هاي کرنش برحسب مؤلفه هاي 
 .شوند صورت زیر تعریف می
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 :بردار تنش با بردار کرنش به شکل زیر در ارتباط است
)4(  = D 

طبق رابطه زیر  Dرن محوري ماتریس که در مسائل متقا
 :شود تعریف می
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 بندي روش بدون المان فرمول -3

 توسط) حداقل مربعات متحرك( MLS توابع شکل
بر اساس این  .اند همعرفی شد [١٢] سالکاوسکاسلانکستر و 

 ، در نقطه Ωداخل ناحیه  u(X)تقریب متغیر میدان 
X = [r,z]T  شود زیر تقریب زده می به صورت. 

)6(  iiûΦ)Χ(u  

iû  و طبق رابطه زیر تعریف  استها  گره مقادیر مجازيبردار
 . شود می

)7(  Tnuuu  ˆ..,,.........ˆ,ˆû 21 
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که به  است Xدر نقطه  Xiگره  MLSتابع شکل  Χi)(و
 :شود صورت زیر نوشته می
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  iii w XPXXXMXPX  

 که اند ماتریس ممان M(X)و بردار پایه  P(X) در رابطه فوق
 :دنشو طبق رابطه زیر تعریف می

 T[r z ١]=P(X) )الف -9(

 )ب -9(













 



n

i
iiiw

1
)()()()( Τ ΧΡΧΡΧΧΧΜ 

براي ایجاد تابع شکل در این مقاله از تابع وزن اسپیلاین مرتبه 
 . استفاده شده استطبق رابطه زیر  سوم
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براي مسائل متقارن محوري ) 1(، در رابطه u، جایی جابهبردار 
طبق رابطه زیر تقریب زده  MLSوسیله توابع شکل  هو ب
 .شود می
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، بردار جایی جابهبراي تقریب بردار ) 11(با استفاده از رابطه 
زیر  به صورتها، هاي مقادیر مجازي گره کرنش بوسیله ترم

 . شود بیان می
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با جایگذاري . استهاي موثر  گره تعداد nکه در رابطه فوق 
نتیجه زیر حاصل ) 1(در رابطه  )14(و ) 11(، )4(ابط ور

 .شود می
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بنابراین . استدلخواه برقرار u)ˆ(ازاي هر بردار هب) 16(معادله 
توان به این صورت نوشت و سپس دستگاه  را می) 16(معادله 

 .نمود بنديدستهلات را معاد
)17( fukuM  ˆ̂ 

 :که در آن
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فاقد خاصیت دلتاي  MLSاز آنجایی که توابع شکل 
 جایی جابهبرحسب میدان ) 17(، لذا معادله هستندکرونیکر 

پس به منظور اعمال شرایط مرزي  .تعمیم یافته ارائه شده است
به ) 17(د ماتریس سختی و بردار نیرو در معادله اساسی، بای

روش تبدیل یکی از مهمترین . مناسب تغییر یابند صورت
در این روش بعد . استهاي اعمال شرایط مرزي اساسی  روش

ایجاد خاصیت دلتاي کرونیکر براي (از تصحیح توابع شکل 
توان با منطقی شبیه منطق اجزاء محدود شرایط  می) تابع شکل

به این منظور بردار . [١٣]اساسی را اعمال نمودمرزي 
 جایی جابهبرحسب میدان ) 17(مجازي در معادله  جایی جابه

 .شود ها این چنین بیان می واقعی گره
)19( uTU ˆ 
)20(  TNzNrzr uuuu )(,)(,,.........)(,)( 11U 

زیـر   بـه صـورت  شـود و   ماتریس انتقال نامیده می T ماتریس
 . گرددتعریف می
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)21( 
 .خواهیم داشت) 17(در رابطه ) 19(با جایگذاري رابطه 
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)22( fTUΤkTUTMT TTT   ١1 
توان شرایط مرزي اساسی را با منطقی مشابه  که به راحتی می

 .کرداعمال ) 22(در رابطه محدود  اجزا روش منطق
 شکل هاي طبیعی و فرکانس ،مقدار ویژه مسئلهاز حل 

 با توجه که لازم به تذکر است. شود سیستم حاصل می هايمود
تحلیل ) متقارن محوري(به صورت دو بعدي  مسئلهبه اینکه 

شود و براي هر گره دو درجه آزادي در نظر گرفته شده  می
 هايمود شکلهاي حاصله نیز متناظر با  است، لذا فرکانس

 .هستندحالت متقارن محوري 
اعمال شود، با ) 22(مانی در معادله اگر نیروي وابسته به ز

و میدان سرعت در لحظه اولیه  جایی جابهفرض اینکه میدان 
 مسئلهبرابر با صفر در نظر گرفته شود، معادله حاصل به یک 

براي حل این مسئله  ،در این مقاله .شود مقدار اولیه تبدیل می
که حالت خاصی از ( مقدار اولیه روش تفاضل محدود مرکزي

به علت دقت بسیار بالا، سادگی در ) استیومارك روش ن
به صریح بودن دستگاه معادلات حاصله  مهمتر از همه روابط و

براي حل سیستم معادلات  ،در این روش. گرفته شده است کار
و ) الف -23(در هر استپ زمانی ابتدا بردار شتاب طبق رابطه 

 .آیدمی به دست) ب -23(جایی طبق رابطه  هسپس میدان جاب
][)                                      الف -23( ttt ukfMu  1 
dttttdtt)                          ب -23( dt   uuuu 22  

به ، سرعت و شتاب در هر لحظه جایی جابهمیدان بدین ترتیب 
 .[١٤] آیدمی دست
 

 ج آنیحل شده و نتا يها مثال -4
با  يا ، استوانهFGM يها ستوانهل ارتعاشات ایتحل يبرا 

در نظر گرفته شده  Lو طول  ro ی، شعاع خارجri یشعاع داخل
 )دیکون کاربیلیس( سرامیک بیاز ترکن استوانه یا. است

(SiC)  یا سیلیکون نیترید(Si٣N٤) فلز و یه داخلیدر لا 
ل شده یتشک یه خارجیدر لا (SUS٣٠٤)فولاد ضدزنگ 

 .آمده است) 1(در جدول  اه آن یکیاست، که خواص مکان
 

 .FGM خواص اجزا ) 1(جدول 
 خواص ماده
 E(GPa) ν ρ(kg/m٣) 

(SiC) ٤٢٧ 17/0 ٣٢١٠ 

(Si٣N٤) 27/322 24/0 ٢٣٧٠ 

(SUS٣٠٤) 78/207 3177/0 ٨١٦٦ 

 
 یه خارجیتا لا یه داخلیاز لا یکین استوانه خواص مکانیدر ا

 .کند یر مییتغ )ب-24(طبق رابطه 

                                           )الف-24(
n

io
i

f rr
rrrV 











)( 

                                       )ب-24( iofi PPrVPP  )( 

ه یجنس لا(ماده  یانگر کسر حجمیب Vfفوق  وابطدر ر
ثابت کسر (صفر  از بزرگترک عدد ثابت ی n، )یخارج
ته، یسیمدول الاست(ده ما یکیانگر خواص مکانیب P ،)یحجم
انگر یببه ترتیب  oو  i يها سیو اند) ب پواسونیو ضر یچگال

 .اند مجس یو خارج یداخل هاي هیلا
رفته در  به کارماده  یرات کسر حجمییتغ) 1(شکل 

مختلف کسر  يها توان ياستوانه را به ازا یشعاع خارج
 مقدار شیبا افزاکه شود  یمشاهده م. دهد ینشان م یحجم

 یه خارجیرفته در لا به کاردرصد ماده  ،ین کسر حجمتوا
 .ابدی یکاهش م

 
 

 .رفته در سطح خارجی استوانه به کارنمودار کسر حجمی ماده  )1(شکل 
 

 FGM ارتعاشات آزاد استوانه 
براي یک روش حل عددي، چک کردن دقت، 

لذا ابتدا همگرایی . استهمگرایی و قدرت روش بسیار مهم 
و از  ٤ =L/roوانه توپر با نسبت طول به شعاع براي است مسئله

در حالی ٠/٣=υ  جنس یک ماده همگن با ضریب پواسون
ن منظور یبه ا. شده است یاستوانه کاملا آزاد است، بررسکه 

مقدار اول پارامتر فرکانس که به  چهار) 2(در جدول 
G roصورت   /     )کهG  باشد یم یمدول برش ( 

سه یشده و با مراجع مربوطه مقا يبند شود، دسته یف میتعر
، 6×16، يا ش گرهیسه حالت آرا يجوابها برا. شده است
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ها در  انگر تعداد گرهیب بیکه به ترت( 21×61و  11×31
در روش بدون المان و ) باشد یم يو محور یشعاع يراستاها

 يها که از فرکانس یالمان محدود آورده شده است، در حال
نظر شده  ، صرفاستانگر حرکت جسم صلب یصفر که ب

شود که هر دو روش بدون  یمشخص م) 2(از جدول . است
نکه یشوند، ضمن ا یالمان و المان محدود به سرعت همگرا م

و دقت روش بدون المان نسبت به  ییشود همگرا یملاحظه م
 .استشتر یبالاتر، ب يها المان محدود، خصوصا در فرکانس

 
و مقایسه چهار پارامتر فرکانس اول براي ارتعاشات همگرایی  )2(جدول 

L/r)  تقارن محوري یک استوانه توپر همگن آزاد

= ٤). 

 Ω٤ Ω٣ Ω٢ Ω١ روش حل

٦١٦ Meshless 24701/1 92044/2 02842/3 82432/3 

 FEM 24937/1 89736/2 99490/2 84032/3 
     

١١٣١ Meshless 24700/1 92030/2 02823/3 82399/3 

 FEM 24759/1 91703/2 01924/3 82911/3 
     

٢١٦١ Meshless 24699/1 92028/2 02821/3 82395/3 

 FEM 24714/1 91960/2 02596/3 82530/3 
     

 82394/3 02820/3 92028/2 24699/1 [١٥]مرجع 
 82394/3 02820/3 92019/2 24699/1 [١٦]مرجع 
 82394/3 02820/3 92028/2 24699/1 [١٧]مرجع 

 
پنج مقدار پارامتر فرکانس اول ) 4( و) 3(هاي  در جدول

)cco  G r /     ( براي استوانهFGM گیردار،- گیردار 
که لایه داخلی آن سیلیکون نیترید و لایه خارجی آن فولاد 

؛ به ازاي مقادیر مختلف توان کسر حجمی استضد زنگ 
هندسی نسبت  ر پارامترتاثی  در این جداول. شده است ارائه

ها بررسی شده  شعاع داخلی به شعاع خارجی بر فرکانس
شود افزایش ضخامت باعث  استنباط می از نتایج .است

از طرفی، از مقادیر . افزایش مقدار فرکانس طبیعی می شود
شود مقادیر  ملاحظه می) 4( و) 3(هاي  ارائه شده در جدول

دیر متناظر، وقتی که بین مقا FGMها براي استوانه  فرکانس
استوانه از جنس سیلیکون کاربید خالص یا فولاد ضد زنگ 

از طرفی افزایش مقدار . خالص باشد، محدود شده است
ثابت کسر حجمی باعث افزایش درصد حجمی سرامیک در 

 .شود استوانه، و همچنین افزایش مدول الاستیسیته سیستم می
به  ،دنبال آن مقدار در نتیجه سختی سیستم افزایش یافته و به

) 4و3(شود؛ که مقادیر جداول  پارامتر فرکانس نیز افزوده می
 .دهند نیز چنین روندي را نشان می

cco(پنج مقدار پارامتر فرکانس ) 3(جدول  G r  /    (  
 .دارگیردو سر  FGMاول براي استوانه 

  ri / ro= ٠/٥ , L / ro =٣ 

  SUS٣٠٤ n=٠/١ n=١ n=١٠ Si٣N٤ 

Ω١ 

FEM 7164/0 7537/0 9707/0 4373/1 6533/1 

Meshless 7166/0 7542/0 9708/0 4350/1 6533/1 
       

Ω٢ 
FEM 9806/0 0433/1 3795/1 9790/1 2304/2 

Meshless 9808/0 0444/1 3798/1 9767/1 2309/2 
       

Ω٣ 
FEM 0884/1 1537/1 5059/1 1549/2 4564/2 

Meshless 0887/1 1549/1 5062/1 1519/2 4570/2 
       

Ω٤ 
FEM 2168/1 2950/1 7240/1 4962/2 8233/2 

Meshless 2166/1 2958/1 7236/1 4915/2 8225/2 
       

Ω٥ 
FEM 5170/1 6116/1 9954/1 9397/2 4753/3 

Meshless 5150/1 6108/1 9945/1 9321/2 4741/3 

 
cco(فرکانس پنج مقدار پارامتر ) 4(جدول  G r  /    (  اول

  .داردو سر گیر FGMبراي استوانه 
  ri / ro ٧٥/ =٠ , L / ro = ٣ 

  SUS٣٠٤ n=٠/١ n=١ n=١٠ Si٣N٤ 

Ω١ FEM 6902/0 7313/0 9700/0 4280/1 6137/1 
Meshless 6904/0 7320/0 9702/0 4262/1 6139/1 

       
Ω٢ FEM 8119/0 8616/0 1433/1 6528/1 8532/1 

Meshless 8120/0 8624/0 1435/1 6510/1 8534/1 
       
Ω٣ FEM 9004/0 9518/0 2428/1 7861/1 0158/2 

Meshless 9006/0 9526/0 2431/1 7840/1 0163/2 
       
Ω٤ FEM 9536/0 9498/0 3584/1 9594/1 2045/2 

Meshless 9536/0 0185/1 3584/1 9565/1 2042/2 
       
Ω٥ FEM 1780/1 2533/1 6644/1 3974/2 7094/2 

Meshless 1771/1 2526/1 6620/1 3898/2 7050/2 

 
 FGM استوانه  يارتعاشات اجبار

بـا   FGMاسـتوانه   یـک  ،براي تحلیل ارتعاشات اجبـاري  
. در نظر گرفته شده است) اي شرایط کرنش صفحه(طول بلند 

صلب نداشـته باشـد، دو   براي اینکه این استوانه حرکت جسم 
تاثیر  ن مقالهیدر ا .مهار شده است جهتاستوانه در دو  طرف

، ضـخامت  FGMپارامترهایی نظیر، توان کسر حجمـی مـاده   
استوانه و نوع بارگذاري بر ارتعاشات اجبـاري بررسـی شـده    

به صورت براي بررسی این اثرات چهار مدل بارگذاري . است
بـه ترتیـب در   شود که  ال میفشار به سطح داخلی استوانه اعم

  .ارائه شده است) 28(تا ) 25( روابط
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فشار داخلـی اعمـالی بـه اسـتوانه برحسـب       Piدر روابط فوق 
MPa  وt است زمان برحسب ثانیه. 

و شـعاع    m ٠/٢٥ = riبـا شـعاع داخلـی     FGMاسـتوانه       
شـرایط کـرنش   (که داراي طول بلنـد    m ٠/٥ = roخارجی 

در ایـن اسـتوانه خـواص    . باشد را در نظـر بگیریـد   ) اي صفحه
مکانیکی مواد تشکیل دهنده از سـطح داخلـی کـه سـیلیکون     
کاربید خالص است تا سـطح خـارجی کـه فـولاد ضـدزنگ      

تـوان کسـر حجمـی در    . کند تغییر می) 24(طبق رابطه است، 
 . شود در نظر گرفته می ١٠ ,١ ,٠/١ = nاین رابطه برابر 

این استوانه تحت فشار داخلی وابسته به زمان طبـق رابطـه   
) ارتعاشـات ( جـایی  جابـه تاریخچه زمانی . گیرد قرار می) 25(

هـت  در ج m ٠/٣٧٥ = rدر شعاع میانی استوانه  اي واقعنقطه
با مشاهده این شـکل، مشـخص   . تاس) 2(شعاعی طبق شکل 

دلیل  هب ،10به  1/0شود که با افزایش توان کسر حجمی از  می
اینکه میـزان سـرامیک کـه داراي مـدول الاستیسـیته بـالاتري       

 . یابد شود، دامنه ارتعاشات کاهش می است بیشتر می

 
 

، FGMنی استوانه اي واقع در شعاع میا ارتعاشات شعاعی نقطه) 2(شکل 
 .)25(تحت بارگذاري رابطه 

 ذکر شـده  FGMاگر فشار داخلی وابسته به زمان استوانه 
که دامنـه تغییـرات    تغییر داده شود، به طوري )26(طبق رابطه 

فشار داخلی نسبت به قبل تا نصـف کـاهش یابـد، ارتعاشـات     
، با مقدار تـوان  m ٠/٣٧٥ = rاي در شعاع میانی استوانه  نقطه
ارائـه شـده   ) 3(، در شـکل  ١٠ ,١ ,٠/١ = nر حجمـی  کس ـ

از ایــن شــکل نیــز کــاهش دامنــه ارتعاشــات شــعاعی  . اســت
 .بواسطه افزایش مقدار توان کسر حجمی قابل اسـتنباط اسـت  

شـود   ملاحظـه مـی  ) 2(با مقایسه این شکل با شکل  ،از طرفی
 MPa ٥بـه   MPa ١٠که با نصف شدن دامنـه بارگـذاري از   

 . شود نصف میتقریبا نیز  دامنه ارتعاشات

  

، FGMاي واقع در شعاع میانی استوانه  ارتعاشات شعاعی نقطه) 3(شکل 
 .)26(تحت بارگذاري رابطه 

 
براي بررسی اثر تعـداد سـیکل بارگـذاري بـر ارتعاشـات،           

. شـود  اعمـال مـی  ) 27(فشار داخلی وابسته به زمان طبق رابطه 
، دقیقا شـبیه  (ms)٦/ =٠ t این مدل بارگذاري تا قبل از زمان

هـاي بعـد از آن    ، ولـی در زمـان  اسـت  )25(رابطه بارگذاري 
هـاي حاصـل از    با مقایسـه جـواب   .شود بارگذاري حذف می

تــوان اثــر تعــداد ســیکل را بــر   ایــن دو مــدل بارگــذاري مــی
اي واقـع   ارتعاشـات نقطـه  . ارتعاشات این استوانه بررسی کرد

نشـان داده  ) 4(در شـکل   FGMدر شعاع میانی ایـن اسـتوانه   
، ماننـد قبـل،   nاثـر افـزایش تـوان کسـر حجمـی،      . است شده

در حالیکـه بـراي اثـر تعـداد      .اسـت کاهش دامنـه ارتعاشـات   
توان بیان کرد که، تا زمانی که نـوع بارگـذاري    سیکل نیز می

، بـه دلیـل اینکـه نـوع اسـتوانه و      ((ms) ٠/٦ > t)اسـت  یکسـان  
وانه ارتعاشـات یکسـانی از خـود    شرایط آن یکسان است، دو است
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بـراي   ،((ms) ٠/٦ < t)اما در لحظات پس از آن . دهند نشان می
اي  ، دامنه ارتعاشات اسـتوانه ١٠ ,١ = nمقدار توان کسر حجمی 

شـود،  بزرگتر مـی ) )2(شکل (که تحت بار سیکلیک قرار گرفته 
در  .افتـد  ، عکس این قضیه اتفـاق مـی  ٠/١ = nکه براي  حالیدر 

توانـد بـه دلیـل یکسـان نبـودن       داشته باشید که این اتفاق مـی نظر 
 .باشد ها  سرعت انتشار موج در این استوانه

 

 
 

، FGMاي واقع در شعاع میانی استوانه  ارتعاشات شعاعی نقطه) 4(شکل 
 .)27(تحت بارگذاري رابطه 

 
، فشـار  )بارگـذاري نـرخ  (براي بررسی اثر پریـود بارگـذاري        

. شـود  به شعاع داخلی اسـتوانه اعمـال مـی   ) 28(بطه داخلی طبق را
خواهـد  ) 5(ارتعاشات شعاعی نقطه میانی این استوانه طبق شـکل  

نـرخ  توان اثـر ایـن پـارامتر     می) 5(و ) 4(از مقایسه دو شکل . بود
شود که هر دو شـکل در   ملاحظه می. را مشاهده نمودبارگذاري 

اشـاتی متناسـب بـا    شـود، ارتع  لحظاتی که بار بـه آنهـا اعمـال مـی    
ــد و از طرفــی مقــدار مــاکزیمم   ــهبارگــذاري دارن در  جــایی جاب

اي که تحت بارگذاري با نرخ بیشتري قـرار دارد، بزرگتـر    استوانه
لـذا هرچـه نـرخ بارگـذاري بـالاتر باشـد،        .از استوانه دیگر است

 .یابد نیز افزایش می جایی جابهمقدار ماکزیمم 
، m ٠/١٢٥ = riا شعاع داخلـی  اي ب این بار ارتعاشات استوانه

داخلـی  ، تحـت فشـار   ، و طـول بلنـد  m ٠/٥ = roشعاع خارجی 
خـواص  . شود در نظر گرفته می )25(وابسته به زمان طبق رابطه 

لـذا از مقایسـه   . کنـد  مکانیکی ایـن اسـتوانه ماننـد قبـل تغییـر مـی      
) 2(بـا شــکل  ) 6(ارتعاشـات نقطـه میــانی ایـن اسـتوانه در شــکل     

ملاحظـه  . تغییـر ضـخامت اسـتوانه را بررسـی کـرد      تـوان اثـر   مـی 

شود که با افزایش ضخامت استوانه، دامنـه ارتعاشـات اسـتوانه     می
 .یابد کاهش می

 
 

، FGMاي واقع در شعاع میانی استوانه  ارتعاشات شعاعی نقطه) 5(شکل 
 ).28(تحت بارگذاري رابطه 

 

 
 

 FGMنی استوانه اي واقع در شعاع میا ارتعاشات شعاعی نقطه) 6(شکل 
 ).24(تر، تحت بارگذاري رابطه  خیمض

 
 گیري  نتیجه -5
، تحت FGMارتعاشات آزاد و اجباري در یک استوانه  

تغییرات مواد در راستاي شعاع و به . فشار داخلی، تحلیل شد
سازي و  براي مدل. بودصورت ضریبی از کسر حجمی مواد 

ان و المان هاي بدون الم سازي معادلات حاکم، روش شبیه
روش بدون المان مبتنی بر فرم ضعیف . گرفته شد به کارمحدود 

 MLSمعادله حرکت بود و میدان تغییر مکان توسط توابع شکل 
و شرایط مرزي اساسی به روش تبدیل اعمال  هتقریب زده شد

در این تحقیق اثر توان کسر حجمی و شرایط هندسی و . شد
از  .آمد به دستشی سیستم نوع بارگذاري بر پارامترهاي ارتعا



 اولشماره /  دومسال /  1388تابستان / مهندسی مکانیک جامدات فصلنامه علمی پژوهشی 
 
 

77

محدود و بدون  اجزاآمده از دو روش  به دستمقایسه نتایج 
با مراجع مذکور مشخص شد هر دو روش استفاده شده المان 
و همچنین دقت روش  مقاله از دقت مناسبی برخورداراند در این

. استبدون المان به مراتب بالاتر از روش المان محدود 
مده پتانسیل بسیار خوبی براي طراحی آ به دستنتایج همچنین 

هاي  فرکانس. استی را دارا یها سازي چنین استوانه و بهینه
تواند با انتخاب  ها می جایی جابهطبیعی و مقادیر ماکزیمم دامنه 

صحیح پروفیل توزیع مواد اصلاح شوند، که از مهمترین نتایج 
 .است FGMدر مواد 
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