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 به روشدار  در صفحه سوراخ بر تابع تنش و توزیع تنشبررسي اثر موقعيت سوراخ 

 و عددی صریح حل

 ، *2محمد هاشمیان،  1افشین بخشایی

 hashemian@iaukhsh.ac.ir* نویسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

 ، تحتاختیاریبا محل  ایهریسوراخ دابا ی مستطیلی  تنش و حل صریح تنش برای صفحه در مقاله حاضر تحلیل

تنش اطراف توزیع و تابع تنش ایری  .قرار گرفته است بررسیشود مورد  ی آن وارد می خطی که به دولبه تنش نرمال

 با استفاده از تابع تنش ایری ستیسیتهاز تئوری دو بعدی الا روش. در این ای شکل بدست آمده است سوراخ دایره

قبلی حل صریح  های از روش و بدست آوردن تابع تنش ایری ،ارائه شده برای حل صریح روش شده است. استفاده

ای شکل  راخ دایرهتنش اطراف سو توزیع تابع تنش و تنش در مختصات قطبی،با استفاده از  است. تر و ساده تر قوی

و نمودار  بدست آمده اطراف دایره تنش توزیع معادله استفاده از رابطه تنش ایری بدست آمده با محاسبه شده است.

 است. این مقالهتنش حاصل از روش المان محدود در نرم افزار آباکوس مقایسه شده  با توزیع آن رسم شده و

از تابع تنش از محل سوراخ مستقل  تنش حاصل شود که توزیع مشاهده می .دده میان نشرا  حل صحت این روش

 .بوده و فقط به اندازه سوراخ بستگی دارد

صفحه سوراخ دار، تاابع تانش ایاری، ساوراخ     

 ای، حلقه تنش دایره

                                                           
 دانشجوی کارشناسی ارشد، دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی شهر-1

 آزاد اسلامی واحد خمینی شهر، دانشکده مکانیک، دانشگاه استادیار -2
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 مقدمه  -1

ای در رابطه با رفتار  مطالعات و تحقیقات گسترده

سوراخ دار انجام شده است. این تحقیقات  یمکانیکی صفحه

[، ارتعاش صفحه، 3-1با سه رویکرد اصلی غلظت تنش]

کمانش و شکست صفحه سوراخ دار انجام شده است. 

دار مورد  سوراخ  این صفحاتهای گوناگونی برای  روش

است. روش المان محدود  مطالعه و بررسی قرار گرفته

پرکاربرد ترین روش برای مطالعه بر روی صفحات سوراخ 

بینگ چنگ و جینگ چنگ  2212در سال باشد.  دار می

ی فولادی  پلاستو صفحه-رویی رفتار کمانش الاستو ژاوو بر

[. 4تحت بار غیر محوری به روش المان محدود پرداختند]

دار مورد  های دیگری نیز برای مطالعه صفحات سوراخ روش

استفاده قرار گرفته است مانند روش حل عددی، روش حل 

 و غیره. روش حل سه بعدی الاستیسیته ، روش ریتزتجربی

مایکل زاپالاتور و پائولو لازارین با استفاده از  2214در سال 

سه بعدی به مطالعه میدان  ی معادلات حاکم در الاستیسته

تنش الاستیک صفحه نازک تحت بار مختلف قبل از ایجاد 

ها به شکل بیضوی،  بیشتر شکل سوراخ [.5شکاف پرداختند]

وئل ماایرونا امان 2222در سال ای و مستطیلی بوده است. دایره

با سوراخ   لولهو همکاران به بررسی کمانش و پس کمانش 

ای و مستطیلی پرداختند و بهترین محل برای سوراخ را  دایره

تاکنون برای حل صفحات سوراخ دار با  .[6بدست آوردند]

از تنش نرمال خطی تحت  ،محل سوراخ غیر مشخص دایره

 دو طرف روش حل صریح گزارش نشده است.

تنش  ی قیق حاضر روش حل صریح برای محسابهدر تح

ای مورد مطالعه  در صفحه سوراخ دار تحت بار فشاری لبه

قرار گرفته تابع تنش ایری به این روش محاسبه شده و با 

استفاده از رابطه بین تنش ایری و تنش در مختصات قطبی 

اطراف سوراخ دایره شکل بدست معادله تنش  ،تنش

ای شکل  . معادله غلظت تنش اطراف سوراخ دایرهاستآمده

ای شکل بی  تنش اطراف سوراخ دایره توزیعکه ماکزیمم 

تنش  دست آمده و نشان داده شده که توزیعبعد است ب

مستقل  ی دایره سوراخ قرارگیری اطراف سوراخ از محل

همچنین  .بوده و فقط به اندازه شعاع سوراخ بستگی دارد

افزار آباکوس ای توسط نرم راخ دایرهتنش اطراف سو توزیع

سوراخ بدون تغییر مانده  موقعیت بررسی شده که با جابجایی

تنش اطراف سوراخ از  توزیعو نشان داده شده است که 

محل این سوراخ مستقل بوده و صحت روش استفاده شده را 

 نشان داده است. 

 صریح روش حل -2

( صفحه سوراخ دار مستطیلی شکل به ابعاد 1در شکل )

L×h که طول آنL  و عرض آنh و سوراخ به شعاع  استR و

ابعاد صفحه در مقایسه  نشان داده شده است. محل غیر مشخص

مرکز مختصات . شود تر در نظر گرفته می با سوراخ بزرگ

در مرکز صفحه مستطیلی شکل قرار داده شده (X,Y)دکارتی

مختصاتی در ی  به مرکز سوراخ دایره (X,Y). با انتقال است

شود و سیستم مختصاتی  در نظر گرفته می(x,y)سیستم کارتزین

ر مرکز دایره در نظر گرفته بمنطبق (r,θ)در سیستم قطبی 

در  Yو  Xموازی با محورهای  yو  xشود. محور های  می

شود مختصات مرکز دایره در سیستم مختصاتی به  نظرگرفته می

 .شود در نظر گرفته می bبرابر  Yو  aبرابر  Xصورت

با توجه به صفحه مستطیلی بدون سوراخ تحت تنش ابتدا 

 :شود نرمال خطی، تنش به صورت زیر محاسبه می

(1) 
   

  
    

   
         

  
    

   
   

    
  

    

    
           

تنش فشاری وارد بر    تابع بنیادین تنش ایری و   که 

 .ی صفحه سوراخ دار است لبه
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و  R( صفحه سوراخ دار مستطیلی شکل با سوراخ به شعاع 1شکل ) 

 محل غیر مشخص

بدون حضور نیروهاای خاارجی       تابع بنیادی تنش ایری 

 ( را ارضاء نماید.  2در شرایط الاستیک  باید معادله )

(2)       (   )          

به صورت زیار تعریاف      که عملگر دیفرانسیلی لاپلاسین 

 شود. می

(3)     
  

   
 

  

   
 

عملگر دیفرانسیل غیر هارمونیک است که به وسیله     و 

 آید. به صورت زیر بدست می (  )  رابطه 

(4)     
  

   
  (

  

      
)  

  

   
 

در صفحه سوراخ دار در مختصات کارتزین و سیستم مختصاتی 

(X,Y)( بر حسب 1با انتگرال گیری از معادله )Y  معادله بنیادین

 آید. تنش ایری به صورت زیر بدست می

(5)     
  

 
        

شوند  گیری ایجاد میهای هستند که با انتگرال ثابت Bو Aکه 

برای انتقال از مختصات کارتزین  (X,Y)های مختصاتی  محور

به مختصات قطبی ابتدا باید به مرکز دایره انتقال پیدا کنندکه از 

شود. با جایگذاری این انتقال در  استفاده می Y=(y+b)انتقال

 .( خواهیم داشت5ی ) لهدمعا

(6)     
  

 
(   )   (   )    

هستند که  yهای ثابت و خطی از پارامتر B،bو Aپارامترهای

کنند بنابراین تابع تنش ایری بنیادی به  ایجاد تنش و کرنش نمی

 (  قابل بیان است .7صورت معادله )

(7)     
  

 
   

حال باید تابع تنش از مختصات کارتزین به مختصات قطبی 

استفاده         انتقال پیدا کند برای این کار از انتقال 

شود و همچنین برای مراحل بعدی، ساده سازی، از روابط  می

 شود. ( استفاده می8مثلثاتی )

(8)       
(       )

 
 

اده از نین استفسیستم قطبی و همچبنابراین با استفاده از انتقال به 

 .شود ( تابع تنش به صورت زیر تشکیل می8رابطه)

(2)    
  

 
(          ) 

( و همچنین انتقال آن به مختصات 2باتوجه به معادلات حاکم )

به صورت    قطبی معادله حاکم، عملگر دیفرانسیلی لاپلاسین 

 ( قابل مشاهده است.12معادله )

(12)     
  

   
 

 

 

 

  
 

 

  

  

   
 

به ( 2با توجه به رابطه )  هارمونیک عملگر دیفرانسیلی-بایو 

 ( قابل محاسبه است.11صورت معادله )

(11) 
    (

  

   
 

 

 

 

  
 

 

  

  

   
) 

            (
  

   
 

 

 

 

  
 

 

  

  

   
)  

و تابع تنش در در مختصات قطبی و با توجه به رابطه بین تنش 

تنش اجزاء در صفحه مستطیلی بدون سوراخ به  ،مختصات قطبی

 .( قابل ارائه است13( و معادله )12صورت معادله )

(12)    
  

 

 

  

  
 

 

  

   

   
  

  

 
(        )   

(13)    
  

 

 
(
 

 

  

  
)   

  

 
(      ) 

با برگشت به مسئله اصلی یعنی صفحه سوراخ دار مستطیلی با 

در میابیم که در صفحه سوراخ  غیر مشخص موقعیت

برابر در اطراف سوراخ    برشی و    نرمال  های تنش،دار

رابطه در نظر گرفتن(که با 13( و )12) تمعادلا اما در .صفر باشد

این مقادیر  ایجاد شده،( 7، از معادله )و تابع تنشها  ین تنشب

اضافی  بردارهای تنش( 7بنابراین در معاله). صفر نشده است

، باید این دله اصلی تابع تنشمعا وجود دارد که برای رسیدن به

اضافی حذف شود تا به تابع تنش ایری درست  بردارهای تنش
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ها تنش نرمال  با مشتق گیری از آنعبارتی ه .بدست پیدا کنیم

به همین دلیل نیاز به تشکیل گرددبرابر صفر     و برشی    

 ( است.14معادله نهایی تابع تنش ایری به صورت معادله )

(14)         

تابع تنش ایری است که ترکشن های ناخواسته که در    که 

و تنش نرمال و برشی در شود را حذف میکند  ایجاد می   اثر 

 .شود  ( تبدیل می16( و )15به صورت معادلات ) Rشعاع

(15)             
     

       

 

(16)             
     

      

 ( تنش نرمال و برشی13( و )12که در معادلات ) با توجه به این

   باشد  می rو       و       از   تابعی تابع تنش اولیه و
و   

   
. جدول نیز باید توابعی از همین پارامترها باشد   و   

لازم های که پتانسیل  پارامتر موجود در پیوست الف (1شماره)

که   های تابع تنش و  به عنوان پرامتر شدن انتخاب برای

مسئله حاضر دهد برای  را نشان می [ ارائه شده8توسط دانتر ]

 باشد. زیر می صورتبه  کاندید  پارامترهای

    ،   ،   ،      ،                  ،      ،
     

    

، در تابع تنش        و همچنین    ،های کاندیدا از این ترم

 rlnr پارامترحذف شود    از تابع  ،مشترک است بنابر این   

   از تابع    و    به علت ایجاد جابجایی چند ارزشه در 

به علت ایجاد نقطه تکین در         ترم شود.  حذف می

      شود و همچنین  حذف می ،تنش و جابجایی در بینهایت

از  ،و نقطه تکین در تنش نرمال در بینهایت   به علت جابجایی 

به صورت    بر این تابع نتش ایری شود. بنا حذف می   تابع

 ( قابل بیان است.17پارمترهای معادله )

(17)         
     

  
           

به صورت  φ( معادله نهایی تابع تنش ایری 17با توجه به معادله )

 ( قابل بیان است.18معادله )

(18) 
φ  

  

 
 (          )     

      

              
 
     

  
     

       

   های هستند که با اضافه شدن  ثابت      در معادله فوق 

و باید محاسبه  شوند به معادله تابع تنش به در معادله ظاهر می

معادلات در مراحل  ءنیز برای ارضا Rهمچنین مقادیر  شوند

معادله   cهای  شوند. برای محاسبه ثابت به معادله اضافه میبعدی 

تابع تنش در صفحه سوراخ دار بارگزاری تنش نرمال باید 

( 18شوند که با جایگذاری رابطه ) ء( ارضا22) و (12) معادلات

 شوند. های معادله محاسبه می در معادلات زیر ثابت

(12)         [
 

 

  

  
 

 

  

   

   
]       

 

(22)         [
 

 

  

  
 

 

  

   

   
]       

( 22( و )12) ی ( در معادله18ی ) معادلهباجایگذاری 

 .آید به صورت زیر بدست می c1-c3پارامترهای

c1=2        c2=1        c3=-2                                           (21) 

( تابع 18( در معادله )21های محاسبه شده ) باجایگذاری ثابت

 آید. میتنش ایِری نهایی بدست 

(22) 
  

  

 
 (          )          

           
     

  
          

باتوجه به رابطه بین تنش و تابع تنش  ایِری در مختصات قطبی 

 آید. (بدست می23ی ) رابطهبرای صفحه سوراخ دار 

(23) 

    
 

 

  

  
 

 

  

   

   
 

    
 

 
(
 

 

  

  
) 

       
   

   
 

باتوجه به تابع تنش ایِری محاسبه شده مقادیر تنش به صورت 

 .زیر قابل محاسبه است

(24)       

{
 
 

 
 (

 

 
 

   

  
 

   

  
)                 

 
 

 
(  

  

  
)

}
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(25)       {(
 

 
 

   

  
)       

 

 
(  

  

  
)} 

(26)       {(
 

 
 

  

  
 

   

   
)      } 

 یشبيه سازی عدد -1

تحلیل عددی به کمک نرم افزار المان محدود آباکوس 

نمونه در نرم برای تحلیل عددی ابتدا باید  .صورت گرفته است

به صورت صفحه فولادی  نمونه ایجاد شدهافزار مدلسازی شود.

و   M=210000مدول یانگ             با چگالی 

ی دارادر نظر گرفته شده است که      vضریب پواسون 

باشد. سوراخ  دارای  میلیمتر می 22میلیمتر و عرض 42طول 

این مدل در محیط پارت نرم  .باشد میلمیتر می 2قطری برابر با 

افزار آباکوس مدلسازی شده و برای اینکه در مرحله مش بندی 

مش اطراف سوراخ منظم تشکیل شود از پارتیشن بندی در 

( قابل مشاهده است. به 2که در شکل )تفاده شده مدلسازی اس

ساخته شده باید مش بندی شود. این  مدل ،فحهمنظور تحلیل ص

ای انجاممی شود  تحلیل در دو بعد و به صورت کرنش صفحه

 CPE4R:  A 4-node bilinear planeا مش آن به صورتذل

strain  ،ای انتخاب  منظم و کرنش صفحهمربعی چهار گوش

در اطراف سوراخ مش بندی برای افزایش دقت حل شود.  می

قرار دادن چهار مش ریزتر در نظر گرفته شده است که پس از 

 2/2 مش با اندازه حد اکثر با اندازه مش متفاوت، لو انجام تحلی

همگرا شد و مورد استفاده در میلیمتر  4/2 میلیمتر و حداقل

قابل مشاهده ( 3بندی نمونه در شکل ) تحلیل قرار گرفت. مش

 . است

 
مدل پارتیشن بندی شده صفحه سوراخ دار با موقعیت غیر  (2شکل )

 مشخص ایجاد شده در محیط پارت

 
دار با موقعیت غیر  صفحه سوراخ ی مدل مش بندی شده (3شکل )

 مشخص 

 بحث بر روی نتایج -4

حل به روش صریح و استخراج تابع تنش به این روش و با 

[ بسیار ساده تر از 8دانتر ]استفاده از جدول ارائه شده توسط 

روش  با حل مسئله با این .های ارائه شده قبلی است روش

طراف سوراخ به راحتی    و    و برشی نرمال  های تنش

سوراخ )غلظت یع تنش اطراف زیرات تویشود. تغ محاسبه می

حلقه تنش اطراف سوراخ توسط رابطه  تنش( با بی بعد سازی

 زیر قابل محاسبه خواهد بود.

(27)    

  

              

شکل توزیع      از صفر تا   ( در 25با رسم نمودار رابطه )

آید که در  میبدست  Mpa 1/8 برای تنش تنش اطراف سوراخ 

( به روشنی 25است. با بررسی رابطه )( قابل مشاهده 4شکل )

محل قرار  زشود که غلظت تنش اطراف سوراخ ا دیده می

. برای بررسی این موضوع شکل باشد گیری سوراخ مستقل می

غلظت تنش اطراف سوراخ توسط نرم افزار آباکوس نیز مورد 

بررسی قرار گرفته و برای بررسی اینکه آیا غلظت تنش از محل 

مستقل است در آباکوس سوراخ در  قرار گیری سوراخ

های مختلف در بالا سمت راست، بالاسمت چپ، پایین  موقعیت

سمت راست، مرکز صفحه و یک موقعیت اتفاقی مورد بررسی 

قرار گرفته است. با بررسی نتایج بدست آمده مشاهده می شود 

که با تغییر محل سوراخ شکل توزیع تنش اطراف سوراخ ثابت 

های  شود که در شکل تغییری در آن مشاهده نمیماند و  باقی می

م تنش برای م( قابل مشاهد است. همچنین مقدار ماکزی2( تا )5)
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در مختصات  ها بدست آمده که مقدار آن همه این موقعیت

درستی  ،باشد که این مقدار برابر می Mpa 28 برابر با کارتزین

 ( را اثبات میکند.25( و رابطه )24روابط )

 
 Mpa 1/8( غلظت تنش رسم شده در اطراف سوراخ برای تنش  4شکل )

 
 ش اطراف سوراخ برای سوراخ بالا سمت راستتن( غلظت 5شکل)

 
 ( غلظت نتش اطراف سوراخ برای سوراخ بالا بالاسمت چپ6شکل)

 
 ش اطراف سوراخ برای سوراخ پایین سمت راستتن( غلظت 7شکل)

 
 سوراخ پایین مرکز صفحهش اطراف سوراخ برای تن( غلظت 8شکل)

 
 ش اطراف سوراخ برای سوراخ با موقعیت اختیاریتن( غلظت 2شکل)

روش حل در استخراج تابع تنش و  بررسی صحتبه منظور 

تنش اطراف سوراخ به  شکل توزیعها  سپس بدست آورد تنش

رسم   Mpa  1/8 ( برای تنش25)روش صریح توسط رابطه 

شده و با شکل بدست آمده از نحوه توزیع تنش در نرم افزار 

مقایسه شده که یکسان بودن   Mpa  1/8 برای تنشآباکوس 

شکل  در حل به این دو روش نشان از درستی روش حل صریح 

( 12کند این مسئله در شکل )را بیان می برای استخراج تابع تنش

توزیع تنش رسم ( الف 12که در شکل ) قابل مشاهده است.

( ب توزیع تنش بدست 12شده توسط حل صریح و شکل )

دهد. یکسان بودن  آمده به کمک نرم افزار آباکوس را نشان می

این توزیع صحت روش ارائه شده برای استخراج تابع تنش را 

 دهد. نشان می



 سوم/سال هفتم/ شماره  1131 زمستانفصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

67 

 
به  (الف)(: مقایسه توزیع تنش به روش حل صریح و عددی 12شکل)

 با استفاده از نرم افزار آباکوس (ب)  روش حل صریح

 نتيجه گيری-5

غلظت تنش برای صفحه تحت تنش نرمال از محل قرار  -1

گیری سوراخ مستقل بوده که روابط بدست آمده برای تنش و 

 .دهد نتایج بدست آمده به کمک آباکوس این را نشان می

یکسان بودن نتایج حاصل از روش حل صریح با روش حل -2

عددی به کمک نرم افزار آباکوسصحت روش ارئه شده برای 

نشان بدست آوردن تابع تنش و غلظت تنش اطراف سوراخ را 

 دهد. می

در روش ارائه شده برای بدست آوردن تابع تنش از جدول  -3

لی برای های قب و این روش از روش آید [ بدست می8] دانتر

 .بدست آوردن تابع تنش ساده تر است

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هايوستپ

پارامترهای دارای پتانسیل برای قرارگیری در تابع تنش،  ارائه  (1) جدول

 شده توسط دانتر
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