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 های کليدی واژه  چکيده

برنولی با در نظر گرفتن بستر الاستیک غیرخطی،  -در این مقاله، ارتعاشات تیر اویلر

گاهی، سی شده است. تیر تحت بارگذاری محوری فشاری بوده و شرایط تکیهبرر

باشد. تحلیل ارتعاشات بر اساس مدهای نرمال غیرخطی در غلطکی می -مفصلی

ی دیفرانسیلی گیرد. معادله ( انجام می9:1وضعیت رزونانس داخلی سه به یک )

روش چند  و به کمک  غیرخطی حاکم بر ارتعاشات عرضی تیر استخراج شده

بر اساس مدهای  9:1است. در وضعیت رزونانس داخلی  مقیاس زمانی، تحلیل شده

نرمال غیرخطی در حالت پایا، پایداری پاسخ فرکانسی ارتعاشات غیرخطی تیر 

مطالعه شده، سپس تأثیر تغییر پارامترهای مختلف بر روی نتایج تحلیل دینامیکی و 

 است. ت غیرخطی تیر بررسی شدهتحلیل پایداری پاسخ فرکانسی ارتعاشا

برنولی،  -ارتعاشات غیرخطی، تیر اویلر

بستر الاستیک غیرخطی، رزونانس داخلی 

 .سه به یک، تحلیل پایداری حالت پایا
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  مقدمه -1

های  در مورد تحلیل دینامیکی و ارتعاشات غیرخطی سیستم

های  گسسته با تعداد درجات آزادی محدود و یا سیستم

اکن و یا چرخان تحت تأثیر بارهای محوری ی سپیوسته

فشاری و یا کششی تا کنون تحقیقات مختلفی انجام 

 شود. است که در زیر به تعدادی از آنها اشاره می شده

( و یک به یک 9:1های داخلی سه به یک ) مسئله رزونانس

( در ارتعاشات آزاد غیرخطی تیرهای دوسر گیردار 1:1)

است. در این  مطالعه شده ]1[توسط نایفه و همکارانش 

 1گیری از مفهوم مدهای نرمال غیرخطی تحقیق با بهره

برای حل معادلات  2مستقیماً روش چند مقیاس زمانی

حاکم بر حرکت و همینطور شرایط  9ای دیفرانسیل پاره

ارتعاشات  ]2[مرزی تیر بکارگرفته شد. سانتی و گانکالوس 

بر روی بستر  غیرخطی و ناپایداری یک تیر الاستیک که

های  الاستیک غیرخطی قرار دارد را با استفاده از روش

تحلیلی و نیمه تحلیلی به کمک تئوری اغتشاشات بررسی 

اند. مسئله دینامیک غیرخطی تیرهای با مقاطع  نموده

غیریکنواخت که بر روی بستر الاستیک غیرخطی از درجه 

خطی سوم، بستر الاستیک وینکلر غیرخطی و بستر الاستیک 

مطالعه  ]9[از نوع پسترناک قرار دارند توسط تسیاتاس 

است که حل آن با استفاده از روش معادلات قیاسی  شده

با استفاده از  ]4[است. کو و لی  بدست آمده 4کاستیکادلیس

ی دیفرانسیلی حاکم بر یک تیر روش اغتشاشات، معادله

تیر  اند.الاستیک با مقطع غیریکنواخت را بررسی     نموده

در بستر الاستیک غیرخطی احاطه شده و بارهای محوری و 

 DQMشود. با بکارگیری روش جانبی به آن اعمال می

تحلیل دینامیکی تیرهای با مقاطع غیریکنواخت که بر روی 

بررسی  ]5[بستر الاستیک غیرخطی قرار دارند توسط هسو 

-معادلات انتگرالی ]6[است. اوز و همکارانش  شده

لی حاکم بر ارتعاشات غیرخطی تیر خمیده با دیفرانسی

های غیرقابل حرکت در دو انتهای آن که بر روی  مفصل

بستر الاستیک خطی  قرار دارد را با استفاده از روش چند 

                                                           
1- Nonlinear Normal Modes (NNMs) 

2- Multiple Time Scales (MTS) 

3- Partial Differential Equations (PDEs) 
4- Kastikadelis 

 ]7[اند. پلیکانو و ماسترودی  مقیاس زمانی حل کرده

معادلات دیفرانسیل حاکم بر دینامیک غیرخطی یک تیر 

یک بستر غیرخطی که با فنرهایی با  دوسر مفصل که بر روی

است را مورد تحلیل قرار  ی سوم مدل شدهسختی از مرتبه

معادلات بدست آمده، توسط روش گالرکین  .اند داده

گسسته شده و رفتار دینامیکی غیرخطی آن با استفاده از 

است. بالکایا و  مورد مطالعه قرار گرفته 5های نرمال روش فرم

بینی ارتعاشات  را برای پیش DTMروش  ]8[همکارانش 

اند. ی انتقال سیالات بکار گرفتهایجاد شده در خطوط لوله

برنولی و  -های اویلریدر این تحقیق، لوله بر اساس تئور

تیموشنکو مدلسازی شده و خاک، یک بستر الاستیک در 

تأثیرات بستر الاستیک  ]3[نظر گرفته شده است. بیرمان 

زاد تیرها را مطالعه نمود. روش غیرخطی در ارتعاشات آ

ی انرژی سیستم مدهای نرمال غیرخطی که بر مبنای محاسبه

ای از معادلات کانونیکال توسط کینگ و  است بر روی دسته

است. در این تحقیق  اعمال شده ]11[واکاکیس 

در یک مدل دو درجه آزادی و رزونانس  9:1های  رزونانس

گیردار مطالعه -لیدر یک تیر با شرایط مرزی مفص 9:1

یک تیر دوسر مفصل با  ]11[اند. کینگ و واکاکیس  شده

هندسه غیرخطی بر روی بستر الاستیک غیرخطی و یک تیر 

یکسر گیردار که در آن هندسه غیرخطی برای تیر درنظر 

از  ]12[اند. واکاکیس  را مورد مطالعه قرار داده  گرفته شده

های  تعاشات سیستمی ارمدهای نرمال غیرخطی برای مطالعه

پیوسته با طول محدود و نامحدود استفاده نمود. همچنین 

های  اعمال مد غیرخطی بر ارتعاش و جداسازی شوکی سازه

انعطاف پذیر پریودیک مورد بحث و بررسی قرار 

از مدهای نرمال  ]19[است. پلیکانو و واکاکیس  گرفته

تیک غیرخطی برای تحلیل تیر نازکی که بر روی بستر الاس

باشد، استفاده نمودند. غیرخطی تحت بار محوری کششی می

یک روش عددی بر مبنای روش  ]14[جیانگ و همکارانش 

متغیر برای ساختن مدهای نرمال غیرخطی برای  منیفلد نا

اند. مازیلی و  های داخلی ارائه کرده هایی با رزونانس سیستم

                                                           
5- Normal Forms (NFs) 
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ک معادلات غیرخطی حاکم بر دینامیک ی ]15[همکارانش 

 اند. تیر تحت اثر بار محوری را استخراج و مطالعه نموده

ی دیفرانسیل هدف اصلی در این پژوهش استخراج معادله

باشد که در حل آن مفهوم  ای حاکم بر ارتعاش تیر می پاره

شود. سپس معادلات  مدهای نرمال غیرخطی بکار گرفته می

بدست آمده برای سیستم مورد مطالعه مورد تحلیل قرار 

تقریبی چند مقیاس -گرفته و با استفاده از روش تحلیلی

اند. در این پژوهش اثر تغییر پارامترهای  زمانی حل شده

مختلف فیزیکی و هندسی مدل ریاضی بر روی پاسخ 

های  گردد. ارتباط بین فرکانس غیرخطی تیر ارزیابی می

غیرخطی و دامنه ارتعاشات بدست آمده، همچنین تأثیر تغییر 

های خطی و غیرخطی مرتبه سوم بستر  سختی بخشمقادیر 

الاستیک و مقدار بار محوری فشاری بر پاسخ دینامیکی 

 است. غیرخطی تیر مطالعه شده

 سازی ریاضي تعریف مسئله و مدل -6

با  lبرنولی به طول  -(، یک تیر اویلر1در شکل )

غلطکی نشان داده شده است. -ی مفصلیهای ساده گاه  تکیه

 وی بستر الاستیک خطی در نظر گرفته شده است.تیر بر ر

 
( تیر دوسر مفصل تحت بار محوری فشاری بر روی بستر 1شکل)

 الاستیک غیرخطی

شود، تیر تحت تأثیر همانطور که در این شکل مشاهده می 

های مفصلی  گاه در دو انتهای تکیه Pنیروی محوری فشاری 

ای غیرخطی  ارهو غلطکی خود قرار دارد. معاله دیفرانسیل پ

 ]19[حاکم بر حرکت تیر عبارت است از 

(1) 3

, , , 1 3 0tt xxxx xxAw EIw Pw k w k w      
تغییر مکان عرضی بوده و وابسته به زمان  wکه در آن 

سطح  Aی تیر، جرم حجمی ماده باشد. در این معادله  می

مدول  E ممان اینرسی دوم سطح مقطع تیر و Iمقطع تیر، 

بترتیب ضرایب مربوط  k3و  k1 الاستیسیته است. همچنین،

. ]19[باشند  به سختی خطی و غیرخطی بستر الاستیک تیر می

 شرایط مرزی در دو انتهای تیر عبارتند از

(2) , 0xxw w 
 at x = 0 and x = l      

های بعدی، متغیرهای  برای سادگی هرچه بیشتر در تحلیل

 گردند بعد زیر تعریف می بی

(9) 
2

642
* * 31

1 32 2 2

, , , ,

, ,

g g

g g g

r rx E w
x t t w r

l l ll

k lk lPl
P k k

r EA r EA r EA



   



   

  

 
باشد. با  شعاع ژیراسیون سطح مقطع تیر می rgکه در آن 

  (2( و )1بعد در معادلات ) های بی جایگذاری این کمیت

(4) * * * * * * * *3

, * * , * * * * , * * 1 3 0t t x x x x x xw w P w k w k w     
(5) 

,
0

x x
w w  

  
 at x* = 0 and x* = 1 

( این 5( و )4با حذف علامت بالانویس * در معادلات )

 شوند معادلات به صورت زیر بازنویسی می

(6) 3

, , , 1 3 0tt xxxx xxw w Pw k w k w     
(7) , 0xxw w 

 at x = 0 and x = 1 

در  k3ی اثر سختی غیرخطی بستر الاستیک برای مطالعه

ی به عنوان ضریب در معادله εبعد  پاسخ سیستم، پارامتر بی

واضح است که دلیل درنظر  .]19[گردد  ( معرفی می6)

گرفتن این ضریب به عنوان پارامتر حضور سختی غیرخطی 

 باشد. بستر الاستیک در بررسی رفتار دینامیکی سیستم می

(8) 3

, , , 1 3 0tt xxxx xxw w Pw k w k w     
بیانگر   ε =1باشد، رفتار سیستم خطی بوده و ε = 0اگر 

ایط ( با شر8باشد. درادامه معادله )سیستم غیر خطی می

( با استفاده از روش مدهای نرمال 7مرزی آن در رابطه )

های بعدی در  گردد. در ادامه و در بخش غیرخطی حل می

برنولی دو سر مفصل واقع بر  -ابتدا پاسخ دینامیکی تیر اویلر

بستر الاستیک غیرخطی تحت بار محوری فشاری در دو 

اده انتهای آن برای حالت بدون رزونانس سه به یک با استف

گیری از مفهوم مدهای  از روش چند مقیاس زمانی و بهره

گیرد. سپس در حالت  نرمال غیرخطی مورد تحلیل قرار می

رزونانس داخلی سه به یک به تحلیل پایداری حالت پایای 

 شود. ارتعاشات غیرخطی تیر پرداخته می
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پاسخ دیناميکي تير در حالت بدون رزونانس  -9

 9:1 داخلي

حلیل دینامیکی ارتعاشات غیرخطی تیر از روش برای انجام ت

 .]16[شود  گرفته می  بهره  چند مقیاس زمانی

 روش حل چند مقياس زماني -9-1

در این روش حل، بسطی شامل دوجمله با دو مقیاس زمانی 

 .گردد ( جستجو می8( و )7برای حل معادلات )

(3) 2

0 0 1 1 0 1( , ; ) ( , , ) ( , , ) ( )w x t w x T T w x T T O     

0Tکه در آن  t 1وT t  و
n

nT t (n = 0, 1, … )

باشند. همچنین  بعد مختلف چند مقیاسی می های بی زمان

 :بعد عبارتند از مشتقات اول و دوم زمانی به شکل بی

(11) 

2

0 1 2

0 1

2 2 2

2 2

0 10

2 2 2

0 0 1 0 1 1

.... ...

2 ....

2 (2 ) ...

D D D
t T T

T Tt T

D D D D D D

  



 

  
      

  

  
   

  

    

nکه در آن

n

D
T





. با جایگذاری … ,n = 0, 1با  

( و سپس مساوی هم 8( و )7( در روابط )11( و )3روابط )

، معادلات قرار دادن ضرایب جملات هم درجه از 

 :آید دیفرانسیلی زیر بدست می

(11) 
Order ε0: 

2

0 0 0 0 1 0 0ivD w w Pw k w    
(12) 

0 0 0w w  at x = 0 and x = 1 

 و

(19) 
Order ε1: 

2 3

0 1 1 1 1 1 0 1 0 3 02ivD w w Pw k w D D w k w      
(14) 

at x = 0 and x = 1            1 1 0w w   

که در آن علامت پرایم بالای هر کمیت نشانگر مشتق آن 

در مرتبه ظاهر شده برای آن  xبعد  کمیت نسبت به پارامتر بی

ی باشد. برای حصول به جواب مرتبط با مد غیرخطی، حل می

آید.  بدست می ε = 0ام با قرار دادن mخطی برای مد خطی 

( عبارت ε0ی خطی از مرتبه صفر )در این گام، حل مسئله

 :است از

(15) 
0 0

0 0 1

1 1

( , , )

2 ( ) ( ) sin( )m mi T i T

m m

w x T T

A T e A T e m x
  



   

1iبطوریکه در آن   , 1( )mA T )1 و  )mA T  دوثابت

2 دوج مختلط بوده و همچنینمز sin( )m x شکل مد

باشد. همچنین فرکانس  ارتعاشات خطی تیر دوسر ساده می

 :دایروی خطی مربوط به این شکل مد عبارت است از

(16) 2 4 4 2 2

1m k m Pm    with m = 1, 2, 3, 

… 
 :(19ی مرتبه اول )( در معادله15با جایگذاری رابطه )

(17) 
0

0 0

2

0 1 1 1 1 1

1

33 2

3 1 1 1

3

2 2 ( ) sin( )

2 2 ( ) 3 ( ) ( )

sin ( ) . .

m

m m

iv

i T

m m

i T i T

m m m

D w w Pw k w

i A T e m x

k A T e A T A T e

m x C C



 

 



   



   

  
برای آن دسته از  1به معنای جمله مزدوج مختلط .C.Cکه 

( است. علاوه بر این، 17های نشان داده شده در رابطه ) جمله

علامت پرایم برای هر کمیت در سمت راست معادلات 

است. با درنظر  T1( نشاندهنده مشتق آن کمیت نسبت به 17)

ل زیر برای تعیین جواب حالت مرتبه گرفتن جوابی به شک

 :( مسئلهε1اول )

(18) 
0 0

1 0 1

3

1 1 2 1

( , , )

( , ) ( , ) . .m mi T i T

w x T T

g x T e g x T e C C
 



  
( و مساوی هم 17ی )( در رابطه18ی )و با جایگذاری معادله

  exp(3iωmT0)های هم توان  قرار دادن ضرایب جمله
، معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه چهارم  exp(iωmT0)و

 :آیند زیر بدست می

 : exp(3iωmT0)ضریب 

(13) 
2

1 1 1 1

3 3

3 1

( 9 )

2 2 ( )sin ( )

iv

m

m

g Pg k g

k A T m x





   

 
(21) 1 1 0g g 

 at x = 0 and x = 1 
 :exp(iωmT0)و ضریب

(21) 

2

2 2 1 2

1

2 3

3 1 1

( )

2 2 ( )sin( )

6 2 ( ) ( )sin ( )

iv

m

m m

m m

g Pg k g

i A T m x

k A T A T m x



 



   



 
(22) 2 2 0g g  at x = 0 and x = 1 

 :( عبارت است از21( و )13جواب معادلات )

 

 

                                                           
1- Complex Conjugate 
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(29)  

1 1

3 33 3
1 12 4 4

1

( , )

3 2 2
( )sin( ) ( )sin(3 )

16 16(9 )
m m

m

g x T

k k
A T m x A T m x
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( 22( و )21های همگن معادلات ) واضح است که بخش

باشد. به عبارت دیگر حل  دارای جواب غیربدیهی می

( تنها در شرایطی وجود دارد 22( و )21خصوصی معادلات )

پذیری مسئله ارضا شود. در این حالت شرط  که شرط حل

( 21) کند که سمت راست معادله پذیری دیکته می حل

که جواب مسئله همگن است متعامد  sin(mπx)نسبت به 

 پذیری عبارت است از باشد. بنابراین شرط حل

(24) 2

1 3 1 1

9
2 ( ) ( ) ( )

2
m m m mi A T k A T A T   

 
 به شکل قطبی عبارت است از Am(T1)که در آن دامنه 

(25) 1( )

1 1

1
( ) ( )

2
mi T

m mA T a T e



 

ازی ( و جداس24ی )ی بالا در رابطهبا جایگذاری رابطه

 آید که های حقیقی و موهومی بدست می قسمت

(26) 

1( )ma T = const. 

and

23

1 1 1

9
( ) ( )

16
m m

m

k
T a T T




 
with m = 1, 2, …, n 

 ( عبارت است از22( و )21سپس جواب نهایی معادلات )

(27) 
2 1

23
1 14 4 2 2

( , )

3 2
( ) ( )sin(3 )

16(10 )
m m

g x T

k
A T A T m x

m Pm


 



 
 w1وابی برای ( ج18ی )در رابطهg2 و   g1جایگذاریبا 

و با  w1و w0آید. با در دست داشتن جواب  بدست می

، ε = 1( و سپس با قراردادن 3ی )جایگذاری آنها در رابطه

دوم  یعبارت حاکم بر ارتعاشات جانبی تیر تا حل مرتبه

 :آید بصورت زیر بدست می

(28) 
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2 4 4
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k
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شود که فرکانس  ( نتیجه گرفته می26( و )24از روابط )

ام mتیر در مد غیرخطی  m(ωnl)طبیعی ارتعاشات غیرخطی 

 آید ی زیر بدست میاز رابطه

(23) 23

2

9
( ) 1 ...

16
nl m m m

m

k
a 



 
   

  
ی دوم در سمت راست آشکار است که اگر مخرج جمله

( به سمت صفر میل 28ی )در رابطه w(x,t)رابطه حاکم بر 

بحرانی محوری در این صورت بار  ∞→w(x,t)کند یعنی 

Pcr = 10mفشاری از رابطه 
2
π

                m = 1,2,…,nکه در آن 2
ی چهارم در شود. همچنین اگر مخرج جمله است تعیین می

به سمت w(x,t) سمت راست رابطه حاکم برخیز جانبی تیر 

9mصفر میل کندیعنی اگر 
4
π

4
-k1 → 0  و            یاk1 = 

9m
4
π

، این وضعیت با حالت m = 1, 2, …, nکه در آن  4

مرتبط است. در این وضعیت به راحتی  9:1رزونانس داخلی 

است که اصطلاحاً  ω3m = 3ωmگردد که  ثابت می

شود. در این حالت  رزونانس داخلی سه به یک نامیده می

اُم وجود 3mام و مد مرتبه mای بین مد مرتبه  کوپلینگ قوی

دون تحریک و فعال دارد بطوریکه هیچ کدام از این دو مد ب

 گردد.کردن مد دیگر ایجاد نمی

تير در حالت رزونانس داخلي  تحليل رفتاری -6

9:1 

در این بخش تحلیل رفتاری سیستم در دو بخش تحلیل 

پاسخ دینامیکی و تحلیل پایداری حالت پایا بررسی 

 گردد. می

 پاسخ دیناميکي -6-1

در حالت  در این بخش برای اینکه درک بهتری از آنچه که

k1 = 9mافتد؛ یعنی  اتفاق می 9:1رزونانس داخلی 
4
π

که در  4

است؛ همچنین برای ساختن مدهای  m = 1, 2, …, nآن 

، مجدداً معادلات MTSنرمال غیرخطی با استفاده از روش 

شود. با در دست داشتن نتایج ( ا درنظر گرفته می8( و )7)

ی صفرم به(، حل مرت12( و )11بدست آمده در معادلات )

به  n= 3mبا درنظر گرفتن  9:1در حالت رزونانس داخلی 

 :صورت زیر خواهد بود
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( بدست 19ی )( در معادله91ی )از معادله w0با جایگذاری 

 .آیدمی
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 شرایط مرزی دوسر مفصل برای تیر عبارتند از

(92) 
1 1 0w w  at x = 0 and x = 1 

 ]16[( عبارتند از 91ی )پذیری معادله شرایط حل

(99) 
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های  ( دامنه94( و )99که در معادلات )
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1 1

1
( ) ( )

2
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m mA T a T e



و 

1( )

1 1

1
( ) ( )

2
ni T

n nA T a T e



به  

که به  گردند. علاوه براین پارامتر  شکل قطبی تعریف می

 :شود عبارت است از عنوان پارمتر تنظیم کننده شناخته می

(95) 3n m   
  

m = 1, 2, 3, … و n = 3m 

( تحت شرایط مرزی داده شده در معادله 91ی )حل معادله

 .باشد ( به صورت زیر می92)
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(، استفاده از 91ی )( در معادله96ی )با جایگذاری معادله

( و مساوی هم قراردادن 94( و )99معادلات مدولاسیون )

و توجه به  T0های نظیر هم نسبت به  ضرایب هارمونیک

ی ، ده معادله3ωmبا   ωnجایگزینی و  n = 3mاینکه

 f1نشده برحسب توابع کوپلی چهار دیفرانسیل معمولی مرتبه

ی آیند. علاوه براین با جایگذاری معادله بدست می f10تا  

( و مساوی قراردادن ضرایب 92ی )( در معادله96)

 :آید که بدست می T0های نظیر هم از  هارمونیک

(97) 1( ) ( ) 0if x f x  for i = 1, 2, 3, …, 10  
at x = 0 and x = 1 

به صورت تحلیلی  f10تا   f1 د که توابعباید توجه نمو

ی دیفرانسیل معمولی مذکور در بالا توانند از ده معادله می

محاسبه شوند. ولی برای اختصار جزئیات محاسبات آنها در 

تا   f1 اند. به هر حال با داشتن مقادیر توابع ادامه آورده نشده

f10 مد نرمال غیرخطی حاکم بر ،w(x, T0, T1) با درنظر 

بدست  … +w = w0 + εw1به صورت بسط  ε=1گرفتن 

ام و  mآید. در وضعیت رزونانس داخلی که مدهای می

3mی خیز جانبی باشند، معادله ام خطی به یکدیگرکوپل می

 :آید به صورت زیر بدست می

(98) 
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 تحليل پایداری در حالت پایا -6-6

های  سخ در حالت پایا برای جواببرای مطالعه پایداری پا

(، روش مقادیر 94( و )99داده شده در معادلات )

 شود. با در نظر  بردارهای ویژه بکار گرفته می ویژه

 های ارتعاش بصورت قطبی گرفتن دامنه

1( )

1 1

1
( ) ( )

2
mi T

m mA T a T e
 1 و( )

1 1

1
( ) ( )

2
ni T

n nA T a T e
  و

سپس با ( و 94( و )99جایگذاری آنها در معادلات )

های حقیقی و موهومی در روابط بدست  جداسازی قسمت

 آیند جبری زیر بدست می-آمده معادلات دیفرانسیلی

(93) 
2

3 1

3
sin ( , , )

16
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 که

(42) 
13n m T      و n = 3m 
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m m

k
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 و

(44) 
3 2 332 9 3 1

cos
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n n m n m

n n

k
a a a a
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هستند. مجدداً γ و  am، anتوابعی از g3و  g1 ،g2که در آن 

باید متذکر گردد که علامت پرایم بالای هر پارامتر 

است. برای  T1ی مشتق اول آن پارامتر نسبت به نشاندهنده

0m پاسخ حالت پایا، na a     شود.  قرار داده می

برای کنترل کردن شرط پایداری جواب حالت پایا در 

( لازم است که این معادلات نزدیک 41( و )93معادلات )

سازی شوند. در نتیجه  نقاط سینگولار )یا حالت پایا( خطی

یک مجموعه از معادلات خطی با ضرایب ثابت که در 

آید.  شوند بدست می های اغتشاشی نامعلوم ضرب می جمله

به عبارت دیگر این یک مسئله کلاسیک است مقادیر ویژه 

به شکل      X A X  است که , ,
T

m na a X  و
( , , )i m n

ij

j

g a a
A

X




 با i,j = 1, 2, 3 که در آنAij 

 det([A]-λ[I])=0باشد. در گام بعدی  ماتریس ژاکوبین می

که اعدادی مختلط  (λi)ی ردد تا مقادیر ویژهگ حل می

باشند، بدست آیند. سپس با استفاده از این مقادیر ویژه  می

توان پایداری در حوالی نقاط سینگولار )تکینگی( را  می

 بررسی نمود.

 

های عددی و بحث و بررسي در تحليل  جواب -6

 نتایج
 

تحليل دیناميکي در وضعيت بدون رزونانس  -6-1

 داخلي

  1،(ωnl)2(ωnl)( تغییرات فرکانس غیرخطی تیر 2در شکل )

، aی بعد شده نسبت به دامنه مودال ارتعاش بی 3(ωnl)و 

k1 = 9πاست بطوریکه در آن  ترسیم شده
P = πو  4

و  2

است.  انتخاب شده 51و  11برابر با مقادیر k3/k1 نسبت 

مقدار فرکانس  k3شود که با افزایش مقدار مشاهده می

 1(ωnl)یابد. همچنین نرخ تغییر  طی ارتعاش افزایش میغیرخ

ی نسبت به دو فرکانس دیگر بیشتر است. با توجه به رابطه

باشد، مسئله خطی  k3 = 0توان نتیجه گرفت که اگر  ( می23)

 ,i = 1, 2, 3که در آن       i+1>(ωl)i(ωl)خواهد بود یعنی 

 ≠ k3ر آن )ی غیرخطی که د. این مورد مطلقاً برای مسئله…

های دامنه  در بعضی از محدوده 1(ωnl)( است و برای مثال 0

بزرگتر است، صحیح  3(ωnl)و  2(ωnl)مودال از مقادیر 

 باشد. نمی
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 )ب(

برحسب دامنه مودال  ωnlبعد شده  های بی ( تغییرات فرکانس2شکل)

 aارتعاش 

 k3 = 450π4و )ب(  k3 = 90π4)الف( 

با استفاده از نه مد اول ارتعاش شکل خیز تیر  (9شکل ) در

برای مقادیر مختلف سختی  tی زمانی در طول آن در لحظه

 = k1وقتی   k3 = 0, 10, 25, 50, 100, 250غیرخطی بستر

0.18π
P = π و 4

است. از این شکل مشاهده  نشان داده شده 2

گردد، وقتی پارامتر غیرخطی در سیستم وجود دارد،  می

ر مطلق خیز دینامیکی تیر کمتر از مقداری است که مقدار قد

آید. علاوه  بدست می k3 = 0 برای بستر الاستیک خطی با 

 k3گردد که بطور کلی با افزایش مقدار  بر این مشاهده می

بستر الاستیک، مقدار ماکزیمم منحنی خیز تیر کاهش 

موجب   k3یابد. به عبارت دیگر هر افزایشی در مقدار  می

 .سختی سیستم خواهد شد افزایش
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3
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3
 = 10 k

3
 = 25 k

3
 = 50 k

3
 =10 0 k

3
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برای مقادیر مختلف سختی   t = 0( تغییر خیز تیر در طول آن در لحظه 9شکل)

 k3غیرخطی بستر 

  w(0.5,t)( تغییرات زمانی خیز نقطه میانی تیر یعنی4شکل )

برای مقادیر مختلف سختی  t (0<t<0.5)را برحسب 

ی و برا  k3 = 0, 10, 25, 50, 100, 250غیرخطی بستر 

k1 = 0.18π مقادیر
4
P = πو  

با استفاده از نه مد اول  2

شود که با  ( دیده می4دهد. از شکل ) ارتعاش نشان می

افزایش مقدار سختی غیرخطی بستر الاستیک، ماکزیمم خیز 

ی زمانی متفاوت مرتبط با یک دینامیکی تیر در یک لحظه

k3 توان  ماند. همچنین می مشخص، غالباً یکسان باقی می

باعث ایجاد یک  k3نتیجه گرفت که هر افزایشی در مقدار 

 گردد. فرکانس ارتعاشی بالاتر )یا یک پریود کمتر( می
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بعد شده برای  ( تغییرات زمانی خیز نقطه میانی تیر برحسب زمان بی4شکل)

 مقادیر مختلف سختی غیرخطی بستر

های پایداری در حالت  نتایج دیناميکي و تحليل -6-6

 9:1در وضعيت رزونانس داخلي  پایا

 پاسخ دیناميکي -6-6-1

برای مقادیر مختلف بار  σبرحسب  k1( تغییرات 5شکل )

 ,P/Pcr = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6محوری فشاری 

k3 = 10 (Pcr = 10mکه در آن  1 ,0.9 ,0.8 ,0.7
2
π

 =m با  2

دارای حد  σدهد. لازم به ذکر است که  ( را نشان می1

آن  Pبرای هر مقدار  ωm = 0توان از  باشد که می بالایی می

با  Pرا بدست آورد. این شرط حدی برای مقادیر مختلف 

( نشان داده 5ای به شکل خط چین در شکل ) منحنی

 است که از رابطه k1res 876.7 =است. در این شکل  شده

1
4 49k m   باm = 1 9:1 در حالت رزونانس داخلی 

 آید. بدست می
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 Pبرای مقادیر مختلف σبرحسب  k1( تغییرات 5شکل )

( تغییرات زمانی خیز نقطه میانی تیر بر روی بستر 6در شکل )

که در آن  t≤t1≥0ی زمانی الاستیک در بازه

ω1res=k1+π
4
+Pπ

است برای مقادیر   t1=4π/ω1resو 2

ده نشان دا m = 1 و P = 0, σ = 0و بازای  k3مختلف 

شود که با افزایش مقدار سختی است. مشاهده می شده

مقادیر بیشینه بر روی  k3غیرخطی بستر الاستیک یعنی 

 یابند. منحنی خیز تیر، کمی افزایش می

 
بعد شده برای مقادیر مختلف  ( خیز نقطه میانی تیر برحسب زمان بی6شکل)

 سختی غیرخطی بستر

برای  t = 4π/ω1res( شکل کلی خیز تیر در 7در شکل )

نشان داده  m = 1و  σ = 0, P = 0وقتی  k3مقادیر مختلف 

 است. شده

 
  t = 4π/ω1res( تغییرات خیز تیر در طول آن در لحظه7شکل )

 برای مقادیر مختلف سختی غیرخطی بستر

 

 بررسي نتایج تحليل پایداری در حالت پایا -6-6-6

پایا که در  های حالت بر اساس تحلیل پایداری برای پاسخ

گیری از نتایج  است و با بهره ( انجام پذیرفته2-4بخش )

ی ( تغییرات دامنه8(، در شکل )5استخراج شده از شکل )

ی و دامنه 55تا  25از  σوقتی پارامتر  amمد نرمال غیرخطی 

 ,3 ,1.16 ,0.5 دارای مقادیر مختلف anمد نرمال غیرخطی 

اشاره گردد که نقاطی  است، نشان داده شده است. باید  5.6

که در داخل مناطق سبز  σو   am, an با مقادیر مشخصی از

رنگ هستند، شرایط ناپایداری دارند و برای نقاط خارج این 

 باشند. ی ارتعاش پایدار میهای دامنه منطقه، جواب

 
 anبرای مقادیر مختلف  σبرحسب پارامتر am  (  تغییرات دامنه 8شکل )

ی مد برحسب دامنه anی مد نرمال عیرخطی نهتغییرات دام

 ,σ = 0, 5, 10, 20برای مقادیر مختلف  amنرمال غیرخطی 

 وk3 = 10  ، m = 1 برای   60 ,50 ,40 ,30
cr

P

P
 در 0.5

است. لازم به ذکر است که نقاطی  ( نشان داده شده3شکل )

شند در داخل با می σ و  am, anکه دارای مقادیر مشخصی از 

مناطق خاکستری رنگ شرایط ناپایدار دارند و برای نقاطی 

 باشند. های سیستم پایدار می خارج این منطقه، جواب

 
 amبرحسب مد نرمال غیرخطی   an  ( تغییرات دامنه مد نرمال غیرخطی3شکل )

 σبرای مقادیر مختلف 



 برنولي بر روی بستر الاستيک غيرخطي تحت تأثير بار محوری فشاری-تحليل ارتعاشات غيرخطي تير اویلر
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 گيری نتيجه -2

م بر ارتعاش تیر ای غیرخطی حاک ی دیفرانسیلی پارهمعادله

برنولی که بر روی بستر الاستیک غیرخطی تحت بار  -اویلر

محوری فشاری در دو انتهای آن قرار دارد با استفاده از 

تقریبی چند مقیاس زمانی با استخراج مدهای -روش تحلیلی

 نرمال غیرخطی حل گردید. نتایج بدست آمده عبارتند از:

ردید که کوپلینگ برای سیستم مورد مطالعه مشاهده گ -1

اُم وجود دارد و  3mاُم و مد mبین مد  9:1رزونانس داخلی 

اُم مرتبط با mهمزمان با آن بار محوری فشاری بحرانی مد  

 این رزونانس داخلی وجود دارد.

مقادیر  k3مشاهده گردید که با افزایش مقادیر  -2

یابند. همچنین  های غیرخطی ارتعاش افزایش می فرکانس

 بیشتر از 1(ωnl)یرات روند تغی
1

( )
n

nl n 
باشد. می 

هر افزایشی در مقدار سختی غیرخطی بستر الاستیک تیر  -9

موجب افزایش فرکانس ارتعاش )کمتر شدن پریود( برای 

گردد. به عبارت دیگر با  حالت بدون رزونانس داخلی می

افزایش کمیت سختی غیرخطی بستر الاستیک تیر، اثر مد 

3mگردد. تر می اُم در کوپلینگ موجود برجسته 

در حالت بدون رزونانس داخلی و تحت اثر بار محوری  -4

مقدار  k3گردد که با افزایش مقدار  فشاری مشاهده می

 یابد. بیشینه منحنی خیز تیر کمی کاهش می
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فهرست علائم

 l طول تیر

 ρ جرم حجمی ماده تیر

 A سطح مقطع تیر

 I ان اینرسی دوم سطح مقطع تیرمم

 E مدول الاستیسیته ماده تیر 

 rg شعاع ژیراسیون تیر

 k1 ضریب سختی خطی بستر الاستیک تیر

 k3 ضریب سختی غیرخطی بستر الاستیک تیر

 P نیروی محوری فشاری

 Pcr نیروی محوری فشاری بحرانی

ضریب سختی خطی بستر الاستیک تیر در 

 9:1رزونانس داخلی 

k1res 

 t مختصه زمانی

 x مختصه مکانی

 Tn امnبعد مختلف چند مقیاسی  زمان بی

تغییر مکان عرضی وابسته به زمان محور اصلی 

 تیر

w(x,t) 

 ε بعد پارامتر بی

 ωm ام ارتعاشات خطی تیرmفرکانس طبیعی 

 ωnl فرکانس طبیعی ارتعاشات غیرخطی تیر

در  ام ارتعاشات جانبی تیرmدامنه زمانی 

 شکل قطبی

Am(T1) 

  پارامتر تنظیم کننده فرکانس

 am(T1) ارتعاشات جانبی تیر امmدامنه زمانی 

 βm(T1) ام دامنه ارتعاشات جانبی تیرmفاز زمانی

 λi امiمقدار ویژه 

 Aij ماتریس ژاکوبین
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