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به کمک تئوری پسترناک -وینکلرگرافن قطاعي بروی پایه الاستيک خمش ورق 

 موضعي بروش کانتروویچ توسعه یافتهالاستيسيته غير

 *،2 مهرداد جبارزاده،  1شهریار دستجردی

 dastjerdi_shahriar@yahoo.com* نویسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

مش صفحات قطاعی گرافن بر پایه الاستیک توسط تئوری مکانیک غیر موضعی ارینگن مورد در این تحقیق خ

بررسی قرار گرفته است. برای این منظور معادلات تعادل حاکم بر ورق قطاعی گرافن بر حسب جابجائیها، با در 

ا روش های خطی بدست آمده و بنظر گرفتن روابط غیرموضعی تنش و تئوری مرتبه اول برشی و کرنش

کانتروویچ توسعه یافته حل شده است. در این روش دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی بدست آمده به دو دسته 

باشد. حل شود که قابل حل بروشهای مختلف تحلیلی و عددی میدستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

ا پس از سه الی چهار مرحله تکرار همگرایی که تنه است کانتروویچ توسعه یافته روشی با سرعت همگرائی بالا

آید. با توجه به اینکه تاکنون در این خصوص تحقیقی صورت نگرفته است نتایج با در نظر مورد انتظار بدست می

در انتها اثر تغییرات  گرفتن ضریب غیرموضعی برابر با صفر با دیگر مقالات جهت اعتبار سنجی مقایسه شده است.

ر نتایج بر حسب تغییرات ضخامت، شرایط مرزی، مقدار سختی پایه الاستیک و اختلاف ضریب غیرموضعی ب

 .ندتحلیل الاستیسیته غیرموضعی و موضعی مورد بررسی قرار گرفته ا

های گرافن قطاعی، مکانیک محیط ورق

روش کانتروویچ توسعه موضعی، پیوسته غیر

 پسترناک-یافته،پایه الاستیک وینکلر

                                                           
 کارشناس ارشد، دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مشهد-1

 استادیار، دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مشهد -2
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 مقدمه-1

ها به دلیل کاربرد وسیع و های نانو از زمان کشف آنرساختا

خواص مکانیکی، حرارتی و الکتریکی منحصربفرد خود، 

توجه بسیاری از محققین را در سراسر دنیا به خود جلب 

. این مواد به طور گسترده در نانوالکترونیک، [1]کرده است

رند گیها مورد استفاده قرارمیها و نانوکامپوزیتنانودستگاه

های کربن از قبیل فلورین. انواع گوناگونی از نانوساختار[2]

وجود دارند  [5]ها و نانوحلقه [4]های کربنی نانولوله [3]ها 

شوند. به همین های گرافن ایجاد میدهی ورقهکه با شکل

دلیل، تحلیل صفحات گرافن موضوع اصلی مطالعه نانو مواد 

ضخامتی به اندازه یک  باشد. صفحه گرافن دارای کربنی می

باشد که در یک شبکه کریستالی شش وجهی  اتم کربن می

اند. این مواد خواص مکانیکی و فیزیکی کنار هم منظم گشته

-توان به انعطافمنحصر بفردی داشته که از آن جمله می

پذیری بالا، استحکام زیاد در کشش، انبساط حرارتی کم، 

شاره کرد، همچنین رسانایی گرمایی و الکتریکی بالا ا

عنوان های پلیمری بهصفحات گرافن اغلب در کامپوزیت

 . [7-6]گیرندتقویت کننده مورد استفاده قرار می

امروزه تحقیقات بسیاری برای تحلیل رفتار مکانیکی 

های های نانو صورت گرفته است. علاوه بر روشساختار

های مدل سازی مانند: مدل سازی آزمایشگاهی از روش

اتمی  _های پیوستهتمی، مدل سازی ترکیبی مکانیک محیطا

های پیوسته، برای بررسی رفتار و مدل سازی مکانیک محیط

. از آنجایی که کنترل [8]شودمکانیکی نانو مواد استفاده می

های ها در مقیاس نانو بسیار مشگل بوده و روشآزمایش

، از باشندشبیه سازی اتمی از نظر محاسباتی هزینه بر می

پیوسته به عنوان یک روش موثر، که  روش مکانیک محیط

فاقد مشکلات ذکر شده بوده و دارای فرمول بندی ساده 

مورد استفاده  ها بسیارتری می باشد، در تحلیل نانو ساختار

. مدل سازی مکانیک محیط پیوسته نیز [9]قرار گرفته است

 ،[11] 3های مختلفی نظیر: تئوری تنش جفتیشامل روش

، تئوری [11] 4تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی اصلاح شده

و تئوری الاستیسیته  [12] 5تنش جفتی اصلاح شده

ها تئوری . از میان این روشاست [13] غیرموضعی ارینگن

ها برای الاستیسیته غیرموضعی ارینگن بیشتر از سایر روش

های نانو به کار گرفته شده بررسی رفتار مکانیکی ساختار

. بر اساس این تئوری تنش در یک نقطه در یک [14] است

محیط الاستیک پیوسته، نه تنها به کرنش در آن نقطه، بلکه 

. استها در کل دامنه محیط پیوسته وابسته به تمامی کرنش

کند، در واقع وقتی ابعاد ماده تا اندازه نانو کاهش پیدا می

لکولی بر های درون اتمی و درون مودیگر  از اثرات نیرو

صرف توان نمیهای دینامیکی و استاتیکی مواد روی ویژگی

های کلاسیک موضعی قادر به نظر کرد. به همین دلیل تئوری

. [14]های نانو نمی باشند پیش بینی رفتار مکانیکی ساختار

یک ورق کربن تک  [15] بوهم هانس پیتر 1962در سال 

فن توصیف کرد. لایه با شبکه لانه زنبوری را با عنوان گرا

-گرافیت از روی هم قرار گرفتن صفحات گرافن ایجاد می

توسط  1991های کربنی در سال شود. همچنین نانولوله

 ، در آزمایشگاه ان ای سی در تسوکوبا ژاپن[4]سامیو ایجیما 

تحقیقات بسیاری برروی تحلیل صفحات گرافن  کشف شد.

در سال  باشد.انجام گرفته است که در منابع موجود می

، تحلیل ارتعاشات صفحات [16] بهفر و نقدآبادی 2115

گرافن چند لایه در محیط الاستیک با استفاده از تئوری 

غیرموضعی کلاسیک صفحات و با در نظر گرفتن صفحه 

گرافن به صورت یک صفحه ارتوتروپیک را ارائه کرده و 

های های طبیعی را نسبت به تغییر طولتغییرات فرکانس

صفحات گرافن محاسبه کردند. کیتی پورنچای و  مختلف

مدل پیوسته غیرموضعی برای  2115، در سال [17]دیگران 

                                                           
3 Couple Stress Theory 
4 Modified Strain Gradient Elasticity 
5 Eringen Nonlocal Elasticity Theory 
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های ساده در ارتعاشات صفحات گرافن چندلایه با تکیه گاه

های مود را بدست های طبیعی و شکلنظر گرفته و فرکانس

های واندوالس تاثیر مشخصی آوردند. آنها نشان دادند نیرو

های مود ارتعاشی صفحات گرافن فرکانس و شکل بر روی

، صفحه گرافن را به صورت یک [18]دارند. لیو و همکاران 

ماده ایزوتروپیک در مدل پیوسته خود درنظر گرفته و 

ارتعاشات صفحات گرافن چند لایه بر روی پایه الاستیک را 

های واندروالس بر روی فرکانس و بررسی کرده و تاثیر نیرو

، خمش [19]مود را بدست آوردند. دان و وانگ  هایشکل

ای را با استفاده از مدل مکانیک یک صفحه گرافن دایره

پیوسته غیرموضعی و تئوری کلاسیک صفحات به صورت 

داده و نشان دادند میزان خیز صفحه  بررسی قرار خطی مورد

گرافن در این روش بیشتر از خیز در مدل پیوسته موضعی 

، تاثیر ضریب غیرموضعی [21] ان و فادیکارباشد. پرادهمی

تحلیل ارتعاشی صفحات گرافن چند لایه را مورد بررسی  در

اهمیت  قرارداده و ضمن حل معادلات تعادل به روش ناویر،

استفاده از ضریب غیر موضعی را در معادلات مدل محیط 

شن  پیوسته بر دقت نتایج مورد بررسی و تاکید قرار دادند.

، ارتعاشات غیرخطی صفحه 1، [21]انش شن و همکار

گرفتن اثر حرارتی و با استفاده  در نظر گرافن تک لایه را با

نتایج  کلاسیک صفحات ارائه کرده و از تئوری غیرموضعی

جمعه زاده و سعیدی  تحقیقات موجود مقایسه کردند. با را

های بزرگ را ، ارتعاشات صفحات گرافن با تغییر شکل[22]

ضریب  ها، ضرایب هندسی واثر تعداد لایه و ارائه کرده

غیرموضعی را بر روی رفتار ارتعاشی صفحه بررسی کرده و 

نشان دادند نتایج بدست آمده در تطابق با نتایج تحلیل 

، در سال [23]همکاران  باشد. محمدی وارتعاش خطی می

ای را با استفاده از ارتعاشات آزاد صفحه گرافن دایره 2113

ک پیوسته غیرموضعی و تئوری کلاسیک مدل مکانی

صفحات ارائه دادند. آنها اثرات ضریب غیرموضعی، شعاع 

های طبیعی ها را بر روی فرکانسصفحه گرافن و تعداد گره

مورد بررسی قرار داده و نشان دادند نتایج بدست آمده، در 

 تطابق با نتایج موجود در مراجع است. 

ری مکانیک غیر موضعی، در این تحقیق با استفاده از تئو

روابط حاکم بر خمش ورق قطاع گرافن استخراج گردیده، 

سپس با بهره گرفتن از روش کانتروویچ توسعه یافته روابط 

بدست آمده حل شده است. نتایج برای شرایط گوناگون 

تکیه گاهی و بارگذاری و سختی پایه الاستیک مورد بررسی 

 قرار گرفته است.

 روابط حاکم -2

( با شعاع 1فحه نازک قطاعی گرافن طبق شکل)یک ص

داخلی 
1  ir r و شعاع خارجی 

2  or r و ضخامتh 

،
1 0 ،2  با در نظر گرفتن شود. را در نظر گرفته می

جابجایی بصورت تئوری تغییر شکل مرتبه اول برشی، میدان 

 ( خواهد بود:3( الی )1روابط )

 
 ( ورق قطاعی بر پایه الاستیک1شکل)

     1, , , ,    U r z u r z r (1            )                

     2, , , ,    V r z v r z r (2                )         

   , , , W r z w r (3                  )                             

      

u ،v وw های جابجایی صفحه میانی در جهتمولفهr ،θ وz 

و نیز  
1  و

2 مولفه های چرخش حول محور میانی می-
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( 8( الی )4های کرنش صفحه بصورت روابط )باشند. مولفه

 خواهد بود:
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با توجه به تئوری الاستیسیته غیر موضعی، تنش در نقطه 

از صفحه   xتابعی از میدان کرنش در هر نقطه x مرجع

بصورت   xخواهد بود. تانسور تنش غیرموضعی در نقطه

 شود:( بیان می9رابطه )

   ,      
v

K X X X dX (9           )              
    

تواند به صورت ال فوق می[ نشان داد که انتگر13ارینگن ]

 :شود( بیان 11رابطه دیفرانسیلی )
2(1 ) :      NL L C (11          )                             
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2که

0 0( )  e a ،ضریب غیرموضعی L  تنش موضعی

و NL تنش غیرموضعی است.  

روابط مربوط به نیروها و گشتاورهای منتجه با توجه به رابطه 

( الی 11( در دستگاه مختصات قطبی بصورت روابط )11)

 ( خواهند بود:18)
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عملگر لاپلاس در مختصات 2( 18( الی )11در روابط )

 شود:( نوشته می19باشد که بصورت رابطه )قطبی می
2 2

2

2 2 2

1 1



  
   

 r rr r
(19                     )              

ج      

 به کمک اصل حداقل انرژی پتانسیل خواهیم داشت:

0     U (21               )                                    
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سختی پسترناک پایه pkسختی وینکلر و  wk(22در رابطه )

باشند. معادلات تعادل با در نظر گرفتن روابط الاستیک می

های ( بر حسب تنش22( الی )21( در روابط )18( الی )11)

( 27( الی )23موضعی بدست آمده که بصورت روابط )

 خواهند بود:
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( نیروها و گشتاورهای منتجه 27( الی )23در روابط )
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2

2

( , , , , )

( , , , , )

  

        







L L L L L

r r r

h

L L L L L

r r s rz s z

h

N N N Q Q

dz
(28                )             

2

2

( , , ) ( , , )     



 

h

L L L L L L

r r r r

h

M M M zdz (29    )          

2

1

1




    
    

    

L

r

Eh u u v
N

r r r
(31      )              

2

1

1
 



  
   

   

L Eh u u v
N

r r r
(31            )              

1

2(1 )


 

  
   

   

L

r

Eh v v u
N

r r r
(32               )           

1
2(1 )






 
  

  

L s

r

Eh w
Q

r
(33              )                         

2

1

2(1 )





 

 
  

  

L s Eh w
Q

r
(34                  )              

3

1 2

1212(1 )

 




    
    

    

L

r

Eh
M

r r
(35    )          

   

3

1 2
12

1

12(1 )


 
 

 

   
    

    

L Eh
M

r r
(36        )         

3

2 1 21

24(1 )


  

 

  
   

   

L

r

Eh
M

r r r
(37     )            

  

s
5در روابط فوق ضریب تصحیح برشی و برابر   / است.  6

( 27( الی )23( در روابط )37( الی )31با جایگذاری روابط )

( 38ها بصورت روابط )پنج معادله تعادل بر حسب جابجایی

 شوند:( معرفی می42الی )
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-بعد کردن معادلات حاکم از روابط زیر استفاده میبی برای

 شود:
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( 43( بصورت روابط )42( الی )38بنابراین معادلات تعادل )

بعد بازنویسی خواهند شد:( در حالت بی47الی )  
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 روش حل -3

 روش حل کانتروویچ توسعه یافته -3-1

[ برای حل 24این روش برای اولین بار توسط آرنولد کر ]

تحلیلی مسایل دو بعدی مکانیک جامدات ارائه شد. در نیمه

اکم که از نوع معادلات دیفرانسیل با این روش معادلات ح

و معمولاً فاقد جواب تحلیلی هستند به  هستندمشتقات جزئی 

شوند. این دو دسته معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل می

ای برای حل مسائل مکانیک جامدات روش، بطور گسترده

از جمله مسائل مقدار ویژه، کمانش، خمش، و ارتعاشات 

 تفاده قرار گرفته است.آزاد ورقها، مورد اس

در این روش تابع دو متغیره به حاصلضرب دو تابع تک 

 ( تبدیل می شود:48متغیره طبق رابطه )

1 1( , ) ( ) g ( )  f r f r (48                )                          
ج      

( 41با این تعریف توابع جابجایی و چرخش بصورت روابط )

 د:شون( نوشته می45الی )

1 1( , ) ( ) ( )  u r f r g (49                        )                  
ج      

2 2( , ) ( ) ( )  v r f r g (51                                          )
     

3 3w( , ) ( ) ( )  r f r g (51                             )             
ج      

1 4 4( , ) ( ) ( )   r f r g (52                                       )
     

2 5 5( , ) ( ) ( )   r f r g (53             )                          
     

با جایگذاری روابط فوق در معادلات تعادل، معادلات 

دیفرانسیل با مشتقات جزئی تبدیل به معادلات دیفرانسیل 

ig،1...5iلیه دلخواه توابع شوند. با انتخاب اومعمولی می  ،

if،1...5iمعادلات تعادل تنها تابعی از  خواهند بود. حال ،

با حل دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی و در نظر گرفتن 

بدست خواهند آمد. بطور مثال شرایط  ifشرایط مرزی، توابع

مرزی برای ورق قطاعی با شرایط گیردار در مرزها بصورت 

 :است( 55( و )54روابط )
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0, 1...5   ,  i i of i r r r (54                    )               
ج      

1 20, 1...5  ,    ig i (55)                                   
     

با توجه به روش حل معادلات بر اساس باقیمانده وزنی، هر 

ضرب و در  igمعادله از معادلات تعادل باید در تابع مناسب 

حدس  انتگرال گرفته شود. توابع نسبت به  تا  0بازه 

الزامی برای ارضا شرایط مرزی ندارد و این  igزده شده اولیه

. در استهای روش کانتروویچ توسعه یافته خود از مزیت

 این صورت معادلات تعادل که معادلات دیفرانسیل جزئی

به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی بر  هستند

( 54نظر گرفتن شرایط مرزی )تبدیل شده که با در   rحسب

و جایگذاری  ifباشند. با بدست آمدن توابع قابل حل می

آنها در معادلات تعادل مراحل توضیح داده شده تکرار شده 

آید بدست می و معادلات دیفرانسیل معمولی بر حسب 

محاسبه شده  igنسیل، توابع که با حل دستگاه معادلات دیفرا

رسد. مزیت عمده حل و اولین حلقه تکرار به پایان می

کانتروویچ توسعه یافته، سرعت همگرایی بالای این روش 

مرحله  4الی  3باشد که با حل مسائل مختلف، تنها پس از می

 آید. در بسیاری از مسائلتکرار جواب قابل قبول بدست می

برای معادلات دیفرانسیل معمولی بدست آمده حل تحلیلی 

 .استوجود دارد که خود نقطه قوت این روش 
 ج

 (DQMروش حل مربعات دیفرانسيلي ) -3-2

دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی بدست آمده بر اساس 

روشهای مختلف قابل حل می باشد که در این تحقیق از 

میم یافته به دلیل روش حل عددی مربعات دیفرانسیلی تع

دقت بالای آن، استفاده شده است. در این روش مشتق متغییر 

ها در یک راستا از مقدار تابع در تمامی گره ها تاثیر می

 پذیرد.

  (1)

1

, ( , )    i 1,...,N

N
r

i j ik k j
k

f
r A f r

r
 




 

  (56    )          
   

  (1)

1

, ( , )    j 1,...,M

M

i j jk i k
k

f
r A f r 





 

  (57       )       
   

r(1)( 57( و )56در رابطه )
ijA (1)و

ijA   ضرایب وزنی

تعداد   Mو  Nبوده و  و  rمشتق مرتبه اول در جهت

-می  الی  0کل گره ها در راستای شعاع و زاویه قطاع از

باشد. ضرایب وزنی برای مشتق مرتبه اول بصورت روابط 

 آیند:( بدست می59( و )58)
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( خواهند 62( الی )61مشتقات مراتب بالاتر بصورت روابط )

 بود:
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ضرایب وزنی برای مشتقات مرتبه دو و بالاتر بصورت 

 شوند:( معرفی می64( و )63روابط )
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در این تحقیق از توزیع نقاط شبکه بر اساس نقاط 

لوباتو استفاده شده است که بصورت  -گاوس -چبیشف

. انتخاب این شبکه بندی در مقایسه هستند( 66( و )65رابطه )

با توزیع نقاط با فواصل یکسان، منجر به دقت بالاتر جوابها 

 خواهد شد.

   1
cos , 1...N

2 1 2

i o o i
i

R R R Ri
r i

N


               

 

(65) 

   1 2 2 11
cos , 1...M

2 1 2i
i

i
M

   
 

               

 

(66) 
 

 شرایط مرزی -4

 گاه سادهتکیه -1

2

1

0       ,

0      0,



  

     

     

r i ou v w M r r r

u v w M
 

 گاه گیردارتکیه -2

2 1

2 1

0       ,

0      0,

 

   

     

     

i ou v w r r r

u v w
 

 زاده آلب -3

0         ,

0        0,

 

     

     

     

r r r r r i o

r r r

N N Q M M r r r

N N Q M M
 

 

 نتایج عددی -5

جهت بررسی صحت نتایج، از آنجایی که تحقیقی در زمینه 

بعد باشد نتایج بیع گرافن در مراجع موجود نمیخمش قطا

0بازای   [ مقایسه شده است.29-25با مراجع ] 

بعد ابتدا بازای شرط مرزی گیردار و بار گسترده متغیر بی

 5 210 /  q E r e [ مقایسه شده که در 25نتایج با مرجع ]

 گردد:( مشاهده می1جدول )

 ( مقایسه خیز1ل )جدو

 4
max 10w   

 [25مرجع ] ABAQUS[25] تحقیق حاضر

5634/1 5777/1 5754/1 

 

45بعد حال بازای بار گسترده یکنواخت بی 10 /  q E 

و مشخصات زیر نتایج با چند مرجع دیگر مقایسه شده است 

 ( قابل مشاهده است:2که در جدول )

90.5,  207 10 Pa,  =
3

i

o

r
E

r


   

 ( مقایسه خیز با مراجع2جدول )

4

5
10

o

D
w w

qr

 
 
 
  
 

 

i

o

r

r
  

ANSYS [29] [28] [27] [26] 
تحقیق 

 حاضر

42/1 54/1 55/1 74/1 42/1 42/1 5/1 
 

 [:29شود ]اکنون صفحه با شرایط زیر در نظر گرفته می
5

12 10
1.06 10 Pa; ;  0.1;  

2

i

o

r
E q

E r


      

ها و حدس اولیه با فرض شرایط تکیه گاهی گیردار در لبه
3

1 , 1...5ig i




 
   

 
0و   0 0e a  ( 3نتایج مطابق جدول )

 ,nm 5برای خیز ورق برای
4

r


  باشدیم. 

شود از مرحله سوم تکرار به بعد همانطور که مشاهده می

ها با سرعت زیادی همگرا شده و پاسخ قابل قبول با جواب

 صل خواهد شد.دقت بالا حا

با در نظر گرفتن ضریب غیرموضعی برابر با 

0 0 1,1.5,2 nme a  شود.حل معادلات را تکرار می 
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 ( همگرایی مراحل تکرار حل کانتروویچ3جدول )

 
2

0 0 0e a   

بیشینه خیز 

410  nmw  

 (Iteration)مرحله تکرار

138952194531 1 

13752225981 2 

13772768464 3 

13773338323 4 

13773341291 5 
 

( قابل 2گاهی مختلف در شکل )نتایج برای شرایط تکیه

 باشد.مشاهده است. مشخصات ورق بصورت زیر می
12 71.06 10 ; 0.009434; 10 /

/ 0.1; / 2; 0.19; 0.34nm

w

i o

E Pa k q E

r r h  

    

   
 

 
 حسب ضریب غیر موضعی بعد برتغییرات خیز بی (2شکل )

خیز در حالت شرایط  شودمی( ملاحظه 2با توجه به نمودار )

باشد و گاهی گیردار کمتر از شرایط مرزی مفصلی میتکیه

یابد. همچنین با افزایش ضریب غیرموضعی خیز کاهش می

تاثیر افزایش ضریب غیرموضعی بر نتایج در حالت مفصلی 

شود که نظر گرفته می . شرایطی دراستبیشتر از گیردار 

i,مرزها در  or r r 0گیردار و در,   بصورت آزاد

i,( و نیز شرایطی که مرزها در CFCFباشد) or r r  مفصلی

,0و در   (آزاد باشدSFSF.) 

رزی به حالت آزاد را ( همچنین تاثیر تغییر شرط م2شکل )

گاهی شود با تغییر شرط تکیهدهد. ملاحظه مینشان می

مفصلی به آزاد اثر افزایش ضریب غیرموضعی بر نتایج کمتر 

افتد گردد و همین اتفاق برای شرط مرزی گیردار هم میمی

 اما تاثیر این تغییر بر شرط مرزی مفصلی بیشتر است. 

ت ضریب غیر موضعی را در ( تاثیر تغییرا4( و )3های )شکل

هنگام تغییر ضخامت در حالت شرایط مرزی گیردار و 

 دهد.مفصلی نشان می

شود که با افزایش ضخامت در ( مشاهده می3از شکل )

حالت شرط مرزی گیردار تاثیر افزایش ضریب غیرموضعی 

( برای شرط 4یابد. همچنین با توجه به شکل )کاهش می

گردد با این تفاوت حاصل می مرزی مفصلی نیز نتیجه قبل

که تاثیر اثرات ضریب غیرموضعی با افزایش ضریب 

 گاهی مفصلی بیشتر است.غیرموضعی در حالت شرایط تکیه

 
بعد بر حسب ضخامت و ضریب غیر موضعی ( تغییرات خیز بی3شکل )

 گاه گیردارتکیه
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( تغییرات خیز بی بعد بر حسب ضخامت و ضریب غیر موضعی 4شکل )

 گاه مفصلیکیهت

را بر  یشینهبعد بیب یزخ ییراتتغ (6) و (5)دو شکل 

و پسترناک، در  ینکلرو یکالاست یهپا یسخت ییراتاساس تغ

 (5با توجه به شکل ). دهد یرا نشان ممختلف  یمرز یطشرا

مشخص موجب کاهش  یزانم یکتا  ینکلرو یسخت یشافزا

 یزدر کاهش خ یزیناچ یراز آن تاث یشترب یششده و افزا یزخ

 دارد.

 
 بعد بر حسب سختی الاستیک وینکلر( تغییرات خیز بی5شکل )

 
 بعد بر حسب سختی الاستیک پسترناک( تغییرات خیز بی6شکل )

 یدر مورد سخت ییراتتغ ینا ( مشابه6مطابق شکل )

 یسخت یشتفاوت که با افزا ینشود با ایم یدهدنیز پسترناک 

در  .یابدیکاهش م یکنواخت یباًتقر یببا ش یزپسترناک خ

کل مقدار سختی پایه الاستیک وینکلر تاثیر بیشتری بر 

 کاهش خیز دارد.

تغییرات خیز بیشینه بر حسب افزایش زاویه قطاع در شکل 

شود. با افزایش زاویه قطاع، در ابتدا خیز با ( مشاهده می7)

شیب زیاد تغییر کرده و در ادامه افزایش زاویه قطاع شیب به 

کند. تغییرات فوق در هنگامی که سمت صفر میل می

یابد کاهش یافته و خیز ورق ضریب غیرموضعی افزایش می

 یابد.کاهش می

 
ب بعد بر حسب زوایای مختلف قطاع و ضرای( تغییرات خیز بی7شکل)

 SSSSگاهی غیرموضعی مختلف در شرایط تکیه
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( 8و ) (7های )شرایط در نظر گرفته شده برای ورق در شکل

 عبارت است از:
12 71.06 10 ; 10 / ; / 0.1

0.19; 0.34 ; 1.13GPa/nm

1.13Pa.m

i o

w

p

E Pa q E r r

h nm k

k



   

  



 

برای مقایسه نتایج تئوری الاستیسیته موضعی و غیرموضعی، 

پارامتر 
m

R ( معرفی می67بصورت رابطه )[31]شود: 

Nonlocal

m Local

W
R

W

 (67                            )                    

             

( تغییرات نسبت خیز غیرموضعی به موضعی را بر 8شکل )

 دهد.حسب تغییرات زاویه قطاع نشان می

در زوایای کم اختلاف دو تئوری موضعی  شودمیملاحظه 

باشد. با افزایش زاویه قطاع اختلاف و غیرموضعی بیشتر می

دو تئوری الاستیسیته موضعی و غیرموضعی کاهش یافته و از 

شود. افزایش فاده تئوری غیرموضعی کاسته میاهمیت است

mپارامتر 
R  با افزایش زاویه، شیب تندی داشته و در یک

-محدوده زاویه خاص، شیب کاهش یافته و به صفر میل می

 افتد.درجه اتفاق می 151الی  121کند. این شرایط در زاویه 

 
( تغییرات پارامتر8شکل )

m
R های مختلف در شرایط بر حسب زاویه

 SSSSگاهی تکیه
 

 

 گيرینتيجه -6

در این تحقیق خمش ورق قطاعی نانو گرافن بر پایه 

الاستیک به روش کانتروویچ توسعه یافته مورد بررسی قرار 

گرفته است. با توجه به اینکه تاکنون در زمینه تحلیل خمش 

انجام نشده است، جهت بررسی  نانو ورقهای قطاعی تحقیقی

دقت نتایج، با صفر قرار دادن ضریب غیرموضعی نتایج با 

اثر تغییرات ضریب غیرموضعی  شد.های دیگر مقایسه مقاله

بر نتایج بر حسب تغییرات ضخامت ، شرایط مرزی، سختی 

پایه الاستیک و نسبت تحلیل غیرموضعی به موضعی مورد 

 توان بیان نمود:ر را میبررسی قرار گرفته که نتایج زی

با هر نوع شرط مرزی با افزایش ضریب غیر  -

 یابد.موضعی، خیز کاهش می

با افزایش سختی پایه الاستیک تاثیر افزایش  -

-ضریب غیرموضعی در کاهش خیز، افزایش می

 یابد.

تاثیر افزایش ضریب غیر موضعی بر نتایج در  -

-حالت تکیه گاهی مفصلی بیشتر از گیردار می

به صورت کلی با افزایش انعطاف پذیری  باشد.

صفحه، تاثیر افزایش ضریب غیرموضعی بیشتر 

 شود.می

با افزایش ضخامت صفحه، تاثیر افزایش ضریب  -

غیرموضعی بر خیز در هر نوع شرط مرزی کاهش 

 یابد.می

با افزایش زاویه قطاع اختلاف تحلیل الاستیسیته  -

 .یابدغیرموضعی و موضعی کاهش می
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