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  هاي كليدي واژه  چكيده
 براي تحليل ارتعاشات آزاد يك رانسيليبهبود يافته انتگرال ديف حاضر از روش همقالدر 

بر روي بستر الاستيك دو پارامتري استفاده با رفتار ارتوتروپيك قطبي  قطاعي شكل صفحه
 و با استفاده از آن مقادير شدهارائه جزئيات و فرمول بندي اين روش عددي . شده است

ر الاستيك با هم ي طبيعي براي محدوده وسيعي از دو پارامتر بستها دقيقي از فركانس
توان به عدم استفاده  مي انتگرال ديفرانسيلي روش بهبود يافتهاز مزيتهاي . مقايسه شده است

همچنين اين روش عددي هيچ  . و سادگي اعمال شرايط مرزي اشاره كرداز روش دلتا
اين در حالي .  قطاع و يا نوع شرايط مرزي نداردرأسگونه محدوديتي در مقدار زاويه 

هاي طبيعي  فركانس. اند هاي عددي در اين دو مورد داراي محدوديت اكثر روشاست كه
يك ورق قطاعي شكل با خواص ارتوتروپيك قطبي بر روي بستر الاستيك دو پارامتري 

 دست به اين بررسي انتگرال ديفرانسيلي دربهبود يافته روش براي اولين بار با استفاده از 
  .آمده است

  

سيلي، ارتعاشات، صفحه انتگرال ديفرانروش 
  .صفحه ارتوتروپيك قطاعي، بسترالاستيك،

  

                                                 
  .كارشناس ارشد، دانشكده مكانيك، دانشگاه صنعتي اصفهان -1
  . دانشيار، دانشكده مكانيك، دانشگاه صنعتي اصفهان-2
  . كارشناس ارشد، دانشكده مكانيك، دانشگاه صنعتي اصفهان-3
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   مقدمه-1
هاي متنوعي از صنايع،  در شاخهقطاعي از يك دايره صفحات  

و مهندسي سازه  دريايي از قبيل صنايع مكانيكي، هوا و فضا،
بنابراين آگاهي از رفتار ارتعاشي آنها حائز . كاربرد دارند
ترين عوامل تعيين كننده يكي از مهم. اهميت است

در گذشته .  بستر زير آنهاستها ي پايه در ورقها فركانس
تحقيقات زيادي در مورد ورق روي بستر يك پارامتري كه 

 براي به .]4-1[ انجام شده است،بوسيله وينكلر طرح شد
حساب آوردن ارتباط الاستيك مياني بيشتر، بين فنرها، 

دو پارامتري ارائه شده الاستيك  ي مختلفي از بسترها طرح
 تحليل روابط رياضي حاكم بر پيچيدگي دليلبه . ]5[است
 ها  تحليلاغلب ، دو پارامتري الاستيك روي بسترصفحه

 و گوپتا. ]8-6[ هاي عددي انجام شده استوسيله روش هب
اي را  مسئله ارتعاشات و كمانش صفحه دايره]9 [ همكاران

هونگ و ليسا .   دادندروي بستر الاستيك موردبررسي قرار
  قطاعيتحليلي براي ارتعاشات آزاد صفحه روش ]10[

شرط مرزي  داراي  آنهاي شعاعي فرض اينكه لبه با شكل
 ، باشد درجه180 بزرگتر از  نيز  قطاعرأسو زاويه مفصلي 

حل تحليلي براي قطاع ضخيم  يكسال بعد آنها. انده دادهئارا
 بزرگتر از رأسي زواياي اي با همان شرط مرزي و برادايره
انتگرال روش تاكنون  .]11[ كردند ارائه درجه 180

مورد توجه بسياري از محققين و دانشمندان قرار  1ديفرانسيلي
در مسائل  اين روش  و كاربردهاي زيادي ازگرفته است

مهندسي و براي حل مسائل مربوط به جريان و معادلات 
 از اين همچنين .]13 و12[ناوير استوكس گزارش شده است

هاي سازهپايداري، خمش و ارتعاشات  روش براي تحليل
اين روش  به همين دليل .]14 [استفاده شده استمهندسي 

از . گرفته استطور پيوسته مورد توسعه و اصلاح قرار  به
 براي آنتوان به استفاده از  مي اين روش جمله موارد توسعه

. ]19-15[كرد اره  داراي شرايط اوليه و مرزي اشمسائلحل 
و صفحه ] 19-18[اي  ارتعاشات صفحه دايرهيلحلتدر زمينه 

 .نيز از اين روش استفاده شده است ]20[اي سوراخداردايره
                                                 
- New Version of Differential Quadrature Method  

با روش مثلثي  اي ضخيممسئله ارتعاشات صفحه دايره
. ]21[ مورد بررسي قرار گرفته استانتگرال ديفرانسيلي

راي قطاع است كه تنها بمحدوديت اين روش در اين 
 مورد بايد درجه 180 كوچكتر از رأساي با زاويه  دايره

 رأساي با زاويه  در اين مقاله قطاع دايره.گيرد قرار استفاده
 درجه مورد بررسي قرار گرفته 180 و 120، 90، 60، 30

دليل محدوديت روش مورد  است و زواياي بزرگتر به
 از ]22[ وانگ و وانگ. در نظر گرفته نشده است،استفاده
ديفرانسيلي براي بررسي ارتعاشات انتگرال بهبود يافته روش 

  . اند استفاده كردهاي دايرهصفحه قطاعي 
 با خواص ايزوتروپ فرض شده اي دايرهدر اين تحقيق قطاع 
 آمده از اين روش با دست بههاي است و فركانس

اند مقايسه شده  آمدهدست بههايي كه از حل دقيق  فركانس
 براي اولين بار در اين .انددقت بالايي برخوردار بودهكه از 

ديفرانسيلي براي تحليل انتگرال  بهبود يافتهتحقيق از روش 
 روي بستر الاستيك استفاده شده ارتعاشات صفحه قطاعي

 است و 2اين صفحه داراي خواص ارتوتروپيك قطاعي. است
در راستاهاي شعاعي و مماسي خواص و صلبيت خمشي 

براي آن بستر الاستيك در نظر گرفته شده . داردمتفاوت 
كه علاوه بر ضريب الاستيك  مدل پاسترناك است طبق

 .وينكلر، ضريب الاستيك برشي نيز در آن لحاظ شده است
قابليت  قطاع و رأسگونه محدوديتي بر زاويه نداشتن هيچ

 از صفحهاستفاده از اين روش براي شرايط مرزي مختلف 
  .استش عددي نقاط قوت اين رو

  
  مسئله صورت -2

 نماي بالايي صفحه قطاعي شكل را با شرط مرزي )1( شكل 
شعاع  r قطاع ورأس زاويه دهد كه در آنگيردار نشان مي

دهد  نيز نماي جانبي اين صفحه را نشان مي)2(شكل . استآن 
يك پاسترناك و ضرايب وينكلر و كه به وضوح بستر الاست

 حاضر فرض شده مقالهدر . برشي در آن قابل مشاهده است
است كه صفحه قطاعي داراي خواص و صلبيت خمشي 
                                                 
- Polar orthotropic 
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  معادلههمچنين. استمتفاوتي در جهات مماسي و شعاعي 

 از ضرايب روش بهبود به شكل جملاتيديفرانسيل ارتعاش 
ست و با استفاده از آن  نوشته شده اانتگرال ديفرانسيلييافته 

بعد صفحه قطاعي، با خواص ارتوتروپيك   بيهاي پايه فركانس
  . آمده استدست بهقطبي، بر روي بستر الاستيك 


  .]2[صفحه قطاعي شكل با شرط مرزي گيردارنماي بالاي ) 1( شكل

 

  شكل روي بستر الاستيك صفحه قطاعي نماي كناري )  2( شكل
 .]3[ دو پارامتري

  

 انتگرال ديفرانسيليبهبود يافته روش -3

انتگرال ، روش مسئلهتر شدن و روشن شدن  براي كامل
 يك بعدي توصيف شده مسئله معمولي براي يك ديفرانسيلي

ام در k مشتق مرتبهانتگرال ديفرانسيليدر روش معمولي . است
  :]13[ شود مي زير محاسبه صورت بهام iاي  شبكهقطهن
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را  ijA اگر.هستندام kبةاي لاگرانژي مشتق مرت چند جمله
اين ضرايب بگيريم  در نظرضرايب وزني مشتق مرتبه اول 

  ]:13[ شوند مي بيان زير صورت به
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 تعريف زير صورت به xN)( و xn)( معادله بالادر 
  :]13[شوند مي
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چهارم براي روش  ضرايب وزني مشتقات مرتبه دوم، سوم و
  قابل بيان هستند زير صورت به انتگرال ديفرانسيلي معمولي
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 دو درجه آزادي در ،انتگرال ديفرانسيلي روش بهبود يافتهدر 
اما ضرايب وزني . تدايي و انتهايي معرفي شده اسنقاط ابت

شوند و  ميمحاسبه ) 2( اول هنوز از رابطه مشتقات مرتبه
ضرايب وزني مشتق مرتبه دوم در نقاط دروني شبكه از 

 قبل از محاسبه مشتقات مرتبه .دنشو ميمحاسبه ) 4( معادله
 مشتقات مرتبه دوم در نقاط ابتدايي و انتهايي ،سوم و چهارم

  :]22[شوند  ميبيان زير صورت هب
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معمولي  شبيه روش) 5( كه بخش اول معادله كرد تأكيدبايد 
 بين مشتقات ةهمچنين رابط. شود مي بيان انتگرال ديفرانسيلي

 مشتقات .شود تر نيز مانند روش معمولي بيان ميمراتب بالا
  :]22[ شوند ميسبه  محا) 5(معادله  صورت بهسوم و چهارم 
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مشتقات سوم و چهارم  ارتعاشي صفحه قطاعي تحليلبراي 
تر  با دو درجه آزادي اضافه) 6(توسط رابطه   در جهت

. شود ميمحاسبه  انتگرال ديفرانسيلي نسبت به روش معمولي
 Nw تنها درجه آزادي  در نقاط روي مرز بيرونيr جهت در

تر در نظر   اضافهانتگرال ديفرانسيلينسبت به روش معمولي 
 با rدر نتيجه مشتقات سوم و چهارم در جهت . شود ميگرفته 

    :]22[ آيد ميدست  استفاده از رابطه ي زير به

),...,,(

)(

)(

Ni

wABwDw

wAAwCw

N

j
NNNiNjiji

N

j
NNNiNjiji

21
1

4

1

3















  

)...,,,;,( NjNiBB ijij 211   
)7       (),...,,;...,,,( NjNiBB ijij 21132   
 همه شرايط مرزي به سادگي و بدون ،استفاده از اين روشبا 

كار گرفته  ، بههاي مشابه  يا ساير روش دلتااستفاده از روش
  .شوند مي
  
   معادلات حاكم-4

 اي دايره براي يك المان z وr، معادلات تعادل در جهت 
  :]3[ است زير صورت بهروي بستر الاستيك دو پارامتري 
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  واست لاپلاسين در مختصات قطبي عملگر2 در معادلات بالا
 ,,,,,, hqwKK WG ترتيب فركانس طبيعي، ضخامت  به

 عرضي ورق، ضريب جايي جابهتيه جرمي، بار عرضي، ورق، دانس
rQQ .هستندالاستيك وينكلر و ضريب الاستيك لايه برشي  ,، 

rr MMM ,,  باشند كه در حالت  ميهاي تنش  جهمنت نيز
:]2[شوند ميزير بيان  صورت بهارتوتروپيك 
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 )(  

rk در اينجا  DDD ,,,           بـه ترتيـب صـلبيت خمـشي در 
ن در جهـت    جهات شعاعي، مماسي، پيچشي و ضريب پواسو      

 رلـه واحـد ب ـ   يـك معاد صـورت  بـه ) 8 (معادله. هستندمماسي  
شـوند و بـا     ينـدهاي ممـان تركيـب مـي       ا از بر  جملاتـي اس  سا

 ،)9( بيان شده در معـادلات       تنشهاي  منتجهجايگزين كردن   
ــر  .شــود نتيجــه مــي) 10(رابطــه  ــسيل حــاكم ب ــه ديفران  معادل
 بـر روي    ي قطاعي شكل با خواص ارتوتروپيك قطبي      صفحه

  :است صورت زير  بهستر الاستيك دو پارامتريب
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مقادير نشان داده شده در معادله  ميقابل بيان است كه تما
اس سار بحاكممعادله ديفرانسيل .هستندمستقل از زمان ) 10(

 صورت به انتگرال ديفرانسيلي  از روش بهبود يافتهجملاتي
rDD اينجا در .شود نوشته مي )11( معادله /  و 

rk DD / هاي انديس اند وتعريف شده r,كننده  بيان
  .مشتقات در جهات فوق هستند
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   شرايط مرزي-5
  اي دايره شرايط مرزي براي مرز -5-1

 در صفحه قطاعي شكل اي دايره كه لبه شودفرض مي
 شرط مرزي گيردار در شكل رياضي به فرم. استدار گير





r

w
wr،w  شرط مرزي گيردار .شود مينوشته 
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 صورت بهرياضي شرط مرزي آزاد در فرم  
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   شرايط مرزي بر روي مرزهاي مستقيم -5-2

 ، شرايط مرزي روي مرزهاي   به شكل
صورت زير   بهانتگرال ديفرانسيلي يافتهبهبود از روش جملاتي

  :دنشو مينوشته 
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  شرط مرزي مفصلي
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  شرط مرزي آزاد
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 r, بندي نقاط گرهي استفاده شده در جهات شبكه    
نحوه توزيع اين  )3(شكلدر . ندشو مي زير بيان صورت به

  .نقاط نشان داده شده است
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 در فرم )11( معادله ،q براي ورق قطاعي شكل با فرض
 صورت به انتگرال ديفرانسيلي روش بهبود يافتهماتريسي در 

  :شودزير بسط داده مي
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 ]22[ شكلاي  بر روي قطاع دايرهاي بندي نقاط گره شبكه) 3( شكل

اط مرزي و نقاط دروني مقادير عددي را در نق i  وb كه انديس
rDha كند و ميمشخص  / 2 فركانس طبيعي بي 

 مربوط به مشتقات مرتبه اول روي نقاط b  بردار.استبعد 
,مرزي نسبت به r است كه حاويبراي شرايط مرزي مسئله  

423  )(Nمشتق در هركدام از نقاط 2 شامل و است  المان 
ar  دراي گوشه   و يك مشتق در ساير نقاط مرزي باقيمانده
))((  شاملiw بردار. هستند 22  NN در هر جايي جابه 

وسيله حل  هي طبيعي بها فركانس.  داخلي استاي نقطه شبكه
  .دنآي مي دست بهبيان شده ) 19( مقدار ويژه كه در معادلهمسئله

 
   نتايج-6
روش بهبود ي حاصل از اعمال ها ييد صحت پاسخأمنظور ت به

 آمده از اين روش بدون دست به، نتايج انتگرال ديفرانسيلي يافته
 و حل دقيقدر نظر گرفتن بستر الاستيك با نتايج حاصل از حل 

مقايسه  )1(در جدول  رال ديفرانسيليانتگوسيله روش معمولي  هب
 گيردار اي مرز دايره (CSS براي شرط مرزياين نتايج . شده است

 گاه ساده هستند مستقيم و روي تكيه صورت بهو دو مرزي كه 
 روش فوق از دقت قابل دده مي نشان نتايج .مقايسه شده است
، /30مقادير ثابت] 9[طبق مرجع . استقبولي برخوردار 

350/5 و تفاوت  )4( شكل. اند در نظر گرفته شده
105 پيك باترووبين صفحه ايزوتروپيك و ارت , را نشان 

مقدار فركانس طبيعي بي بعد افزايش   با افزايش.دهد مي
و در است بيشتر از حالت ايزوتروپيك ايشاين افز .يابدمي

  .زواياي كوچكتر اين اختلاف آشكارتر است
  

فركانس طبيعي پايه بي بعد صفحه قطاعي ايزوتروپيك با  )1(جدول 
  CSSشرط مرزي

    روشها
 DQM [12]  ]11 -10[حل دقيق  مقاله حاضر رأسزاويه 

30 97/992 98/01 97/817 

90 25/6133 25/704 25/601 

180 13/8982 13/912 13/897 

210 13/9487 14/145 14/004 

270 14/3857 14/412 13/133 

360  14/5816 14/589 13/726  
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همگرايي فركانس طبيعي بي بعد در مود اول و دوم تا چهار 
  واضح است. رسم شده است)5(رقم اعشار دقت، در شكل 

r, در هر دو جهت اي  نقطه10كه با شبكه بندي   مسئله 
ها و   حاضر براي كليه دادهمقالهراين در بناب. شود همگرا مي

  . استفاده شده است1010 نمودارها از شبكه بندي
  

 

اياي از زو مختلفي مقادير برحسبنمودار فركانس بي بعد )  4( شكل
. حالت ايزوتروپيك و ارتوتروپيك شكل براي اي  قطاع دايرهرأس

 

نمودار همگرايي فركانس طبيعي بي بعد صفحه قطاعي شكل )  5( شكل
  . و شرايط مرزي گيردار = /3 رأسارتوتروپيك با زاويه 

توان پي برد كه تغييرات فركانس طبيعي  مي) 7(و) 6(از شكلهاي 
صورت خطي و برحسب بستر  نكلر بهبرحسب بستر الاستيك وي

همچنين با افزايش زاويه رأس . صورت غيرخطي است برشي به
WGيابد، با افزايش هاي طبيعي كاهش مي قطاع فركانس KK , 

برشي هستند، كه ضرايب بي بعد شده بستر الاستيك وينكلر و 
 دليل  اين به.يابند ميي طبيعي بي بعد نيز افزايش ها فركانس

هاي طبيعي  اختلاف بين فركانس. استافزايش سختي سازه 
خيلي  180 در محدوده WKو GK بعد برحسب بي

360180 بيشتر از  است .  
WG افزايشتوان فهميد كه  مي )9( و )8(شكل  از  KK , 

در زواياي بزرگتر . شود ميبعد  باعث افزايش فركانس طبيعي بي
  . بعد بيشتر از زواياي كوچك است  روي فركانس بيWKتاثير

  

  

   مختلفري بعد برحسب مقادي بيعينمودار فركانس طب)  6(شكل
 .نكلري وكيالاستضريب 

  

 از مختلفي مقادير سببرح بعد بي طبيعي فركانس نمودار )7( شكل
 .برشي لايه ضريب

  

 قطاع و رأسزاويه  برحسب بعد بي طبيعي فركانس نمودار )8(  شكل
  .WK از ضريب الاستيك وينكلر مختلفي مقادير

ي پايه بي بعد براي مقادير مختلفي ها  فركانس)2(در جدول 
لر و لايه  قطاع، ضريب الاستيك بي بعد وينكرأساز زاويه 
طبق جدول . براي شرط مرزي گيردار ارائه شده استبرشي،

ش فركانس طبيعي افزايش بستر الاستيك سبب افزاي) 2(
ثير بستر الاستيك برشي خيلي بيشتر از همچنين تأ. شود مي
 نيز باعث رأس افزايش زاويه .استب الاستيك وينكلر ضري

رزي نيز براي ساير شرايط م. شودكاهش فركانس طبيعي مي
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 )10(شكل .  قابل مشاهده هستندمشابهطور  ي بالا بهها پديده
تغييرات فركانس طبيعي پايه ورق قطاعي را برحسب درجه 

 قطاع رأسارتوتروپي ماده براي مقادير مختلفي از زاويه 
طبق اين شكل با افزايش درجه ارتوتروپي . دهدنشان مي

نس طبيعي در فركا. يابد طبيعي افزايش ميماده، فركانس
و  زواياي كمتر وابستگي بيشتري به  درجه ارتوتروپي دارد

تغييرات بيشتري در زواياي كمتر نسبت به درجه ارتوتروپي 
  . شود مشاهده مي

  
   نتيجه گيري-7

شود كه در نظر با توجه به مطالب ارائه شده، ملاحظه مي
گرفتن بستر الاستيك دو پارامتري در فركانس پايه ورقها 

  براياين پديده، اثر اين مقالهدر . گذارد سزايي مي هير بثأت
1000WK ،GKشود مشاهده مي. بررسي شده است

با افزايش هر دو ضريب وينكلر و لايه برشي بستر الاستيك، 
افزايش ) فركانس پايه آن( ورق اولين فركانس طبيعي

حل استفاده شده در اين روش  بههمچنين با توجه  يابدمي
ي به دست ها  جواب،)2 (و) 1( يهاجدولنتايج تحقيق و 

 آمده از حل دقيق دست بهي ها آمده از اين روش با فركانس
 مقدار با افزايش .استنزديك  صفحه قطاعي شكل بسيار

با استفاده از اين . يابدفركانس طبيعي بي بعد افزايش مي
 دلتاسئله بدون استفاده از روش روش ساير شرايط مرزي م

 همچنين اين روش هيچ گونه محدوديتي در .شوداعمال مي
موارد فوق حاكي از مزاياي  . قطاع نداردرأسمقدار زاويه 

استفاده از روش بهبود يافته انتگرالي و ديفرانسيلي نسبت به 
  .هاي عددي در حل مسئله حاضر است ساير روش

  

 قطاع و رأسزاويه  برحسب بعد بي طبيعي فركانس نمودار  )9(  شكل
  .GK از ضريب الاستيك لايه برشي مختلفي مقادير

  
درجه ارتوتروپي  برحسب بعد بي طبيعي فركانس نمودار )10( شكل

  . قطاعرأساز زاويه  ماده براي مقادير مختلفي

  

   فهرست علائم-8
    فركانس طبيعي ارتعاشات

  q  د شده بر صفحهبار عرضي وار

  h  ايضخامت صفحه دايره

    دانسيته جرمي صفحه

    فركانس طبيعي بي بعد

  WK  ضريب الاستيك وينكلر

  GK  ضريب الاستيك لايه برشي

rr   در جهت شعاعيي تنشها منتجه MQ ,  

  در جهت مماسيي تنش ها منتجه MQ ,  

  rM  ي پيچشي تنش  منتجه

  rD  تاي شعاعيرأسصلبيت خمشي در 

  kD  صلبيت خمشي پيچشي

  D  تاي مماسيرأسصلبيت خمشي در 

    تاي شعاعيرأسضريب پواسون در 

 rV  نيروي برشي عرضي

 W  اي عرضي صفحه دايرهجايي جابه

     قطاعرأسزاويه 
 N   تعداد نقاط شبكه بندي در جهت مماسي و شعاعي
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ارتوتروپيك  قطاع رأس از ضرايب الاستيك و زاويه متفاوتي مقادير   برحسبccc براي شرط مرزي بعد بي طبيعي پايه يها فركانس   )2( جدول
30/ ،350/ 5 و.  

 )درجه ( زاويه رأس

30  60 90 120  180 270 360 WK  
GK  

7040/324  0212/117  3859/70  6528/51  6654/36  3577/30  3344/29   

8080/414  6748/198  1347/145  3955/121  7132/99  3711/87  9860/82  500  
404/484  8739/251  9726/189  3615/161  2778/134  0016/118  6725/111  

 

1000  
4731/325  1384/119  8524/73  2851/56  9460/42  7040/37  8851/36   

4103/415  9291/199  8471/146  4377/123  1896/102  1871/90  9458/85  500  
8563/484  8645/252  2841/191  9034/162  1269/136  1015/120  8892/113  

500  
1000  

2403/326  2187/121  1633/77  5641/60  4185/48  8359/43  1336/43   

0116/416  1757/201  5398/148  4467/125  6057/104  9178/92  8070/88  500  
3717/485  8512/253  5866/192  4309/164  9512/137  1654/122  0635/116  

1000  
1000  
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