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 های کليدی واژه  چکيده

مخرووننی هننای  ش اج نناری عو نن فدر ایننن ملا ننف ، نر ننانی و یاننی و عا نن  ار اننا

 امپوزی ی چند لایف بف ازای شرایط منرزی وونناووب برر نی شنده انندد مانادلا        

عو  ف نازک دانل بف عنواب ماادلا  حا م در نظر ورن نف شنده ،  از روش  یلیلنی    

ولر ین برای حل ماادلا  حر ت در مسنئلف ار اناش آزاد ا ن هاده شنده و  وابن       

واب  واب  وزب روش ولر ین بکار ورن ف شده اند  ف با این شکل مودهای  یر بف عن

 واب شرایط مرزی ووناووب عو  ف را در حل ماادلا  در نظنر ورننتد    می ان خاب

بف منظور یان ن عا   ار ااش اج اری نیز روش  ایین ضرایب مشار ت مودال بکار 

لادیر عارام ر دهد  ف بیش رین م می ورن ف شده ا تد ن ایج عددی بد ت آمده نشاب

 ا هننا  FSو  CCو  م ننرین آب در شننرز مننرزی   FCنر انسننی در شننرز مننرزی  

و انزایش نس ت شااع بف وول منجر بف انزایش عنارام ر  ها  ان دد انزایش  اداد لایف می

شنودد   منی  نر انسی و انزایش نس ت ار و روعی منجر بنف  ناهش عنارام ر نر انسنی    

موجود ملایسنف شنده و   های  زاد با ن ایج ملا فن ایج بد ت آمده در  یلیل ار ااش آ

 باشندد می صیت آنها مورد اومیناب

ار ااشنننا  آزاد ، ار ااشنننا  اج ننناری،  

چنند لاینف،    عو  ف مخروونی،  امپوزینت  

 روش ولر یند
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 مقدمه -1

هدف از این  یلیق ، مطا اف رن ار ار ااش آزاد و اج اری 

روشی  یلیلی مخرووی  امپوزی ی چند لایف با های  عو  ف

ا تد از آنجایی  ف شرایط مرزی  اثیر بسزایی بر عا   

دارند، از این رو ارائف راهکاری برای ها  ار ااشی عو  ف

میا  ف  اثیر شرایط مرزی ووناووب بر عا   ار ااشی عو  ف 

باشدد  اثیر نیم زاویف  می مخرووی یکی از اهداف این  یلیق

و نس ت ها  عو  فها، وول و ضخامت راس،  اداد لایف

مخرووی نیز از های  ار و روعی در عا   ار ااشی عو  ف

 باشندد می اهداف دیگر این مطا اف

های از جملف مطا اا  صور  ورن ف عیراموب ار ااشا  عو  ف

شوند اشاره  می  واب بف مواردی  ف در ادامف بیاب می مخرووی

 یت مخرووی ار و روعیک های  ار ااشا  آزاد عو  فنمودد 

مورد  ]1[شرایط مرزی مخ لف  و ط ویلکینز و همکارانش

های  برر ی قرار ورن ف اندد خصوصیا  ار ااشی عو  ف

 ]2[ و ط آیری و همکارانش ای  ا  وانف -مر ب مخرووی

مورد  جزیف و  یلیل قرار ورنتد روش اجزای میدود برای 

مخرووی با های   یلیل ار ااشا  آزاد م لارب میوری عو  ف

بکار ورن ف شده  ]3[امت م غیر  و ط آیری و همکارانشضخ

یک روش عددی را برای  یلیل ار ااشا   ]4[ا تد شوو 

ای با مخرووی ایزو روعیک بف  ار بردد ملا فهای  عو  ف

مخرووی ار و روعیک دوار نیز های  موضوع ار ااشا  عو  ف

 ]6[من شر شده ا تد هو و همکارانش  ]5[ و ط  م و هوا

مخرووی  امپوزی ی را بر های  را  ای ا یاف عو  ف  اثیر

نر انی ار ااشا ، مورد  جزیف و  یلیل قرار داده اندد با بف 

مخرووی های   ارویری روشی عددی رن ار ار ااشی عو  ف

مورد مطا اف  ]7[ امپوزی ی با ضخامت م غیر  و ط وو و  ی 

های  فقرار ورن ف ا تد این  یلیل قابلیت  اربرد برای عو  

باشدد با در نظر  می حللوی را نیز داراهای  و ور ای  ا  وانف

ار ااشا   ]8[ورن ن  انسور  رنش ورین، هوو و همکارانش 

مخرووی  امپوزی ی را مورد برر ی قرار دادندد های  عو  ف

مخرووی دوار را مورد های  ار ااشا  عو  ف ]9[ یوا ک 

 -عو  ف مخروویمطا اف قرار دادد ار ااشا  آزاد  ر یب 

ور   امپوزی ی م لارب بف  مک روش ما ریی ان لال  و ط 

مورد  یلیق قرار ورن ف ا تد بر  ]11[ یانگ و همکارانش 

های مخرووی م نای روش اجزای میدود، ار ااشا  عو  ف

مورد برر ی  ]11[ امپوزی ی  و ط  ریپا ی و همکارانش 

های  و  فهمچنین ار ااشا  ع ]12[قرار ورنتد  یوا ک 

مخرووی  امپوزی ی را مورد  یلیق قرار دادد  یلیل وی بف 

قابل ا  هاده برای  ]7[مانند  یلیل ارائف شده در مرج  

حللوی ا تد  ونیف های  و ور ای  ا  وانفهای  عو  ف

ار ااشا  و  مانش  ]13[همچنین با  اداد دیگری از میللاب 

های واهکیفمخرووی ار و روعیک غیرهمگن با  های  عو  ف

م هاو  را مورد برر ی قرار دادد های  آزاد  یت باروذاری

وی همچنین، وی  یلیلی دیگر  ار ق لی خود را بف 

د ار ااشا  و ]14[مخرووی مر ب  امیم داد های  عو  ف

مخرووی ار و روعیک غیرهمگن با  کیف های   مانش عو  ف

ویردار  یت نشار خارجی نیز  و ط  ونیف و های  واه

مطا اف شده ا تد  یلیل ار ااشا  آزاد  ]15[همکارانش 

مخرووی  امپوزی ی بف روش اجزای میدود نیز های  عو  ف

انجام شده ا تد  یلیل  ]16[ و ط دی و همکارانش 

ار ااشی عو  ف مخرووی  امپوزی ی چند لایف بف  مک یک 

انجام  ]17[روش ا پلاین نیز  و ط ویسوان اب و همکارانش 

 یلیل ار ااش عو  ف مخرووی  ] 18[و وروولو فشدد  ونی

بر بس ر الا  یک را بف ازای شرایط مرزی ووناووب انجام 

ار ااش غیرخطی عو  ف  ]19[دادندد ملک زاده و حیدرعور 

مخرووی را بف روش اجزای میدود مورد مطا اف قرار دادندد 

 یلیل ار ااشی عو  ف مخرووی چند لایف را بر  ]21[ یوا ک 

 ئوری  غییر شکل برشی انجام دادد او این مسئلف را بف  عایف

 روشی عددی  یلیل نمودد 



 اول/ شماره ششمسال / 9314تابستان فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

42 

در این مطا اف، رن ار ار ااشی عو  ف مخرووی  امپوزی ی چند 

شودد برای روابط ا ا ی از  می لایف مد سازی ریاضی

های نازک دانل ا  هاده شده و ماادلا  نرضیا  عو  ف

 یف اصل همیل وب ا  خراجدیهرانسیل حا م بر مسئلف بر عا

وردندد برای حل ماادلا  دیهرانسیل حر ت از روش  می

شودد از  واب   یر برای  لریب  می  یلیلی ولر ین ا  هاده

 واب با  می وردد  ف با این  کنیک می میداب ا  هادههای  م غیر

مخرووی  یت شرایط مرزی های   لریب خوبی رن ار عو  ف

یلیل قرار دادد در نهایت بف  مک مخ لف را مورد  جزیف و  

 آنا یز مودال عا   ار ااش اج اری عو  ف مخرووی بد ت

 آیدد می

 معادلات حاکم  -2

جابجایی مربوز بف عو  ف مخرووی نازک  -روابط  رنش

 ]21[( ع ار ند از1 ک لایف شکل )

 

 

(1)   

 
  

 

 
 ( هند ف عو  ف مخرووی1شکل)

وو ی، مییطی و های  بف  ر یب جابجایی و  ،    ف

نیم زاویف  باشند و  می و  ،  های  شااعی در جهت

 د باشد می راس مخروز

با در نظر ورن ن میداب جابجایی خطی عو  ف نازک بصور  

]21[: 

 

(2         )        

 

 

 

 جابجایی صهیف میانی عو  فهای  مو هف و  ،   ف 

( 1باشند و با جایگذاری این میداب جابجایی در روابط ) می

 وردند می روابط زیر حاصل

(3) 

  

 

 

 رنش برشی عو  ف ،  نرمال و های   رنش  و  ف 

باشندد   می انینای عیچشی  غییرا  انینا و   و 

ند  ف باش می صهیف میانیهای   رنش و ،  

 شوند می بصور  زیر  اریف

(4) 

 
 

  

و روابط مربوز بف انیناها بر و ق  ئوری عو  ف نازک دانل بف 

 ]21[باشند می قرار زیر

(5) 

 

 

 
 

  

 رنش برای یک ا ماب از عو  ف مخرووی -مااد ف  نش

 ام را از قانوب هوک لایف  امپوزی ی نازک چند لایف در 

 ]21[ واب بصور  زیر نوشت می

(6)   

مو هف  نش برشی   نش نرمال و های  مو هف و   ف 

ضرائب  خ ی الا  یک  های  باشندد مو هف می ایصهیف
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س ت بف لایف دیگر م هاو ند و این در هر لایف ن ف  ماده هس ند

 باشدد می بد یل  هاو  ماده و جهت ا یاف در هر لایف

 واب  می هر لایف از عو  ف نازکهای  با ان گرال ویری از  نش

 روابط نیرو بر واحد وول عو  ف چند لایف را بد ت آورد

(7)   

 اصلو بف وریلی مشابف روابط وش اور بر واحد وول نیز ح

 وردند  ف ع ار ند از می

(8)   

نیروی  نیروهای نرمال بر واحد وول ،  و   ف 

وش اورهای خمشی بر  و  برشی بر واحد وول ، 

 ل عو  فوش اور عیچشی بر واحد وو واحد وول و 

 باشند می

( و 8( و )7( در روابط )6با جایگذاری مااد ف ما ریی )

 ف بف  ر یب  و  ،  های   اریف ما ریی

 خ ی  ششی ،  وعلینگ و خمشی نام دارند های  ما ریی

]21[ 

   

(9)   

 
  

یت یک د  گاه خطی شش مااد ف شش مجهو ی در نها

های  شود  ف بیانگر رابطف بین  رنش می بصور  زیر حاصل

صهیف میانی و نیروها و وش اورهای وارد بر عو  ف مخرووی 

 باشدد می  امپوزی ی چند لایف

(11) 

 

مر  ی  ف نس ت بف  طح های  زم بف ک ر ا ت برای عو  فلا

 صهر خواهند شدد جملا  میانی شاب م لارب اند،  مام 

با بکاویری اصل همیل وب و با اعمال نرضیا   ئوری عو  ف 

نازک دانل ماادلا  حر ت عو  ف مخرووی بصور  زیر 

 ]21[وردند می حاصل

   

(11)   

   

  ف

   

(12)   

 و

(13)   

،  باشندد  می ام چگا ی حجمی لایف   ف در آب  

 های  نیز بارهای خارجی بر واحد  طح در جهت و  

 باشندد می و  ، 

( ، 11( در ماادلا  )11ف )با اعمال نیروها و وش اورهای رابط

 وردند می ماادلا  زیر حاصل

(14) 

 

 

 

 

  

 داده شده اندد ]22[در مرج    ف عملگرهای 

حل معادلات حرکت به روش گلرکين و تحليل  -3

 ارتعاشات آزاد

یک جابجایی صهیف میانی یک لایف از عو  ف مخرووی در 

 ]22[ واب بصور  زیر بیاب نمود می حر ت نو انی را

 
 

(15) 
 

 
 

 



 اول/ شماره ششمسال / 9314تابستان فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

42 

( 15نر انی حر ت نو انی ا تد با اعمال روابط )  ف 

( و با مساوی صهر قرار دادب ملدار بارهای 14در ماادلا  )

 وردند می خارجی روابط زیر حاصل

   

(16)   

   

 واب در ( بف روش ولر ین می16برای حل د  گاه ماادلا  )

 ]22[ را بصور  زیر نوشت و  ،  حا ت  لی  واب  

 

 

(17) 

 

 

 

بایست شرایط مرزی هند ی را ارضا  نند و  می  ف  واب  

 باشندد می ضرای ی ثابت 

 واب نلط جملا  اول را در نظر  می با یک  لریب منا ب

ورنت و با اعمال روش حل ولر ین بف ماادلا  حر ت 

 :]22[وردند می (  ف مااد ف ان گرا ی زیر حاصل16)

 

 
 

(18) 

 

 
 

 

 

ر با مدنظر قرار دادب این مطلب  ف در یک نر انی و یای  ه

 نلطف در  یس م الا  یک حر  ی هارمونیک دارد،  واب  

 واب بصور   ر یب  واب  دربردارنده  می را ،  ، 

 :]22[م غیرهای میوری و مییطی جابجایی نوشت

 

   

(19) 
 

  

 
  

 باشدد می ه مود مییطیشمار  ف 

،  جابجایی یانی های  برای م غیرهای میوری مو هف

باید  وابای  اریف وردند  ف شرایط مرزی   و  

یک  مشابهی با شرایط مرزی عو  ف مخرووی داش ف باشندد

ان خاب منا ب در این مورد، ا  هاده از  واب  شکل مودهای 

اویلر ا تد برای این منظور شرایط مرزی  یر و عو  ف باید   یر

ش یف بف هم باشندد ا  دلال هم بر این اصل ا  وار ا ت  ف 

رن ار یک نوار باریک میوری عو  ف مخرووی باید ش یف بف 

رن ار  یری با شرایط مرزی مشابف باشدد این ان خاب این امکاب 

مخرووی را بف های  فدهد  ف ب واب  یلیل ار ااشی عو   می را

ازای شرایط مرزی ووناووب بدوب درویر شدب با میا  ا  

عیچیده شرایط مرزی انجام دادد از این رو با حل مااد ف حا م 

بر ار ااش عرضی آزاد  یر اویلر،  اب  مو وم بف  اب   یر 

 ]22[ویردد می بد ت آمده و مورد ا  هاده قرار

یر اویلر بصور  زیر مااد ف حا م بر ار ااش عرضی آزاد  

 :ا ت
 

(21) 

 

 

بف  ر یب مدول یانگ، مماب دوم  طح و جرم   و ،  ف 

حل مااد ف بالا مااد ف حا م بر با   باشندد می واحد وول

 آید می جابجایی عرضی  یر بد ت

(21) 

 

 وانند ملادیر  می بنا بف شرایط مرزیثواب ی هس ند  ف   ف 

های  نیز ریشف صهر، یک یا منهی یک را اخ یار نمایندد 

باشند و  می ماادلا  غیرج ری بد ت آمده از شرایط مرزی

باشدد ملادیر  می ضری ی ا ت  ف بصور   ابای از  

( برای انواع شرایط مرزی 1در جدول ) و  ،   
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شماره مود میوری ا تد شرایط  مخ لف  یست شده اندد 

 -مرزی شش وانف ع ار ند از شرایط مرزی  کیف واه  اده 

آزاد  -، آزاد(CC)ویردار  -، ویردار(SS) کیف واه  اده 

(FF) ویردار  -،  کیف واه  اده (SC)دار ویر -، آزاد (FC) ،

( نشاب داده شده 1 ف در جدول ) (FS) کیف واه  اده  -آزاد

آزاد -اندد لازم بف ک ر ا ت  ف برای شرایط مرزی آزاد

 و یای صهر وجود دارنددهای  نر انی

های با بف  ارویری  اب   یر ، م غیرهای میوری مو هف

 واب بف نرم زیر بیاب  می جابجایی در را  ای میوری را

 ]22[نمود
 

 

(22) 
 

 
 

( و اعمال در ماادلا  19( در روابط )22جایگذاری روابط )

منجر بف یک ها  ( و میا  ف این ان گرال18ان گرا ی حر ت )

شود  ف از حل این  می مااد ف ج ری مر  ف شش بر حسب 

 و یای عو  ف مخرووی بد تهای  مااد ف ج ری نر انی

 آیندد می

 ]23[ط مرزی وعارام رهای  اب   یر ( شرای1جدول )

  
 

شرایط 

 مرزی

1   0,0,0,-1 SS 

 

  1,-1,1,-1 CC 

 

  1,1,1,1 FF 

 

  1,-1,1,-1 SC 

 

  
1,-1,1,-1 FC 

 

  1,1,1,1 FS 

 پاسخ ارتعاش اجباری  -4

 واند مودهای و یای  می ز آنجایی  ف یک  یریک خارجیا

 واب  می مخ لف یک عو  ف مخرووی را  یریک  ند بنابراین

وهت  ف عا   دینامیکی عو  ف مخرووی از مجموع عا   

آیدد میزاب  می دینامیکی  مام مودهای  یریک شده بد ت

 اثیر هر  ر یب مود و یای میوری و مییطی در عا   

 ل عو  ف مخرووی را با ضریب مشار ت مودال دینامیکی  

دهندد ملدار این ضریب برای هر  یریک  می نشاب 

 واند ملدار  می باشد و می خارجی وابس ف بف و یات  یریک

صهر برای باضی از مودها  ا ملادیر بالا ر برای مودهای دیگر 

بف ازای  بنابراین عا   دینامیکی عو  ف مخرووی را در برویردد

 واب بف صور  زیر  می را و مود مییطی  مود میوری 

 ]22[نوشت

   

(23)   

   

های  ( در ماادلا  حر ت عو  ف23با اعمال روابط )

باروذاری بصور  های  مخرووی و درنظر ورن ن مو هف

 ونیک بارهای وس رده هارم

 ]22[وردند می روابط زیر حاصل

 

  

(24) 

  

 

  

باشدد با ا  هاده از  می ضریب میرایی ویسکوز ماادل  ف 

آنا یز مخ لط و در نظر ورن ن خاصیت  اامد مودهای و یای 

 زیر حاصل و انجام عملیا  ریاضی در نهایت مااد ف

 ]22[وردد می

(25) 

   

 باشد و می ضریب میرایی مودال  ف 

(26)   
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( ضریب مشار ت مودال برای 25می باشندد با حل مااد ف )

مودهای میوری و مییطی مدنظر  ایین شده و با اعمال این 

جابجایی صهیف میانی های  ( مو هف23ضریب در مااد ف )

عو  ف بف ازای این مودها و  یریک صور  ورن ف قابل 

 باشدد می میا  ف

 نتایج و بحث  -5

شود بف  می عارام ر نر انسی بی باد  ف در ن ایج ا  هاده

 وردد  می صور  زیر  اریف

(27)   

مخرووی بف ازای های  در این بخش ار ااشا  آزاد عو  ف

ویردد  می مرزی شش وانف مورد  جزیف و  یلیل قرار شرایط

بر عایف روش ولر ین و با ا  هاده از روابط ارائف شده در نصل 

ق ل اب دا اع  ار ن ایج حاضر مورد  نجش قرار ورن ف و  پی 

ار ااش های  در قا ب نمودار هایی بف  یلیل و برر ی ویژوی

 شودد می آزاد عو  ف عرداخ ف

صیت ن ایج حاصل از روش حل این ملا ف،  برای اومیناب از

مخرووی های  ن ایج  یلیل حاضر برای ار ااشا  آزاد عو  ف

( SSایزو روعیک در او ین مود میوری  یت شرایط مرزی )

 31 و نیم زاویف راس  8 ا  2مییطی های  بف ازای شماره مود

 (  یست شده اندد مشخصا  هند ی و2ارائف و در جدول )

 باشد می خواص مکانیکی عو  ف مورد مطا اف بف صور  زیر

  

های  دهد  ف عارام ر می ن ایج این جدول بف روشنی نشاب

نر انسی میا  ف شده  و ط روش  یلیلی ولر ین  طابق 

 داردد ] 26و 25،  24 [بسیار خوبی با ن ایج مراج  

 ]26[را با مرج  ( نیز امکاب ملایسف ن ایج  ار حاضر 3جدول )

 مخرووی  امپوزی ی نراهمهای  در مورد عا   ار ااشی عو  ف

نر انسی یک های  ، ملادیر عارام ر نمایدد در این جدول می

( بف CCعو  ف مخرووی  امپوزی ی دو لایف با شرایط مرزی )

مخ لف ضخامت داده شده اندد اعداد داخل های  ازای نس ت

باشندد ن ایج این جدول  می طیعران ز  بیانگر شماره مود میی

موید این مطلب ا ت  ف روش ارائف شده در این ر ا ف بف 

مخرووی  امپوزی ی های  خوبی قادر بف  یلیل ار ااشی عو  ف

 باشدد می نیز

 ( ملایسف عارام ر نر انسی عو  ف مخرووی ایزو روعیک2جدول )

ر پارامت

فرکانسي 

 

 کار حاضر

ر پارامت

ي فرکانس

 

 ]22[مرجع 

ر پارامت

فرکانسي 

 

 ]25[مرجع 

ر پارامت

فرکانسي 

 

 ]24[مرجع 

عدد مود 

محيطي 

 

8296/1 8431/1 8421/1 7911/1 2 

7353/1 7416/1 7376/1 7284/1 3 

6421/1 6419/1 6362/1 6352/1 4 

5634/1 5591/1 5528/1 5531/1 5 

5172/1 5118/1 4951/1 4949/1 6 

4768/1 4711/1 4661/1 4653/1 7 

4728/1 4687/1 4661/1 4645/1 8 

 ( ملایسف عارام ر نر انسی عو  ف مخرووی  امپوزی ی3جدول )

 پارامنر فرکانسي 

 کار حاضر

 پارامنر فرکانسي 

 ]24[مرجع 

نسبت ضخامت به شعاع 

 بزرگ 

(5 )4614 /1 (5 )4625/1 12/1 

(4 )7683/1 (4 )7752/1 14/1 

(3 )1653/1 (3 )1843/1 16/1 

(3 )3876/1 (3 )3845/1 18/1 

(1 )5919/1 (1 )5737/1 1/1 

 تحليل ارتعاشات آزاد  -1 -5

ا نوب  ف از دقت روش حاضر در عیش بینی رن ار ار ااشی 

 واب  می مخرووی اومیناب حاصل شده ا ت،های  عو  ف

 غییرا  عارام ر نر انسی بف ازای شرایط مرزی شش وانف 

مورد مطا اف را با هم ملایسف نمودد همچنین  اثیر عارام رهای 

دیگر از ق یل نیم زاویف راس مخروز، ضخامت مخروز ، 

و نیز نس ت ار و روعی بر عارام ر نر انسی بف ها   اداد لایف

شرایط مرزی ووناووب مورد برر ی قرار خواهد ازای 

 ورنتد
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خصوصیا  مربوز بف جنی و هند ف عو  ف مورد مطا اف بف 

 :باشند می قرار زیر

  

 

عدد مربوز بف مود میوری یک در نظر ها  در  مام  یلیل

 ورن ف شده ا تد

( بیانگر  غییرا  عارام ر نر انسی عو  ف مخرووی دو 2شکل )

نس ت بف عدد مود مییطی بف ازای شرایط مرزی  ]1/  91[یف لا

باشندد همانطور  ف در این  می 31 شش وانف و در زاویف

شکل مشخص ا ت،  م رین عارام ر نر انسی بف ازای  مام 

ان دد بیش رین  می ا ها  FCمودهای مییطی در شرایط مرزی 

ان دد  می ا ها  FSو  CCعارام ر نر انسی در شرایط مرزی 

، بیشینف عارام ر  11و  9مییطی های  بطوریکف بف ازای مود

، 1مییطی های  و بف ازای مود CCنر انسی در شرایط مرزی 

ان دد  می ا ها   FCبیشینف ملدار در شرایط مرزی  4و  3، 2

( برداشت نمود این  2 واب از شکل ) می نک ف دیگری  ف

های  یکی از  ف شماره موج ا ت عارام ر نر انسی ا ا ی در

 ان د می ا ها  7و یا  6،  5مییطی 

ها بر عارام ر نر انسی ( اثر  اداد لایف8(  ا )3)های  شکل

ها   ندد  این شکل می را بیاب ]1/  91[مخروویهای  عو  ف

 غییرا  عارام ر نر انسی ا ا ی را  نس ت بف مودهای مییطی 

در ها  بف ازای انزایش  اداد لایف  31 برای نیم زاویف راس 

دهندد این اشکال وویای این  می شرایط مرزی شش وانف نشاب

ها  باشند  ف در  مام شرایط مرزی انزایش  اداد لایف می امر

شود و این با این  می باعث انزایش عارام ر نر انسی ا ا ی

خمشی  م ر باشد،  -واقایت  ف  هر چف  وعلینگ  ششی

نماید مطابلت داردد  می  انی بزرو ری ار ااشعو  ف با نر

( اثر این انزایش  اداد 21و 11بالا )های  و ی در  اداد لایف

باشدد بف ع ار ی  می ( 4و 2عایین ) های  لایف  م ر از  اداد لایف

ن ایج بسیار بف یکدیگر نزدیک خواهند ها  با انزایش  اداد لایف

 بودد

سی
 ان

 نر
م ر

ارا
ع

 

 
 

 عدد مود مییطی                                        

 (  اثیر شرایط مرزی بر عارام ر نر انسی 2شکل )

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                   

 بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا یها  (  اثیر  اداد لایف3شکل )

 SS یت شرایط مرزی 

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                  

 بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا یها  (  اثیر  اداد لایف4شکل )

 CC یت شرایط مرزی 
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ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                        

 نر انسیبر  غییرا  عارام ر ها  (  اثیر  اداد لایف5شکل )

  FF یت شرایط مرزی 

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                       

 بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا یها  (  اثیر  اداد لایف6شکل )

 SC یت شرایط مرزی 

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 طیعدد مود میی                                           

 بر تغییرات پارامتر فرکانسی اساسیها  ( تاثیر تعداد لایه7شکل )

 FC تحت شرایط مرزی

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                       

 بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا یها  (  اثیر  اداد لایف8شکل )

 FS یت شرایط مرزی 

رام ر نر انسی ا ا ی را با نس ت شااع (  غییرا  عا9شکل )

نیم با  ]1/  91[بف وول مخروز برای عو  ف مخرووی دو لایف  

 بف ازای شرایط مرزی شش وانف نشاب  31 زاویف راس 

 واب  اثیرا  شرایط مرزی و  می بف  مک این شکلدهدد  می

 نس ت شااع بف وول مخروز را بر عا   ار ااشی عو  ف مورد

بیانگر این امر ا ت  ف با انزایش شااع  مطا اف قرار داد و

 عارام ر نر انسی ا ا ی نیز انزایش ،بزرگ نس ت بف وول

یابد  ف این مورد در هر شش شرز مرزی صاد  ا ت و  می

بسیار  11و  9های   اثیر این انزایش وول نیز در نس ت

 .میسوس و بیش ر از  ایر نس ت ها ت

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 عدد مود مییطی                                             

 (  اثیر نس ت شااع بف وول بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا ی9شکل )
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( بیانگر اثر ضخامت بر نر انی عو  ف ا تد در 11شکل )

این شکل  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا ی با نس ت ضخامت 

یف زاونیم با  ]91/1[دو لایف   بف شااع برای عو  ف مخرووی

نمایش داده شده  بف ازای شرایط مرزی شش وانف  º31راس 

دهد  ف با انزایش ضخامت عو  ف  می ا تد این شکل نشاب

هر شش شرز مرزی بف عارام ر نر انسی ا ا ی نیز برای 

یابد و نرخ  غییرا  هر شش شرز  می صور  خطی انزایش

 باشندد می طیمرزی  لری اً با هم برابر و خ

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 نس ت                                        

 (  اثیر نس ت ضخامت بف شااع بر  غییرا  عارام ر11شکل )

 نر انسی ا ا ی

ی 
انس

ر 
ر ن

ام 
عار

 

 

 نس ت ار و روعی                                      

 بر  غییرا  عارام ر نر انسی ا ا ی  (  اثیر نس ت 11شکل )

( نشانگر اثر نس ت ار و روعی بر عا   نر انسی 11شکل )

 نیم زاویف راس با  ]1/  91[ا ا ی عو  ف مخرووی دو لایف  

موید این ها  ا تد منینی بف ازای شرایط مرزی شش وانف  31

بل  وجهی بر مطلب هس ند  ف نس ت ار و روعی  اثیر قا

نر انی عو  ف دارد بطوریکف انزایش نس ت ار و روعی باعث 

  اهش عارام ر نر انی ا ا ی برای هر شش شرایط مرزی

شود و نرخ  غییرا  با انزایش نس ت ار و روعی برای هر  می

 شش شرز مرزی  لری ا با هم برابرندد

 تحليل ارتعاشات اجباری -2 -5

مخرووی های  ری عو  فدر این بخش عا   ار ااش اج ا

( 4 امپوزی ی چند لایف بر ا اس روش  شریح شده در بخش )

ویرد د  می بف ازای شرایط مرزی شش وانف مورد برر ی قرار

بیشینف دامنف دینامیکی عو  ف مخرووی بف ازای های  نمودار

شرایط مرزی ووناووب  ر یم شده اندد باروذاری عو  ف از 

باشد  ف  می ب و هارمونیکنوع باروذاری وس رده م لار

آب ، ضریب میرایی مودال ، های  ملادیر در واحد  طح مو هف

 :ع ار ند ازضخامت و شااع بزرگ مخروز بف  ر یب 

, , 

  

 ایر مشخصا  هند ی و خصوصیا  مربوز بف جنی عو  ف 

ار ااش آزاد،  ( برای  یلیل 1-5در نظر ورن ف شده در بخش )

باشندد عدد بدوب باد نس ت نر انسی  می در اینجا نیز صاد 

 :شود  می نیز بصور  زیر  اریف

 
نر انی  نر انی نیروی  یریک خارجی و   ف 

باشندد با  وجف بف نوع باروذاری  می و یای عو  ف مخرووی

میکی بف ازای شماره دیناهای  باشد، دامنف می عو  ف  ف م لارب

مودهای مییطی غیر از صهر در قیاس با دامنف مربوز بف موج 

باشند از این  می مییطی صهر بسیار  وچک و قابل صرننظر

رو صرنا در  یلیل عا   ار ااش اج اری عو  ف ملادیر دامنف 

مدنظر قرار ورن ف ا تد همچنین  دینامیکی بف ازای 

برابر یک در نظر ها  میوری در  مام عا  عدد مربوز بف مود 

ورن ف شده ا تد ملادیر بد ت آمده برای عا   ار ااش 

  ف بف  ر یب با  اج اری در هر  ف جهت 
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 با مخ صا  ای  بیاب شده اند مربوز بف نلطف

 باشندد می

ی بر بیشینف (  اثیر شرایط مرز14( و )13( ، )12)های  شکل

دهدد  می لایف را نشاب 4دامنف دینامیکی عو  ف مخرووی 

آید، عو  ف مخرووی در هر  ف  می برها  همانطور  ف از نمودار

 FCجهت و بف ازای هر  ف زاویف بف ازای شرایط مرزی 

 FSبیش رین ملدار دامنف دینامیکی و بف ازای شرایط مرزی 

  د م رین ملدار دامنف دینامیکی را دارد

 

(m
)

ی 
وو 

ی 
یک

نام
 دی

منف
دا

 

 

 شرایط مرزی                                     

(m
)

ی 
ااع

 ش
کی

امی
دین

نف 
دام

 

 

 شرایط مرزی                                  

 (  غییرا  بیشینف دامنف دینامیکی شااعی 13شکل )

   یت شرایط مرزی شش وانف

 نتيجه گيری  -2

 ااشا  آزاد و اج اری عو  ف مخرووی در این ملا ف، ار

 امپوزی ی مورد برر ی قرار ورن ف اندد برای ا  خراج 

ماادلا  حا م، بر ا اس  ئوری عو  ف نازک دانل، اصل 

همیل وب بف  ار ورن ف شدد حل د  گاه ماادلا  دیهرانسیل 

حا م بر مسئلف مطرح شده در این ر ا ف، بر ا اس روش 

میداب نیز های  ا تد برای  لریب م غیر یلیلی ولر ین ا  وار 

از  واب   یر ا  هاده وردیده  ف این امر امکاب در نظر ورن ن 

شرایط مرزی مخ لف را برای  یلیل نراهم آوردد بف منظور 

مخرووی، بف  مک روش های  مطا اف رن ار ار ااشی عو  ف

ولر ین و با ا  هاده از  واب   یر، روابطی  اده برای 

ک ر های  عو  ف ا  خراج وردیدد بر م نای روشی ها نر انی

شده در بالا، ن ایج عددی مربوز بف  یلیل ار ااشا  آزاد 

ارائف وردیده ا تد برای یان ن عا   ار ااشا  اج اری عو  ف 

مخرووی از آنا یز مودال با  کیف بر ن ایج بد ت آمده از 

د، از  یلیل ار ااش آزاد ا  هاده شدد در مورد ار ااشا  آزا

وریق ملایسف ن ایج حاضر با دیگر مناب  موجود، از صیت 

بف  ار ورن ف شده اومیناب حاصل وردیدد از میاب های  روش

 واب بف موارد زیر اشاره  می ن ایج عددی،های  مهم  رین یان ف

 د رد

 دهند  ف شرایط مرزی  اثیر بسزایی  می ن ایج عددی نشاب

چنین، در بین شرایط بر نر انی عو  ف مخرووی دارندد هم

مرزی در نظر ورن ف شده،  م رین عارام ر نر انسی بف ازای 

و بیش رین عارام ر  FC مام مودهای مییطی در شرایط مرزی 

 ان د   می ا ها  FSو  CCنر انسی در شرایط مرزی 

 عو  ف مخرووی ، نر انی های  با انزایش  اداد لایف

 -وعلینگ  ششییابدد بف بیاب دیگر، هر چف   می انزایش

 خمشی  م ر باشد، عو  ف با نر انی بزرو ری ار ااش

 اداد لایف  اثیر  11بالا ر از های  نماید و در  اداد لایف می

چندانی در نر انی ار ااش نداردد علاوه بر این، ن ایج موید 

این مطلب هس ند  ف نر انی با ضخامت عو  ف رابطف مس لیم 

   داردد
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 هند  ف برای  مامی انواع شرایط د می ن ایج عددی نشاب

 مرزی، با انزایش نس ت شااع بف وول، نر انی عو  ف انزایش

 یابدد می

  برای  مام انواع شرایط مرزی، با انزایش عدد مود

یابدد  می مییطی، نر انی عو  ف اب دا  اهش و  پی انزایش

همچنین، عدد مود مییطی م ناظر با نر انی ا ا ی برای 

 باشدد می لف، م هاو شرایط مرزی مخ 

  نس ت ار و روعی  اثیر قابل  وجهی بر نر انی عو  ف

داردد هرچف نس ت ار و روعی بزرو ر باشد، عو  ف مناطف  ر 

 نمایدد می شده و با نر انی  وچک ری ار ااش

  عو  ف مخرووی در هر  ف جهت میوری ، مییطی و

بیش رین ملدار دامنف  CFشااعی بف ازای شرایط مرزی 

 م رین ملدار دامنف دینامیکی را  FSامیکی و در جهت دین

دامنف دینامیکی ملدار بسیار  CFدارد بف ازای شرایط مرزی 

 بزرو ری نس ت بف  ایر شرایط مرزی داردد
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