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 مقدمه -1
به در صنعت  1تابعی یا مدرج تابعی در سالهاي اخیر مواد

هاي با درجه حرارت بسیار بالا مانند راکتورهاي  در محیط ویژه
هاي پرقدرت به کار  اشینها و اجزاي م توربین ،اي هسته

فرد ه هاي منحصر ب با توجه به ویژگی شود میبینی  پیش .روند می
 .این مواد، کاربردهاي صنعتی آن طی سالهاي آتی توسعه یابد

ماده تابعی یک ماده مصنوعی با ریز ساختار غیرهمگن 
طور ملایم و پیوسته از یک ه که خواص مکانیکی آن ب است

 این خاصیت ویژه. کند سطح تا سطح دیگر جسم تغییر می
 تغییر یکنواخت نسبت حجمی مواد تشکیل دهنده  به وسیله
نوع رایج مواد تابعی از ترکیب سرامیک و . آید می به دست

در  1984این مواد براي اولین بار در سال  .شود میحاصل فلز 
آزمایشگاه هوافضاي نینو در ژاپن به صورت عایق حرارتی 

سرامیکی باعث مقاومت  ۀدر این مواد مولف]. 1[شدندمطرح 
فلزي  شود و از سوي دیگر مولفۀ بالا میدر برابر دماهاي 

باعث انعطاف پذیري و جلوگیري از رشد ترك و شکست 
 ،همچنین. گردد میهاي حرارتی بسیار بالا  ده در اثر تنشما

پیوستگی تغییرات ریزساختاري این مواد باعث برتري آنها 
 .است شده اي نسبت به انواع مواد مرکب لایه

بر روي  اي تحقیقات گستردهمدرج تابعی پس از پیدایش 
محققان بسیاري پایداري ترموالاستیک . این مواد انجام شد

هاي  اي شکل تحت بارگذاري مستطیلی و دایرههاي  ورق
. اند مورد بررسی قرار دادهرا متعدد و شرایط مرزي مختلف 

تحلیل کمانش ورق مستطیلی ] 2[صمصام و همکارانش 
تحت بارهاي مکانیکی و حرارتی را مورد مدرج تابعی 

حل دقیق مسئله کمانش ] 3[ژانگ و گو . اند بررسی قرار داده
که را هاي به هم پیوسته  کامپوزیت با لایهیک ورق مستطیلی 

گاههاي غلتکی و تحت تاثیر بارهاي متغیر خطی  داراي تکیه
این حل بر اساس تئوري تغییر  .آوردند به دستها است  درلبه

] 4[باترا و وي . شکل برشی مرتبه اول توسعه پیدا کرده است
کمانش ورق نازك مستطیلی ترموویسکوپلاستیک را با 

ی اغتشاشات بینهایت کوچک اعمالی روي صفحه  برهم نه
 . مورد مطالعه قرار دادند

                                                
١ - Functionally Graded Material 

هاي  کمانش ترموالاستیک ورق] 5[همکارانشاسلامی و 
تروپیک را بر اساس تئوري مرتبه بالاي تواي اور مرکب لایه

. طالعه قرار دادندتغییر شکل برشی صفحات با نقص اولیه مورد م
ي حرارتی و مکانیکی ورق پایدار] 7-6[ اسلامیزاده و  نجفی
را بر اساس تئوري کلاسیک صفحات و مدرج تابعی اي  دایره

 و اسلامی جواهري. ر دادندفرضیات ساندرز مورد مطالعه قرا
مدرج تابعی کمانش مکانیکی و حرارتی ورق مستطیلی ] 8-10[

را با استفاده از تئوري کلاسیک صفحات و تئوري مرتبه بالاي 
 . ات مورد بررسی قرار دادندتغییر شکل برشی صفح

مدرج تابعی اي  کمانش حرارتی و مکانیکی ورق دایره
فحات با در نظر گرفتن تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی ص

مورد مطالعه قرار ] 12-11[ حیدريتوسط نجفی زاده و 
خمش غیر خطی و کمانش ] 13[ما و ونگ . گرفته است

ثر بارهاي مکانیکی را تحت امدرج تابعی اي شکل  ورق دایره
 . اند و حرارتی مورد بررسی قرار داده

براي اولین بار معادلات حاکم بر ارتعاشات ] 14[تیرستن 
آورد و همچنین مبانی  به دستهاي پیزوالکتریک را  ورق

 و فان ردي. الکترومکانیکی این مواد را مورد بررسی قرار داد
ک را با هاي پیزوالکتری نیز معادلات حاکم بر ورق] 15[

. آورده است به دستهاي مختلف صفحات  استفاده از تئوري
معادلات تیر تیموشکو و اولر را با ] 16[خدیر آلدرایهم و 

داشتن عملگرهاي پیزوالکتریک در حالت استاتیکی به 
] 17[وانگ و همکارانش  .دنآور به دستصورت تحلیلی 

معادلات ورق کامپوزیت هوشمند که داراي عمگر 
تریک است را به صورت کنترل استاتیکی مورد پیزوالک

معادلات تیر کامپوزیت ] 18[و ردي  رابینز. دنبررسی قرار دا
باشد را بر اساس تئوري  که داراي یک لایه پیزوالکتریک می

برنولی در حالت استاتیکی و با استفاده از روش حل  -لر یاو
 .دنتئوري لایه مجزا ارائه دا

اي  کمانش حرارتی ورق دایرهبار  براي اولیندر این مقاله 
محرك پیزوالکتریک  -هاي محرك با لایهمدرج تابعی 

براساس روش محل صفحه خنثی فیزیکی و به کمک تئوري 
کلاسیک صفحات و تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی 

در کارهاي پیشین معادلات بر . صفحات بررسی شده است
ل بر اساس تحلیاند و  آمده به دستاساس صفحه میانی ورق 
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ورق تحت بارگذاري در این مطالعه  .آنها انجام گرفته است
خطی درجه حرارت در راستاي افزایش غیر با حرارتی

معادلات . ضخامت و با شرایط مرزي گیردار فرض شده است
تعادل و پایداري با استفاده از حساب تغییرات و اعمال 

ادیر اختلاف مق ،در پایان. آمده است به دستمعادلات اویلر 
هاي یاد شده براي یک   دماي بحرانی کمانش براساس تئوري

 .ورق نمونه آورده شده است
 

 فرمول بندي ریاضی و تعاریف مواد - 2
بندي ریاضی و تعاریف مواد تابعی طبق  در ادامه فرمول 

 :مراحل ذیل مورد بحث قرار گرفته است

 صفحه خنثی فیزیکی 
سطح میانی  سمت قبل،الات بیان شده در قدر همه مق

انتخاب شده است و مشخصه آن این به عنوان مرجع هندسی 
 است که تاثیر کوپل خمش و کشش در معادلات ساختاري 

برده شده  به کارو معادلات و شرایط مرزي  آید میوجود ه ب
بنابراین روش حل آنها  .گیرند میاي به خود  فرم پیچیده

 . است دشوار
نشان دادند که اگر در معادلات ] 19[موریموتو و همکارانش 

هیچ اثري از  شودساختاري سطح مرجع به درستی انتخاب 
به منظور تعیین محل سطح . ترکیب خمش و کشش وجود ندارد
 ]19[شود  تعریف می zمرجع، شرط زیر در راستاي مختصه 

)1(                                               



2

2

h

h
dzzEzz )()( 

 آید می به دستز سطح میانی به صورت زیر ا z بنابراین فاصله
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 .استمحل صفحه خنثی فیزیکی از سطح میانی  z که طوري هب

 جایی جابه -روابط کرنش
ها به  جایی کمک تئوري کلاسیک صفحات، جابهبه 

 :دنشو صورت زیر در نظر گرفته می
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UVWکه طوري هب  ها در جهات جایی ترتیب جابه به ,,
rz ,, د وهستن z  آید می به دست) 2(مطابق رابطه .

اي براساس روابط  جایی براي ورق دایره جابه -روابط کرنش
 :]11 [غیرخطی ساندرز به صورت زیر است
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 ,r هاي نرمال در صفحه خنثی ورق کرنش FGM 
 هاي کرنش نرمال لفهؤو م هستند ,r  در هر نقطه از

از سطح میانی مطابق روابط زیر zضخامت ورق به فاصله
 :شوند تعریف می
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 kkr صورت  باشد و به پیچش می rkمعرف انحناها و  ,
 :شود زیر بیان می
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 FGMورق 
ترکیبی از سرامیک و فلز یا مواد دیگر  FGMورق 

ر این مقاله از مدل ردي براي بیان خواص مواد تابعی د. است
براساس این مدل چنانچه محور مختصات . استفاده شده است

به   FGMبنامیم خواص ورق  zدر جهت ضخامت ورق را 
 :شود صورت زیر تعریف می
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cm که pp . مطابق با خصوصیات سرامیک و فلز است ,

همچنین در این مدل نسبت پواسون به علت نزدیک بودن 
 شود یب پواسون فلز و سرامیک ثابت در نظر گرفته میاضر

)9(                                                                    )(z 
 .]11 [کند میین صفر تا بی نهایت تغییر ثابتی است که ب k و

 FGMکرنش در ورق -رابطه تنش
کرنش با در نظر گرفتن اثرات حرارت براي  -روابط تنش 

 : ]21[شود  صورت زیر نوشته می هب  FGMورق 
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ijل و هاي نرما تنشijهاي برشی در هر نقطه از  تنش
 .دهند از سطح میانی را نشان می zبه فاصله  FGMضخامت ورق 

 روابط مواد پیزوالکتریک
روابط ساختاري براي مواد پیزوالکتریک به صورت زیر 

 :]21[ شود میبیان 
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 و یا به فرم ماتریسی
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 )ب-13(
 که طوريه ب هاي تنش مؤلفه بردار، }{ مؤلفهبردار 

هاي شدت میدان الکتریکی،       مؤلفهبردار  {E} هاي کرنش،
{D}  هاي جابجایی الکتریکی مؤلفهبردار ،][ pC  ماتریس

ماتریس ضریب کرنش پیزو الکتریک  [e]مدول الاستیسیته، 
 .هستندالکتریک  ماتریس ضریب دي [g] و

 پیزوالکتریکهاي محرك  روابط ساختاري لایه
هاي محرك پیزوالکتریک به  معادله ماکسول براي لایه

 : ]22[شود  یصورت زیر بیان م
)14(                                               DEgD .. 
DgEکه  طوري هب ، ثابت جایی الکتریکی به ترتیب جابه ,,

هاي پیزوالکتریک  اگر لایه. اند و میدان الکتریکیالکتریک  دي
ثابت فرض  ,r جایی الکتریکی در راستاي د، جابهننازك باش

 .شود تبدیل می به معادله زیر) 14(بنابراین معادله شارژ  .شود می

)15(                                                                  
dz

dDz 

ها را تابع درجه  اگر میدان پتانسیل ایجاد شده در لایه
 : ]20[م؛ خواهیم داشتدوم از ضخامت فرض کنی

)16(                       221    )()(  zzzz 
هــاي پــایینی و بــالایی  شــرایط مــرزي الکتریکــی بــراي لایــه

 :پیزوالکتریک به صورت زیر است
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 هاي پیزوالکتریک بوده و ضخامت لایه phکه  طوريه ب
ul VV هاي پیزوالکتریک  به ترتیب ولتاژهاي اعمالی به لایه ,

در معادله ) 17(و  )18(با اعمال شرایط  .هستندبالایی و پایینی 
 :خواهیم داشت) 16(
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2که در رابطه فوق 
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 حال با ترکیب معادله . است

با توجه به و  )15(با ) ب -13(
z

Ez 



  16(معادلات و (

هاي محرك پیزوالکتریک به صورت  ، میدان در لایه)19(و 
 .دآی می به دستزیر 



 اولشماره /  دومسال /  1388تابستان / مهندسی مکانیک جامدات فصلنامه علمی پژوهشی 
 
 

23

)20(                  
)()(

)()(

yxm
p

u
u
z

yxm
p

l
l
z

kk
g
ehz

h
VE

kk
g
ehz

h
VE





33
31

33
31

 

 معادلات تعادل و پایداري -3
زیر  رابطهها در واحد طول مطابق  نیروها و گشتاور

 :دشو اي تنش بیان میه مؤلفهبرحسب 
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و ) 21(ابطه در ر) 13(و ) 10(، )8(، )6(با جایگذاري روابط 
هاي  با لایه FGM ها، معادلات ساختاري ورق اعمال انتگرال

 :آید می به دستپیزوالکتریک به صورت زیر 
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,),,...,( عبارات 521iAB ii  در پیوست الف آورده
 .اند شده

انیکی و وقتی که ورق تحت بار مک ،در حالت کلی
هاي پیزوالکتریک تحت میدان  حرارتی قرار دارد و لایه

 به دستالکتریکی است انرژي کل پتانسیل از رابطه زیر 
 :آید می

)23(                                                               UV 
هاي پیزوالکتریک بوده  انرژي کرنشی ورق و لایه Uکه 

 :شود به صورت زیر بیان می و
)24(                               dvEDU

v
iiigij )(  2

1 

انرژي پتانسیل نیروهاي مکانیکی اعمالی بر  همچنین 
ورق است و چون ورق فقط تحت بار حرارتی است این ترم 

 . برابر صفر است
ابط انرژي کرنش در رو -از روابط تنش با جایگذاري
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در رابطه انرژي پتانسیل کل تابعی از سه  Fدر حالتی که
uvwمتغیر وابسته  wو مشتقات ,uvو مشتقات مرتبه اول  ,,

 معادلات اویلر  ،باشد r,تا مرتبه دوم و متغیرهاي مستقل
 :دنشو صورت زیر بیان میه ب
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، معادلات )28(در معادلات اویلر ) 27(با جایگذاري رابطه 
محرك  -هاي محرك با لایه FGM اي شکل تعادل ورق دایره

 :آید می به دستصورت زیر ه پیزوالکتریک ب
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قابل  1اتروش تغییر هبه وسیلها  معادلات پایداري ورق
معرف انرژي پتانسیل کل ورق  Vاگر. استدستیابی 

ري س به وسیلهباشد، بسط آن نسبت به حالت تعادل 
 :شود تیلور بصورت زیر نوشته می

)30(                                            VVV 2
2
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 V2هاي مرتبه اول و  مجموع ترم Vدر رابطه فوق
 ،بنابر تعریف. هستندهاي مرتبه دوم در بسط تیلور  مجموع ترم

V اولین تغییرات V وV2 دومین تغییراتV بق  مطا. است
شرط تعادل یک سیستم چند درجه آزادي، معادل  ،2ترفتزبا معیار 

همچنین شرط پایداري . باشد می Vصفر بودن اولین تغییرات
 Vجسم در همسایگی تعادل، مثبت معین بودن دومین تغییرات

ه به ازاي کلی کهپایدار است وقتی این معیار، تعادل بنابر. باشد می
اگر به ازاي حداقل یک . باشد V2هاي مجازي  جایی جابه

باشد، حالت  V2 هاي مجازي جایی مجموعه ممکن از جابه
آوردن  به دست براي V2 از شرط .تعادل ناپایدار است

 ].23[ود ش ها استفاده می معادلات پایداري مسائل کمانش ورق
لر بر دومین تغییرات انرژي پتانسیل یبا اعمال معادلات او

 :آید می به دستکل، معادلات پایداري به صورت زیر 
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1- Varational Method 
2- Trefftz 

الت جه حتهاي من بیانگر تنش 1هاي  در اینجا زیرنویس
هاي منتجه حالت  بیانگر تنش هاي  نویس پایداري است و زیر

 .تعادل است  rr NNN کمانش بوده  نیروهاي پیش ,,
 .آیند می به دستو از حل معادلات تعادل در حالت غشایی 

طور مشابه معادلات تعادل و پایداري به کمک تئوري ه ب
خواهند آمد  به دستمرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات 

 .آورده شده اند )ب(که در پیوست 
 تحلیل کمانش حرارتی  -4

با دو لایه  FGMه از جنس ماد اي رق دایرهیک و
ورق . محرك مفروض است -پیزوالکتریک از نوع محرك

از آنجا که در یک . شود با شرایط مرزي گیردار فرض می
خواص مادي در جهت ضخامت ورق متغیر FGM  ورق

بهتر است تابع بارگذاري حرارتی از حل معادله انتقال  است،
چون خواص حرارتی ورق  از طرفی. آید  به دستحرارت 

کند  طور دلخواه تغییر میه ب kمانند ضریب هدایت حرارتی
آوردن تغییرات واقعی دما در حالت گذرا تقریبا  به دست

مسئله انتقال  ،بنابراین در تحلیل حاضر. استغیرممکن 
با توجه به اینکه . شود حرارت در حالت پایا در نظر گرفته می

، رابطه انتقال حرارت در استzتنها تابع مختصه T دماي
 :شود ت پایا به صورت زیر نوشته میحال
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 :شود صورت زیر نوشته می هارتی ورق بشرایط مرزي حر

cTT 
             2

hz  

)33(                                           mTT 
          2

hz  
مشابه با سایر خواص مکانیکی  zk)(ضریب هدایت حرارتی

 شود  ی بیان میتوسط رابطه توان FGM  و حرارتی ماده
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 که طوريه ب

)35(                                                    mccm kkk  
mc kk  .اند یب هدایت حرارتی فلز و سرامیکابه ترتیب ضر ,

و انجام تغییر ) 32(در معادله ) 34(با جایگذاري رابطه 
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، معادله انتقال حرارت ورق FGM  همراه 
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و لـذا از روش   نـدارد تحلیلـی   معادله دیفرانسیل فوق حل
ســري جهــت یــافتن درجــه حــرارت  بــه وســیلهتقریبــی حـل  

به صورت  جواب معادله ،مطابق با این روش. شود استفاده می
اسـتفاده از تعـداد جمـلات    . دشـو  یک سري توانی فرض مـی 

شـرایط   يبـا ارضـا  . دشـو  شتر باعث بالا رفتن دقت حل مـی بی
ــرا    ــه ح ــع درج ــابع توزی ــی، ت ــرزي حرارت ــتاي م رت در راس

                                                                          :] 2[آید  می به دستضخامت 
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براي حالت بارگذاري مفروض با توجه به  m عبارت
 :آید می تبه دس) 37(و رابطه  )الف(پیوست 
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  براي. نیروهاي پیش کمانش تعیین شوند بایددر ابتدا 
آوردن نیروهاي پیش کمانش از معادلات تعادل  به دست

براي حل معادلات تعادل از تئوري غشایی . کنیم استفاده می
دوران هاي قبل از کمانش استفاده کرده و کلیه گشتاورها و 

با انجام این کار نیروهاي پیش  .دهیم را مساوي صفر قرار می
 :]24[خواهند آمد  به دستکمانش  به صورت زیر 
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 کمانش  نیروهاي پیش) 40(در ) 20(  با جایگذاري روابطه
 :آیند می به دست
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ط تقارن بصورت زیر با توجه به شر) 31(معادلات پایداري 
 :شوند نوشته می
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و انجام  )22(در روابط  )4( و )5(ردادن روابط با قرا
پایداري بر حسب تغییر مکان  تسازي ، معادلا عملیات ساده

 :خواهند آمد به دستبه صورت زیر 
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و قرار دادن در رابطه اول  با استفاده از تغییر متغیرهاي زیر 
 :خواهیم داشت) 43(
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rN نیروي پیش کمانش در جهتr اري بـا جایگـذ  . است
رابطه زیـر بـراي اخـتلاف    ) 59( در رابطۀ) 41(و ) 38(روابط 

 :خواهد آمد به دستدما 
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 بحث و بررسی  -5
بـا   FGM (Aluminum-Alumina)اي  یـک ورق دایـره  

ــه HPZTمحــرك پیزوالکتریــک  –هــاي محــرك  لای 5 
شـرایط   دارايورق  .شـود  مـی در نظر گرفته ) 1(مطابق شکل 
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مشخصـات هندسـی و خـواص مـادي      بـوده و مرزي گیـردار  
 ]. 16[ آورده شده است )ج(ورق در پیوست 

 

 
 

 
 .با لایه هاي پیزوالکتریک FGMاي  یرهورق دا) 1(شکل

 
ونه معرفی شده تحت بارگذاري در این بخش ورق نم

 به دستبر اساس روابط  .استحرارتی مفروض قرار گرفته 
آمده اختلاف دماي بحرانی کمانش بر اساس تئوري 
کلاسیک و تئوري مرتبه اول برشی صفحات، نمودارها و 

کلیه مقادیر اختلاف دما در مقاله (جداول ارائه شده است 
 ).استحاضر بر حسب درجه سانتیگراد 

آمده  به دستبتدا مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش ا
 آمده در مرجع به دستبراي ورق نمونه مذکور با مقادیر 

در این مرجع روابط بر مبناي صفحه . مقایسه شده است ]11[
یک لایه آورده  FGMو نتایج براي ورق  آمده به دستمیانی 

یک لایه با مرجع  FGMابتدا نتایج براي ورق  .شده است
مذکور مقایسه و پس از اطمینان از درستی روش کار به 

با لایه هاي پیزوالکتریک  FGMبررسی نتایج براي ورق 
سپس براي حالات مختلف بارگذاري . پرداخته شده است

به ازاي  crT حرارتی مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش
54321(مقادیر مختلف ثابت توانی  ,,,,,K ( بر حسب

a
h  و

a
hp ولتاژ براي  ،در همه حالات بارگذاري .اند آمده به دست
 ولت و براي لایه پایینی  45بالایی پیزوالکتریک   لایه
 .شود میولت در نظر گرفته  -45

بدیل ورق ت) K(با انتخاب ثابت توانی معادل صفر 
 Kبا انتخاب  شده وبه ورق همگن از جنس سرامیک 

معرف  1K. شود میدر نظر گرفته  FGMیک ورق 
) فلز -سرامیک( FGM فرض رابطه خطی براي ترکیب اجزا

بر کلیه ) غیر خطی(رابطه توانی  1Kبا فرض . است
 . استحاکم  FGMخواص مادي 

آمده براي تئوري هاي  به دستبا توجه به اینکه مقادیر 
ذکر شده اختلاف اندکی با هم دارند در اینجا تنها نمودارهاي 

تغییر شکل برشی صفحات آورده  مربوط به تئوري مرتبه اول
 .اند در جداول مربوطه این مقادیر با هم مقایسه شدهاند و  شده

دماي بحرانی کمانش مقادیر اختلاف ) 2(در شکل 
هاي پیزوالکتریک تحت افزایش درجه  با لایهFGMورق

غیر خطی بر حسب مقادیر مختلف ولتاژ اعمالی بر لایه هاي 
 .رسم گردیده است) 61(پیزوالکتریک با استفاده از رابطه 

با افزایش ولتاژ اعمالی به شود  میهمانطور که مشاهده 
مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش تریک هاي پیزوالک لایه

 .یابد میبصورت خطی افزایش 
 مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق) 3(در شکل 

FGM خطی در جهت  نمونه تحت افزایش درجه حرارت غیر 
ضخامت حاصل از حل معادلات انتقال حرارت به ازاي مقادیر 

),,,,,( مختلف ثابت توانی 54321K برحسب 
a
h  شدهرسم 

تحلیل کمانش ورق مبتنی بر  شدهدر این حالت فرض . است
طور  همان. استتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات 

شود مقدار اختلاف دماي بحرانی کمانش با  که مشاهده می
افزایش

 a
h میزان . یابد می یعنی ضخیم شدن ورق افزایش

از crT افزایش
 

020/
a
h  10تا/

a
h از د است وشدی

 
010/

a
h تا

 
020/

a
h ًاستملایم و اندك  نسبتا. 

مقدار اختلاف دماي بحرانی  Kبا افزایش ثابت توانی
تفاوت بین مقادیر اختلاف . انش ورق کاهش یافته استکم

 ،FGMبا ورق  ،Kدماي بحرانی کمانش ورق همگن 
در حالی که این  .زیاد است 1Kها  مؤلفهبا ترکیب خطی 
با فرض مقادیر مختلف ثابت توانی  FGMتفاوت در ورق 

تفاوت بین مقادیر  ویژه به. باشد میسبی کمتر به طور ن
با ترکیب FGM  اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق

 .ناچیز است) 2K(ها  مؤلفهخطی  غیر
 مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق) 4(در شکل 

FGM هاي پیزوالکتریک تحت افزایش درجه غیر  با لایه
),,,,,(ف ثابت توانی خطی به ازاي مقادیر مختل 54321K  

 بر حسب
a
h  شدهدر این جا نیز فرض . است شدهرسم 

تحلیل کمانش ورق مبتنی بر تئوري مرتبه اول تغییر شکل 
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ها نیز  رفتار کمانش ورق در این حالت. استبرشی صفحات 
 . قابل تفسیر است) 3(مشابه شکل 

هاي پیزوالکتریک بر مقدار  هتاثیرات لای) 5(در شکل 
به ازاي مقادیر  FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق 

),,,,,( مختلف ثابت توانی 543210K بر حسب
 a

hp  طبق
در  .تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات ترسیم شده است

ف دماي هاي پیزوالکتریک بر اختلا به مقایسه تاثیر لایه) 6(شکل 
بحرانی کمانش نسبت به حالتی که از اثرات پیزوالکتریک 

شود  همانطور که مشاهده می. ایم صرفنظر شده است پرداخته
هاي پیزوالکتریک موجب افزایش اختلاف دماي بحرانی  لایه

ن کمتر از افزایش شده که این افزایش براي ورق همگ کمانش
)(اختلاف دما براي ورق  K FGM است . 

رفتار کمانش ورق در حالت مبتنی بر تئوري کلاسیک 
صفحات همانند تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات 

 . استقابل تفسیر 

 
برحسب  FGMي ا لاف دماي بحرانی کمانش ورق دایرهاخت) 2(شکل 

 .اختلاف پتانسیل لایه هاي پیزو الکتریک

 
 .FGMي ا ش ورق دایرهاختلاف دماي بحرانی کمان) 3(شکل 

 
 

با لایه هاي  FGM اي اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق دایره) 4(شکل 
/00010. (محرك پیزوالکتریک –محرك 

a
hp(. 

 

 
 

تاثیر ضخامت لایه هاي پیزوالکتریک بر اختلاف دماي )  5(شکل 
محرك  –محرك  با لایه هاي FGMاي بحرانی کمانش ورق دایره

/010(پیزوالکتریک 
a
h(. 

 

 
با  FGMاي مقایسه اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق دایره)  6(شکل 

دماي بحرانی  محرك پیزوالکتریک با اختلاف –لایه هاي محرك 
FGM )00010/کمانش ورق 

a
hp(. 

 

ورق پیــزو الکتریــک نمـودار مربــوط بـه     PF،)6(در شـکل  
 نمودار مربوط بـه   Fو تحلیل شده به کمک تئوري مرتبه اول 
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ــوري مر    FGMورق  ــک تئ ــه کم ــده ب ــل ش ــه اول را تحلی تب
مقایســه اخــتلاف دمــاي ) 1(در جــدول . نــدنک مشــخص مــی

در مقاله حاضـر  به دست آمده   FGMبحرانی کمانش ورق  
و مرتبه ) C(کلاسیک  هاي تئوريمبتنی بر  Kو  h/aبر حسب 

 ]11 [بـا نتـایج  مرجـع     ،)F(اول تغییر شکل برشی صـفحات  
مقایسه اختلاف دماي بحرانی ) 2(در جدول . ارائه شده است

با لایه هـاي محـرك پیزوالکتریـک بـر      FGMکمانش ورق 
و مرتبـه  ) C(کلاسـیک   هـاي  مبتنی بر تئوري Kو  h/aحسب 

 .ارائه شده است) F(اول تغییر شکل برشی صفحات 
 

 

 

 

بر حسب در مقاله حاضر   FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق   مقایسه)  1(ول جد
a
h  وK تئوري کلاسیک  مبتنی بر)C( 

 .]11 [با نتایج به دست آمده در مرجع  ،)F(و تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات 
 

h/a FSDT(K=) CLPT(K=) FSDT(K=٠/٥) CLPT(K=٠/٥) FSDT(K =١) CLPT(K =١) 
 مقاله حاضر

01/0 
 [١١] مرجع 

٢٥/٤٣٩ 
 

٢٥/٤٢٤ 

٢٥/٤٣٣ 
 

٢٥/٤٣٣ 

١٩/٠١٦ 
 

١٨/٩٩٦ 

١١٩/٠٠٤ 
 

١١٩/٠٠٢ 

١٥/٣٩٥ 
 

١٥/٣٧٣ 

١٥/٣٧٩ 
  

١٥/٣٧٨ 
 مقاله حاضر

02/0 
 [١١] مرجع 

١٠١/٥٦٢ 
 

١٠١/٥٩٠ 

١٠١/٧٣٢ 
 

١٠١/٤٥٥ 

٧٥/٩١١ 
 

٧٥/٩١٥ 

٧٦/٠١٦ 
 

٧٦/٠٠٩ 

٦١/٤٤٥ 
 

٦١/٤٤٠ 

٦١/٥١٩ 
 

٦١/٥١٢ 
 مقاله حاضر

03/0 
 [١١] مرجع 

٢٢٧/٩٧٠ 
 

٢٢٨/١٨ 

٢٢٨/٨٩٨ 
 

٢٢٨/٨٩٨ 

١٧٠/٤٢٦ 
 

١٧٠/٥٩٤ 

١٧١/٠٣٦ 
 

١٧١/٠٢١ 

١٣٧/٩٥٧ 
 

١٣٨/٠٣٧ 

١٣٨/٤١٨ 
 

١٣٨/٤٣٣ 
 مقاله حاضر

04/0 
 [١١] مرجع 

٤٠٣/٩٦٨ 
 

٤٠٤/٦٦٦ 

٤٠٦/٩٣٠ 
 

٤٠٥/٨٢١ 

٣٠٢/١٠٠ 
 

٣٠٢/٥٣٢ 

٣٠٤/٠٦٤ 
 

٣٠٤/٠٣٩ 

٢٤٤/٥٧٩ 
 

٢٤٤/٨٩٧ 

٢٤٦/٠٧٧ 
 

٢٤٦/٠٥٠ 
 مقاله حاضر

05/0 
 [١١] مرجع 

٦٢٨/٦٠٢ 
 

٦٣٠/٣٢٠ 

٦٣٥/٨٢٨ 
 

٦٣٥/٨٢٨ 

٤٧٠/٢٩٥ 
 

٤٧١/٣٩٣ 

٤٧٥/١٠٠ 
 

٤٧٥/٠٦١ 

٣٨٠/٨٢٢ 
 

٣٨١/٦٤٦ 

٣٨٤/٤٩٥ 
 

٣٨٤/٤٥٣ 
 

 

با لایه هاي محرك پیزوالکتریک بر حسب  FGMمقایسه اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق )  2(جدول 
a
h و 

 K  مبتنی بر تئوري کلاسیک)C ( و تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات)F) (00010/
a

hp(. 
 

h/a K = K =١ K =٢ K =٣ K =٤ K=٥ 
C 
01/0 
F 

٢٨/٥٤٨ 
 

٢٨/٥٣٤ 

١٩/٣١٤ 
 

١٩/٣٠٥ 

١٦/٨٩٧ 
 

١٦/٨٨٩ 

١٦/٣٤٥ 
 

١٦/٣٣٦ 

١٦/٢٤٩ 
 

١٦/٢٤٠ 

١٦/٢٥٩ 
 

١٦/٢٥٠ 
C 
02/0 
F 

١١٤/١٤١ 
 

١١٣/٩١٣ 

٧٧/١٩٢ 
 

٧٧/٠٥٠ 

٦٧/٥٢٣ 
 

٦٧/٣٩١ 

٦٥/٣١٠ 
 

٦٥/١٧٢ 

٦٤/٩٢٦ 
 

٦٤/٧٧٨ 

٦٤/٩٦٦ 
 

٦٤/٨١١ 
C 
03/0 
F 

٢٥٦/٧٩٦ 
 

٢٥٥/٦٤٦ 

١٧٣/٦٥٥ 
 

١٧٢/٩٤٠ 

١٥١/٨٩٩ 
 

١٥١/٢٣٥ 

١٤٦/٩١٩ 
 

١٤٦/٢٢٣ 

١٤٦/٠٥٥ 
 

١٤٥/٣١٥ 

١٤٦/١٤٣ 
 

١٤٥/٣٦٣ 
C 
04/0 
F 

٤٥٦/٥١٣ 
 

٤٥٢/٨٩١ 

٣٠٨/٧٠٥ 
 

٣٠٦/٤٥٠ 

٢٧٠/٠٢٥ 
 

٢٦٧/٩٣٥ 

٢٦١/١٧٢ 
 

٢٥٨/٩٨١ 

٢٥٩/٦٣٥ 
 

٢٥٧/٣٠٤ 

٢٥٩/٧٩١ 
 

٢٥٧/٣٣٦ 
C ٤٠٥/٩١١ ٤٠٥/٦٦٧ ٤٠٨/٠٦٩ ٤٢١/٩٠٢ ٤٨٢/٣٣٩ ٧١٣/٢٩١ 
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05/0 
F 

 

٧٠٤/٤٨٩ 
 

٤٧٦/٨٥٧ 
 

٤١٦/٨٢٢ 
 

٤٠٢/٧٤٥ 
 

٤٠٠/٠٠٥ 
 

٣٩٩/٩٤٧ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 نتیجه گیري  -7

 :با توجه به بخش قبل نتایج زیر قابل استخراج است
هاي کلاسیک  اختلاف دماي بحرانی توسط تئوريمقادیر  -1

اختلاف بسیار  ،و مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات
اندکی با یکدیگر دارند و این اختلاف با افزایش نسبت

a
h 

 .  شود میبیشتر 
در هر دو تئوري، مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش  -2

هاي پیزوالکتریک از مقادیر  ا لایهب FGM مربوط به ورق
 . مربوط به ورق همگن کمتر است

هاي پیزوالکتریک موجب افزایش اختلاف دماي بحرانی  لایه  -3
)(کمانش شده که این افزایش براي ورق همگن K  در

خطی درجه حرارت  هر دو حالت بارگذاري خطی و غیر
FGM)(ورق  کمتر از افزایش اختلاف دما براي K 

در هر دو تئوري، مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش . است
هاي پیزوالکتریک با افزایش  با لایهFGM مربوط به ورق

نسبت 
a
h  , 

a
hp   دنیاب میافزایش. 

با افزایش ولتاژ اعمالی مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش  -4
 .یابد میافزایش صورت خطی  هببه لایه هاي پیزوالکتریک 

 
 فهرست علائم 

 a                                                        اي شعاع ورق دایره
mc       ، سرامیک و فلزFGMمدول الاستیسیته  EEzE ,),( 

و لایه هاي پیزوالکتریک FGMق ضخامت ور
          phh, 

 K                                                        اندیس قانون توانی
 ik                                                                        انحناءها

mc ، سرامیک و فلزFGMضریب هدایت حرارتی  KKzK ,),( 
iii             نیرو وگشتاور و نیروهاي برشی منتجه  QMN ,, 

 T                                                                                دما
wvu                                           یی جا هاي جابه مؤلفه ,, 

 z                                            محل صفحه خنثی فیزیکی
zr                    اي  هاي سیستم مختصات استوانه مؤلفه ,, 

mcz    سرامیک و فلز ،FGM ضریب انبساط حرارتی  ,),( 
 r                                                          کرنش برشی

                                                      کرنش محوري ,r 
                                                                           چگالی

                                                             ضریب پواسون
                           هاي پیزوالکتریک میدان پتانسیل در لایه

 iig                                                      یکثابت دي الکتر
 iie                                         ضریب کرنش پیزوالکتریک

p                             مدول الاستیسیته ماده پیزوالکتریک
iiC 

 iD                                                      الکتریکیجابجایی 
 iE                                                           میدان الکتریکی

 crT                                  اختلاف دماي بحرانی کمانش
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 معادلات تعادل به کمک تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی 
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 FGM E(GPa) a(/C ) K(W/mK) h (m) ورق 
Aluminum)10-6 70 )فلز  23 204 3-10  5 3/0 

Alumina)10-6 380 )سرامیک  4/7 4/10 3-10  5 3/0 
 

,)./( PC12 PC44 پیزوالکتریک mbCee 3231 ).( 133 mfg E (GPa)  )(GPaC P11 

PZT-٥ 9
 10  79 9

 10  126 5/6- 8-10  3/1 65 3/0 9
 10  126 

 
 


