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هاي  تحت بارگذاري لولاتغییر مکان استاتیکی تیرهاي پیزوالکتریک چندلایه دو سر 

  مختلف

  

فر افشین منوچهري
1،*      

علیرضا جلیلی
2

  

  Manouchehri@iaukhsh.ac.ir: نویسنده مسئول *

  

  چکیده

لات، انـرژي داخلـی تیـر چنـد لایـه پیزوالکتریـک       ها بیان شده و با بکارگیري ایـن معـاد   در این مقاله ابتدا معادلات ساختاري پیزوالکتریک

تیـر پیزوالکتریـک دو سـر لـولا،      جـایی  جابهاي براي  ریتز، رابطه -انرژي پتانسیل و روش رایلی حداقلسپس با ترکیب اصل . شده استمحاسبه 

ضرایب مجهول  و شده استحدس زده  به طوریکه شرایط مرزي را ارضا کند ،تحت ممان متمرکز، نیروي متمرکز، بار گسترده و ولتاژ خارجی

سـاده شـده و    لولامورف دو سر  مورف و یونی آمده براي تیرهاي باي دست بهدر ادامه روابط . آمده است دست بهکردن انرژي پتانسیل  حداقلبا 

قـت روابـط تحلیلـی    جهـت اطمینـان از صـحت و د   . ه اسـت بار الکتریکی و همچنین ولتاژ ایجاد شده در آنها در حالت حسگري بـه دسـت آمـد   

  . شده استهاي عددي مقایسه  در قالب مثال ANSYS 10افزار  آمده، نتایج تحلیلی با نتایج نرم دست به

  

  .مورف، باي مورف، یونیلایه، معادلات ساختاري پیزو الکتریک، تیر چند :هاي کلیدي واژه

  

  

  

  

                                                
  استادیار دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی شهر -1

  دانشجوي کارشناسی ارشد مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی شهر -2
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  مقدمه -1

ها پیزوالکتریک
1

موادي هستند که وقتی نیـروي خـارجی    

و مولکولهاي کریستالی آنها قطبی  ها اتمشود،  آنها وارد می بر

 تـوان  مـی که  آورند می وجود بهشده و یک میدان دو قطبی را 

معکـوس اعمـال    طـور  به. به ولتاژ الکتریکی تبدیل نمود آن را

ولتاژ الکتریکی خـارجی بـه آنهـا باعـث تغییـر ابعـاد هندسـی        

سـیله پیـر و ژاك   بو 1880اثر پیزوالکتریک در سـال  . شود می

خاصـــیت معکـــوس  1881در ســـال . کـــوري کشـــف شـــد

  .]1[ کشف شد من لیپپیزوالکتریکی توسط گابریل 

تیرهـــــاي  ،پرکـــــاربردترین تیرهـــــاي پیزوالکتریـــــک

مورف یونی
2

مورف و باي 
3

. پیزوالکتریک هسـتند  لایه  و تیرسه 

ــونی ــر ی ــه    تی ــک و یــک لای ــه پیزوالکتری ــک لای ــورف از ی م

ــاي. اســت الاســتیک تشــکیل شــده  ــر ب ــه  تی مــورف از دو لای

تواند پیزوالکتریک تشکیل شده که جهت پلاریزه لایه ها می

بـاي مـورف   (و یـا مخـالف هـم    ) باي مورف مـوازي (یکسان 

تیر سـه لایـه از یـک لایـه پیزوالکتریـک در      . ]2[ باشد) سري

. مرکز و دو لایه پیزوالکتریک در طرفین تشـکیل شـده اسـت   

ــه برر ]3[پــارك و مــون  ســی اســتاتیکی تیــر پیزوالکتریــک ب

گیردار و دو یک سرمورف با شرایط مرزي  مورف و یونی باي

انـد و   سـر لـولا تحـت بـار متمرکـز و ولتـاژ خـارجی پرداختـه        

آمده ماننـد تغییـر مکـان و بـار الکتریکـی       دست بهپارامترهاي 

بـا   ]4[ اسـمیت و چـوي  . براي انتهاي تیر محاسـبه شـده اسـت   

ي به بررسی استاتیکی تیر پیزوالکتریـک  استفاده از روش انرژ

در این مرجع با محاسبه مقدار انـرژي  . ندا مورف پرداختهیونی

سیستم، پارامترهایی چون خیز، شـیب و بـار الکتریکـی بـراي     

رفتـار   ]5[ یـاکوم و آبرامـویچ   .انتهاي تیر محاسبه شـده اسـت  

ــه صــورتیــک تیــر پیزوالکتریــک را  آزمایشــگاهی مــورد  ب

در این مرجع همچنین بـه بررسـی پدیـده    . اند دادهبررسی قرار 

پوگـت و   .ها پرداخته شده اسـت هیسترزیس در پیزوالکتریک

هـا   با استفاده از معادلات حاکم بر پیزوالکتریک ]6[ فرناندس

                                                
1- Piezoelectrics
2- Unimorph
3 - Bimorph

ــون  ــل همیلت و اص
4
ــر      ــامیکی تی ــتاتیکی و دین ــی اس ــه بررس ب

شرایط مرزي دو سر لولا و تحت  مورف سري و موازي با باي

بـا   ]7[ و همکـاران  بالز. اند گسترده و ولتاژ اعمالی پرداختهبار 

ها و اصـل مینـیمم    استفاده از معادلات حاکم بر پیزوالکتریک

انرژي پتانسیل
5

سر گیردار  غییر مکان تیر پیزوالکتریک یکت، 

  .اند آورده دست بهرا تحت انواع بارگذاري به شکل بسته 

هــاي دولایــه در مجمــوع در تحقیقــات قبلــی تنهــا بــه تیر

پیزوالکتریک و نوع خاصی از بارگذاري روي آنهـا پرداختـه   

همچنـین معیـاري بـراي سـنجش دقـت و صـحت       . شده است

  .آمده ارائه نشده است دست بهروابط 

کـــارگیري معـــادلات ســـاختاري  هدر ایـــن مقالـــه بـــا بـــ

ها، انرژي هر لایه محاسبه شده و انـرژي کـل از    پیزوالکتریک

سپس با ترکیـب  . آید می دست بهها  لایهمجموع انرژي تمامی 

ریتـز -اصل مینیمم انـرژي پتانسـیل و روش رایلـی   
6

اي  ، رابطـه 

جـایی تیـر چنـد لایـه پیزوالکتریـک دو سـر لـولا،         هبراي جاب ـ

بطوریکــه شــرایط مــرزي را ارضــا کنــد، حــدس زده شــده و  

 دســت بــهضـرایب مجهــول بـا مینــیمم کـردن انــرژي پتانسـیل     

ــد مــی ــادلات . آی ــهمع ــ ب ــه   تدس ــاي دو لای ــراي تیره ــده ب آم

پیزوالکتریک ساده شده و بار الکتریکی و ولتاژ ایجاد شده در 

روابـط تحلیلـی   . مـی شـود  آنها در حالـت حسـگري محاسـبه    

 ANSYSافـزار   آمده در قالب چند مثال بـا نتـایج نـرم    دست به

  .شود مقایسه می

  

  فرضیات -2

.ستهندسه تیر چند لایه نشان داده شده ا )1(در شکل 
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  نمایش هندسه تیر چند لایه .)1( شکل

                                                
4 - Hamilton’s principle
5 - Minimum total potential energy
6 - Rayleigh–Ritz method
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  :شود فرضیات زیر در نظر گرفته می

.کند رفتار تیر در خمش از تیر اویلر برنولی پیروي می-1

.تواند پیزوالکتریک یا الاستیک باشد هر لایه می-2

.در سطح مشترك دولایه لغزشی وجود ندارد-3

.شعاع انحناي تیر خیلی بیشتر از ضخامت آن است-4

  

  حل تحلیلی -3

  : زیر است به صورتها  یکمعادلات حاکم بر پیزوالکتر
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ــ Dمیـــدان الکتریکـــی، ثابـــت  dجـــایی الکتریکـــی، هجابـ

ثابـــت  معکـــوس مـــاتریس ســـختی و  sپیزوالکتریـــک، 

چون تیر داراي هندسه یک بعدي اسـت،  . الکتریک است دي

  :ر کاهش دادزی به صورتتوان  معادلات فوق را می
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 3لایه محـل تـار خنثـی از رابطـه      nبراي یک تیر با  ]7[در مرجع 

و ام iضخامت لایـه   ihدر این رابطه . ه شده استآورد دست به

iw  عرض لایهi  استام.  
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oih   :آید میبه صورت زیر به دست  ,

)5(                                                  














1

1

1

i

j
ji

i

j
jui

hZh

hZh

,

,

  

  :ام iبراي لایه  )2(در رابطه  )4(با جایگذاري رابطه 
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  :زیر است به صورتلایه  nبنابراین ممان ایجاد شده در تیر با 
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  :از آنو انتگرالگیري  )7(درمعادله  )6( معادله با جایگذاري
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 به صـورت توان  شعاع انحناي تیر را می )8(با استفاده از رابطه 

  :زیر محاسبه نمود
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  .]4[ زیر است به صورتچگالی انرژي داخلی براي یک لایه 
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  :آید می دست بهزیر  به صورتتیر چند لایه  totalW داخلی کل
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اسـبه  فاده از عبارت زیر محاکنون انرژي پتانسیل کل سیستم با است

  .شود می

)14(                                                    atot WW   

 بـا جایگـذاري  . کار نیروهاي خارجی اسـت  aWدر عبارت فوق 

  :)14(در رابطه  )13( رابطه
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بـه  تیـر دو سـر لـولا را     جایی ابهجریتز،  - با استفاده از روش رایلی

  :شود زیر فرض می صورت
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  تیر پیزوالکتریک تحت ممان متمرکز) الف

اگر تیر پیزوالکتریک دو سر لولا، تحت ممان متمرکـز در انتهـاي   
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بـه  با استفاده از عبارت فوق و در نظر گرفتن تابع تغییر مکـان تیـر   

 صورت   LxxaLxxax  2
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)(  ضرایب مجهـول ،

  :آیند می دست بهزیر  به صورت
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در معادلـه تغییـر مکـان، خیـز تیـر در اثـر ممـان         19با جایگذاري 

  :آید می دست بهزیر  به صورتمتمرکز 
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ها با یـک ولتـاژ    و توجه به اینکه تمامی لایه )9(با استفاده از رابطه 

  :ند، داریمشو می تحریک

)21(                                                   VmM ppiezo   

یــک ضــریب ثابــت اســت کــه بسـتـگی بــه   pmدر رابطــه فــوق

به  )20(با این تعریف معادله . ها دارد چگونگی اعمال ولتاژ به لایه

  :آید زیر در می صورت
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تیر پیزوالکتریک تحت نیروي متمرکز) ب

وقتی تیر پیزوالکتریـک دو سـر لـولا، تحـت نیـروي متمرکـز در       

 بــه صــورت وســط تیــر قــرار گیــرد، کــار نیــروي متمرکــز       


2

L
xa FW  . بنابراین بـا جایگـذاري   . استaW   در رابطـه

  :خواهیم داشت )17( و) 16(و استفاده از روابط  )15(
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بـه  با استفاده از رابطه فوق و در نظر گرفتن تـابع تغییـر مکـان تیـر     

  :زیر است صورت
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  :آیند می دست بهزیر  به صورتضرایب مجهول  
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بنابراین با جایگذاري ضرایب مجهول در معادله تغییر مکان، خیـز  

  :آید می دست بهزیر  به صورتتیر 
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تیر پیزوالکتریک تحت بار گسترده)ج

. قـرار دارد  Pتیر تحت بار گسـترده   می شوددر این قسمت فرض 

ه بنابراین کـار نیـروي خـارجی از رابط ـ   



dxxPwWa )( 

تـفاده از   )15(در رابطـه   aWبـا جایگـذاري   . آید می دست به و اس
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  :خواهیم داشت )17( و) 16(روابط 
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تـفاده از رابطـه    و در نظـر گـرفتن تـابع تغییـر مکـان تیـر        )26(با اس

  :زیر است صورت به

     LxxaLxxaLxxax  3
3

2
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  :آیند می دست بهزیر  به صورتضرایب مجهول 
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بنابراین با جایگـذاري ضـرایب مجهـول، تغییـر مکـان تحـت بـار        

  :آید می دست بهگسترده از رابطه زیر 
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  لولامورف دو سر  کان تیر بايتغییر م - 4

مـورف سـري، تیـري اسـت کـه از دو لایـه        تیر پیزوالکتریک باي

. پیزوالکتریــک بــا جهــت پلاریــزه متفـاـوت تشــکیل شــده اســت 

تـفاده از روابـط     . شـود  فرض می hضخامت هر لایه  اـبراین بـا اس بن

و جایگذاري  )10(و  )9(
h

V
E

2
3

 داریم:  

)29(         V
s

hwd
Mh

s

w
C piezo

11

313
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2
 ,  

ــه   ــذاري رابط ــا جایگ ــط  )29(ب ــر  )28(و  )25(، )20(در رواب تغیی

بـه  مـورف دوسـر لـولا تحـت انـواع بـار گـذاري         ي مکان تیر بـا 

  .آید زیر به دست می صورت

  :تغییرمکان تحت ممان متمرکز - 1
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  :تغییرمکان تحت نیروي متمرکز - 2
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  :تغییرمکان تحت بارگسترده - 3
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  :تغییر مکان تحت ولتاژ اعمالی - 4
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  مورف تیر باي بار الکتریکی ایجاد شده در - 5

ــار الکتریکــی بایســتی از  دســت بــهبــراي  ، انتگــرال 3Dآوردن ب

  :بنابراین [8] آید دست بهتا بار الکتریکی  گرفت

)34(                   dxETdwdxDwq T )( 
3331313
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  :و جایگذاري در رابطه فوق )29(و  )8(و  )6(با استفاده ار روابط 
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VCqبــا توجــه بــا رابطــه  p  ي ظرفیــت تیــر بــا )35(و معادلــه

  .گردد زیر محاسبه می به صورتمورف  
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اثر بار مکانیکی خـارجی   توان ممان ایجاد شده در تیر در حال می

را محاسـبـه و بــا جایگــذاري در رابطــه 
I

M
T

.


1
و اسـتـفاده از  

اـي     )34(رابطه  مـورف   بار الکتریکی را براي نقـاط مختلـف تیـر ب

  :باشد زیر می به صورتنتایج . محاسبه نمود

  

  :بار الکتریکی تولید شده تحت بار متمرکزدر وسط - 1

)37(                          
2

0

8

3
2

2

31 L
xx

h

Fd
q  ,  

  :بار الکتریکی تولید شده تحت بار گسترده - 2
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توان از رابطه زیر محاسـبه   ولتاژ ایجاد شده در نقاط مختلف را می

  :نمود
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q
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  مورف تحلیل تیر یونی - 6

 )28(و  )25(و  )22(تـوان از روابـط    مـورف را مـی    خیز تیر یـونی 

تـفاده   ,piezoMCبه جاي  بایددر این روابط . آورد دست به با اس

  :مقادیر زیر را قرار داد ،)10(و  )9(از روابط 
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  در این رابطهکه 

 24322324
464 pmpmpmpmpmpmmpmp shsshhsshhsshhshA   

 pمربوط به ماده الاستیک و زیرنویس  mدر رابطه فوق زیرنویس 

  .مربوط به خواص ماده پیزوالکتریک می باشد

مـورف و بـار الکتریکـی ایجـاد شـده در آن را       ظرفیت تیـر یـونی  

بـه  مورف محاسبه نمود، کـه نتیجـه    باي توان به طریق مشابه تیر می

  :زیر است صورت
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مورف در اثر نیروي متمرکـز   بار الکتریکی ایجاد شده در تیر یونی

F    در وسط و همچنین تحت بـار گسـتردهP     بـه ترتیـب از روابـط

  .آید می دست بهبه صورت زیر  )43(و  )42(
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 )39(براي محاسبه ولتاژ ایجاد شده نیز کافیست با توجه بـه رابطـه   

  .مورف تقسیم شود ر ظرفیت تیر یونیبار الکتریکی ب

  

مثال عددي - 7

 دسـت  بـه در این قسمت جهت اطمینان از صحت روابـط تحلیلـی   

هایی، تغییر مکان تیر سه لایـه   هاي قبل در قالب مثالآمده در قسمت

ــر بـاـي  ــر مکــان تی ــونی پیزوالکتریــک، تغیی مــورف و  مــورف و ی

 دسـت  بـه همچنین ولتاژ ایجاد شده در آنها بررسـی شـده و نتـایج    

لازم به ذکر است، . مقایسه خواهد شد  ANSYSآمده با نرم افزار

ــر    ــراي تی ــه نوشـتـه شــده ب ــی از برنام ــه  nدر محاســبات تحلیل لای

افـزار   تحت انواع بارگذاري، توسط نرم لولاریک دو سر پیزوالکت

MATLAB  استفاده شده است .  

دو سـر لـولا    و یک تیـر پیزوالکتریـک سـه لایـه     - 1مثال عددي 

تحت ولتـاژ   /m0010و عرض  /m150به طول تیر  2مطابق شکل 

Volt250 تـیک   . ارددر هرلایه قرار د و  /m010ضخامت لایـه الاس

ــه  ــک   ضــخامت لای ــاي پیزوالکتری ــی/m0050ه ــد م ــدول . باش م

ــر    تـیک برابـ ــه الاســ یـته لایـ ــه GPa200 الاستیســ ــاي  و لایـ هـ

در نظر گرفته شده که خـواص   PZT-5Aپیزوالکتریک از جنس 

تـفاده    تغییر مکانف تعیین هد .]8[ آن در زیر آمده است تیر بـا اس

 ANSYSو مقایسـه آن بــا حـل عــددي نـرم افــزار     )33(از رابطـه  

  .باشد می

  :صورت زیر است به پیزوالکتریکماده ماتریس سختی 
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PiezoP E

Piezo EP

Elastic

  

  

  زوالکتریک دو سر لولانمایش تیر سه لایه پی )2( شکل

  

  

براي تغییر مکان تیر  ANSYSافزار  مقایسه حل تئوري و نرم )3(شکل 

  volt 250تحت ولتاژ و دو سر لولا سه لایه 
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ــرم   )3(در شــکل  ــی و ن ــل تحلیل ــین ح ــزار  مقایســه ب  ANSYSاف

باشـد   مـی  4% حداکثر اختلاف در این مورد . صورت گرفته است

  .است که مربوط به نقطه مرکز تیر

  

مـورف سـري، دو سـر     یک تیر پیزوالکتریک باي - 2مثال عددي

در مرکـز تیـر    N1تحت نیروي متمرکز  PZT-5Aلولا از جنس 

و  /m010و ضــخامت هــر لایــه  /m150طــول تیــر . قــرار دارد

تـفاده از   محاسبه خیـز تیـر    فهد. است /m0010پهناي تیر  بـا اس

تـفاده از رابطـه     و ولتـاژ ایجـاد شـده در آن    )31(رابطه   )39(بـا اس

  .باشد می ANSYSمقایسه آن با حل عددي نرم افزار 

  

  

  

براي تغییر مکان تیر  افزار المان محدود مقایسه نتایج تحلیلی ونرم )4(شکل 

مورف تحت نیرو باي

  

تحلیلــی و المــان محــدود مقایســه بــین حــل  )4(در شــکل 

% حداکثر اختلاف در این مورد برابر . صورت گرفته است

 )39(در رابطـه   )37(و  )36(با جایگذاري روابـط  . است 9

. توان محاسبه نمود مورف را می ولتاژ تولید شده در تیر باي

مقایسه بین حل تحلیلی صورت گرفته و حل  )5(در شکل 

یـر بـاي مـورف تحـت     عددي براي ولتاژ ایجـاد شـده در ت  

  .نیروي متمرکز نشان داده شده است

  

مورف تحت نیروي متمرکز  ولتاژ ایجاد شده در تیر بايمقایسه  )5(شکل 

   ANSYSافزار  بین حل تحلیلی و نرم

  

تحـت بـار    لـولا مـورف دو سـر    یـک تیـر یـونی     - 3مثال عددي 

گسترده 
2

10 mKN و ضـخامت   /m150طـول تیـر   . قرار دارد /

و  /m0050و ضخامت لایـه پیزوالکتریـک    /m010لایه الاستیک 

تـیک  . است /m0010پهناي تیر  همچنین مدول الاستیک لایه الاس

 PZT-5Aو لایـــه پیزوالکتریـــک از جـــنس     GPa200برابـــر  

  .است تیرمحاسبه خیز تیر و ولتاژ ایجاد شده در  دفه.باشد می

  

  مورف تحت بار گسترده به روش تحلیلی خیز تیر یونی )6(شکل 

  

تـلاف  . خیز تیر فوق نشان داده شده است )6( در شکل حداکثر اخ

 )7(شکل در . است 7% برابر  ANSYSافزار  بین حل تئوري و نرم

گري نمـایش داده شـده   نیز ولتاژ ایجاد شده در تیر در حالت حس ـ

بـا  . است /volt549حداکثر ولتاژ ایجاد شده در تیر برابر . است

 ANSYSحداکثر اختلاف بین ولتاژ تئـوري و   )7(شکل توجه به 

  .است 2% برابر 
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مورف در حالت حسگري  در تیر یونیمقایسه ولتاژ تولید شده  )7(شکل 

  ANSYSافزار  به روش تئوري و نرم

  

گیري نتیجه - 8

سـیل و روش  در این تحقیق با استفاده از اصـل مینـیمم انـرژي پتان   

اـدلات تغییـر مکـان تیـر چندلایـه پیزوالکتریـک         - رایلی  ریتـز مع

هـاي مختلـف    بـراي بارگـذاري   لـولا تحت شـرط مـرزي دو سـر    

آمـده بـراي    دسـت  بـه سـپس نتـایج تحلیلـی    . آورده شـد  دست به

اـده شـده و بـار الکتریکـی و      مـورف  مورف و یونی تیرهاي باي س

 بـراي . ولتاژ تولید شده در آنها در حالت حسگري محاسبه گردید

لایه تحـت   غییر مکان تیر سهآمده ت دست بهبررسی صحت روابط 

مورف تحت نیـروي متمرکـز و    ولتاژ خارجی، تغییر مکان تیر باي

ولتاژ ایجـاد شـده در آن در حالـت حسـگري و تغییـر مکـان تیـر        

بـه  ف تحت بـار گسـترده و و ولتـاژ ایجـاد شـده در آن،      مور یونی

مـورد بررسـی و    ANSYSافـزار   تحلیلی و به کمک نـرم  صورت

نتایج نشان داد . مقایسه قرارگرفت، که مطابقت خوبی را نشان داد

مـورف دو   مورف و یونی حداکثر ولتاژ ایجاد شده در تیرهاي باي

بیشـترین  تیر ه باشد ک سر لولا در حالت حسگري در وسط تیر می

افـزایش ولتـاژ متناسـب بـا     همچنین . خیز را در اثر بارگذاري دارد

شـویم، دقـت     ترگاه تیر دور هرچه از تکیهافزایش خیز تیر است و 

تـفاده از   .کند داده هاي مساله کاهش پیدا می در نهایت اینکه با اس

توان خیز تیر هـا را   اي پیزوالکتریک در حالت حسگري میلایه ه

. تفاده از ولتاژ ایجاد شـده در لایـه پیزوالکتریـک نمـایش داد    با اس

ه همچنین می توان در حالت عملگري با اعمـال ولتـاژ خـارجی ب ـ   

تـوان کـم    خیز را می( ک خیز تیرها را کنترل نمودلایه پیزوالکتری

  ).یا زیاد کرد

  علائم فهرست - 9

2mNماتریس سختی  /C  

2mCالکتریکی  جایی جابه /D  

NCثابت پیزوالکتریک  /d  

CNمیدان الکتریکی  /E  

e  ثابت پیزوالکتریک

m   hضخامت 

  Kانحناء

mlطول 

  N.m  Mممان 

q  بار الکتریکی

Sکرنش

2mNتنش  /T

V  ولتاژ

  W  کار

m   wعرض 

  Zتار خنثی

mFالکتریک  ثابت دي /  

  انرژي پتانسیل

  

  :زیرنویس

  

i, j, kشمارنده 

m   ماده الاستیک

pماده پیزوالکتریک
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