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 کربني های نانولوله ناپايداری بررسي رفتار ديناميکي ) ارتعاشات عرضي( و تحليل

 سيال نانو حاوی جداره سه

 3 داود طغرایی، ،*2حسن نحوی، 1سهیل اویسی

 nahvi@iaukhsh.ac.ir* نویسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

ی شامل ارتعاشات، انتشار کربن های در این تحقیق، بحث بر روی رفتار دینامیکی نانولوله

است. در تحقیق جاری، ارتعاشات عرضی  سازه متمرکز شده  -کنش سیال موج و برهم

های الاستیسیته  های کربنی بررسی خواهد شد. بدین منظور بر اساس تئوری نانولوله

-های میله و تیر اویلر اینرسی و نیز با استفاده از مدل-ی غیرمحلی و گرادیان کرنش پیوسته

سازی شده و معادلات حرکت با استفاده از روش  رنولی رفتار دینامیکی سیستم مدلب

سیال  دهندکه  می  شوند. نتایج نشان سازی و حل می وزنی گالرکین گسسته تقریبی مانده 

های طویل  ویژه در نانولوله های طبیعی آن را به تواند فرکانس ها می عبوری از درون نانولوله 

طور قابل توجهی کاهش دهد.  های بالای سیال به زرگ و در سرعتبا شعاع داخلی ب

شدت  خصوص در ارتعاشات محوری، به های طبیعی و پایداری سیستم به همچنین فرکانس

 .به پارامتر مقیاس طول ماده )نانومقیاس( وابسته هستند

 ارتعاشات نانوسیال، کربنی، نانولوله

 .گالرکین تقریبی روش عرضی،

                                                           
   .، ایران، اصفهانشهر  خمینی اسلامی واحد زادآ، دانشکده مکانیک، دانشگاه کارشناسی ارشددانشجوی -1

   .، ایران، اصفهانصنعتی اصفهاندانشیار، دانشکده مکانیک، دانشگاه  -2

   .، ایران، اصفهانشهر خمینیاسلامی واحد آزاد ، دانشکده مکانیک، دانشگاه استادیار -3
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 مقدمه  -1

خصوصیات شگفت انگیزی که  دلیلهای کربنی به  نانولوله

های حاوی سیال  ها از قبیل نانولوله دارند در بسیاری از حوزه

، ]3[، ابزار انتقال دارو]2[ های نانوفلوئیدی ، دستگاه]1[

حسگرها دارای کاربرد و  ]4[ گرهای میکرومکانیکی نوسان

بر روی  هستند. بدین منظور تاکنون بسیاری از محققین

سازه -های سیال خصوصیات جالب توجه دینامیکی سیستم

این  . با توجه به]6-5[اند  در مقیاس کوچک متمرکز شده

بر هستند،  های ملکولی پیچیده و زمان سازی واقعیت که شبیه

تواند  های کلاسیک مکانیک پیوسته می استفاده از تئوری

های  نولولهروشی مفید و مؤثر برای بررسی رفتار مکانیکی نا

 جداره و چندجداره باشد.  کربنی تک

اثرات باریک شدگی و پارامتر مقیاس  ]7[ رفیعی و همکاران

های کربنی غیریکنواخت  کوچک را بر ارتعاشات نانولوله

که  کردندها بیان  مورد بحث و بررسی قرار دادند. آن

بعد با استفاده از تئوری غیرمحلی کوچکتر  های بی فرکانس

دست آمده با تئوری کلاسیک )محلی( خواهند  یر بهاز مقاد

 بود. 

های حاوی سیال، تئوری  سازی نانولوله برای مدل ]8[ وانگ

الاستیسیته غیرمحلی را با تئوری الاستیسیته سطح ترکیب 

بینی شده  های اساسی پیش دکه فرکانسکرده و نشان دا

 یردست آمده با استفاده از مدل ت طور کلی از مقادیر به به

 برنولی بدون درنظرگرفتن اثرات سطحی بیشتر است. اویلر

های کربنی  مشخصات دینامیکی نانولوله ]9[یان و همکاران 

چندجداره حاوی سیال را با استفاده از تئوری الاستیسیته 

پیوسته کلاسیک مورد بررسی قرار داده و گزارش دادند که 

های  سیستم دروالسی تأثیر چندانی بر کنش وان نیروهای برهم

 چندشاخه نخواهند داشت.

برنولی، مدلی  -دراین تحقیق، با استفاده از مدل تیر اویلر

جداره حاوی سیال با  های کربنی سه برای ارتعاشات نانولوله

در نظر گرفتن اثرات مقیاس کوچک هم برای سازه و هم 

برای سیال با استفاده از عدد نادسن و تئوری گرادیان 

شود. بدین ترتیب اثرات مقیاس  شنهاد میاینرسی، پی-کرنش

های طبیعی سیستم مورد  کوچک و نسبت ابعادی بر فرکانس

گرفت. برای حل عددی معادلات  بررسی قرار خواهند

سازه، از روش تقریبی مانده وزنی -سیالحرکت سیستم 

شود که در  شود. همچنین نشان داده می گالرکین استفاده می

أثیر قابل توجهی بر سرعت بحرانی نظرگرفتن اثرات اندازه ت

جریان خواهد داشت. علاوه برآن، میزان تأثیر طول و شعاع 

های طبیعی سیستم و سرعت  های کربنی بر فرکانس نانولوله

 شوند. می بحرانی جریان سیال عبوری مشخص و بیان

 اينرسي -تئوری گراديان کرنش -2

سکس و آاینرسی توسط -تئوری ترکیبی گرادیان کرنش

ها نشان  . آن]10[توسعه داده شد 2009ایفنتیس در سال 

دادندکه ترکیب معادله حرکت و رابطه ساختاری گرادیان 

 صورت زیر بیان کرد: توان به اینرسی را می-کرنش

(1) 2 2

, , ,
( ) ( )

i m i mm ijkl k jl s k jlmm
u l u C u l u     

چگالی جرمی نانوسازه،   که
ijkl

C های کارتزین  مؤلفه

مچنین در بیانگر تغییرمکان است. ه uتانسور الاستیسیته و 

های  ترتیب به گرادیان به  lsو  lmطولی   ( دو اندازه1)  معادله

هستند که بیانگر اندازه المان مربوط اینرسی و کرنش 

 .هستندحجمی در مسائل الاستواستاتیک و الاستودینامیک 

کربنی حاوی سیال در مقایسه با  هطبق این تئوری، نانولول

های کلاسیک دارای پایداری بیشتری خواهد  تئوری

3i. با قرار دادن ]11[بود   و نیز با استفاده از رابطه

برنولی، رابطه  -جابجایی در تئوری تیر اویلر -کرنش

 شود. برنولی حاصل می -بعدی تیر اویلر  ساختاری مدل یک
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-اینرسی، رابطه تنش -با تئوری گرادیان کرنش مطابق

 شود، صورت زیر بیان می کرنش به
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شی تیر هستند. ترتیب تنش و کرنش خم به و  که

بعدی، عبارت  ش یکخم-انحناء کرنش  همچنین طبق رابطه

 رار است،زیر برق
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ذکور به صورت در نهایت گشتاور خمشی بر اساس تئوری م

 زیر ارائه خواهد شد،
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 سيال نانوتأثير مقياس  -3

تصحیح  ضریبسازه، با ضرب  -کنش سیال در معادله برهم

چک در سرعت سیال، اثرات مقیاس کو (VCF)سرعت 

نانوجریان اعمال خواهد شد. با در نظر گرفتن 

، شرط مرزی لغزشی را در معادله حرکت (VCF)پارامتر

صورت زیر تعریف  . این پارامتر بهکرداعمال توان  می

 ،]11[ شود می
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 که
slip

V و
no slip

V


ترتیب با و بدون شرط  ال بهیسهای  سرعت 

ترتیب ضرایب  به bو vمرزی لغزشی هستند. همچنین

و  7/0ند که در اینجا برابر با هستانطباق مماسی و شیب کلی 

ضریب  Cr. در این رابطه ]11[ شوند در نظر گرفته می -1

پذیری است که براساس پیشنهاد پلارد برای سیالات  تراکم

 ،]12[ شود صورت زیر تعریف می لزج به

(6) 1

1
Cr

Kn



 

 آید، دست می ت که از رابطه زیر بهمقداری ثابت اس  که

(7) 1

0 1

2
tan ( )

B
Kn  




     

(، 7در رابطه )
0

64 3 (1 (4 ))b   1 و مقادیر وB 

هستند. در معادله  4/0های آزمایشگاهی و برابر با  هر دو ثابت

بعد  ، یعنی نسبت بی(Kn)(، پارامتر تأثیرگذار، عدد نادسن 5)

ای از  های سیال به طول مشخصه ملکولمیانگین آزاد پویش 

عنوان یک شاخص برای  ت که از آن بهسیال اس  هندسه

شود. محدوده  های مختلف سیال استفاده می تشخیص رژیم

تا  001/0مقدار عدد نادسن برای جریان نانومایعات بین 

 .استمتغیر  01/0

 معادلات حرکت -4

برنولی با استفاده -در اینجا ارتعاشات خمشی مدل تیر اویلر

جداره مورد بررسی  کربنی سه های از معادله حرکت نانولوله

( نشان داده 1شکل ) طورکه در گیرد. همان قرار می

  نانولوله جداره شامل سه کربنی سه های است، نانولوله شده

. هستنددروالسی بین هر دو لوله  جداره با نیروهای وان تک

از سیال  صورت نیروی وارده همچنین، نیروی خارجی را به

ترین لوله  ر داخلیغیرقابل تراکم، آرام و لزج جاری د

-گرفت. بر اساس تئوری گرادیان کرنش نظر درتوان  می

سازه -کنش سیال بعدی برهم حرکت یک  اینرسی معادله

صورت زیر  به  جداره حاوی سیال را می ی سه برای نانولوله

 آورد، دست می بهتوان 
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خمشی، جرم واحد   ترتیب جابجایی به fوW،m،Iکه 

ممان اینرسی و نیروی وارده بر نانولوله هستند و   طول،

های داخلی،  ترتیب به لایه به fو 3، 2، 1های  زیرنویس

مربوط له و سیال عبوری از درون آن میانی و خارجی نانولو

مدول یانگ نانولوله و  ترتیب به Uو Eند. همچنینهست

( نیروهای وارده بین 8سرعت جریان سیال هستند. در رابطه )

ند که ا دروالس کنشی وان هر دو جداره، نیروهای برهم

 شوند، صورت زیر تعریف می به
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c دروالس برای جداره نانولوله  ضریب نیروی وان

ریب مقدار این ض .کند کربنی بوده و اثر اندازه را لحاظ می

 صورت زیر قابل محاسبه است، به
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دروالس برای  پارامترهای ضریب وانaو،که

 ،968/2 (meV) و به ترتیب با  ندهست کربنی ی نانولوله

(A)407/3 و(A) 42/1  هستند.برابر
i

Rو
j

R  شعاع

nمرکز بوده و های مجاور هم نانولوله

ij
E صورت زیر  به

 شود: محاسبه می
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د؛ کرارائه توان  میبعد  صورت بی ( را به8حرکت )  معادله

 شوند، زیر تعریف میبعد  غیرهای بیبدین منظور مت
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 آید، دست می ورت زیر بهص  بعد به حرکت بی  لذا معادله
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 سازی و حل تقريبي گسسته -5

(، از روش 14بعد ) در اینجا برای حل معادله دیفرانسیل بی

  هجواب این معادل ،شود. بنابراین تقریبی گالرکین استفاده می

 شود، صورت زیر تقریب زده می به

(15) 
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r
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)که )
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q  ،( )
r N
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و 
2

( )
r N
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ترتیب مختصات  به 

میانی و   ی داخلی، سازی شده های گسسته لوله  یافته تعمیم

)بیرونی هستند و )
r
  ها   لوله بعد نانو بی  توابع ویژه

که در اینجا  را هستندکه باید شرایط مرزی طبیعی و هندسی

گاه دوسر لولا  گاه ساده در دو انتها و یا تکیه صورت تکیه به 

بعد این شرایط  بی شکل. کندارضاء   ، شود می در نظرگرفته 

صورت زیر خواهند بود: مرزی به
  

(16) 
2

2
0,10 , ( ,0) 0 ر د


 





 


 

هارمونیکی با شرایط مرزی معادله    برای داشتن حرکت ساده

)توابع آزمون   (،16) )
r
   و مختصات تعمیم یافته( )

r
q  

 شوند، صورت زیر در نظر گرفته می هب

(17) ( ) sin( ) , ( ) exp( )
r r r r

r q A s       

که 
r

A بعد  ثابت بی  دامنهrاُمین مختصات تعمیم یافته و
r

s 

اُمین مود مختلط فرکانس ویژه است. به rگر مقدار  بیان

قرار دادن عدد  1با برابر  ،سازی معادله حرکت منظور گسسته

(، 14( در معادله )17( تا )15) روابطموج و جایگذاری 

آید. سپس با ضرب این مقدار مانده  دست می مانده به مقدار

توان  میدر تابع وزنی که آن را برابر با تابع آزمون )مقایسه( 

دست خواهد آمد. با  مقدار مانده وزنی به .گرفتنظر  در

گیری از مانده وزنی در سراسر دامنه سازه و سپس با  انتگرال

سازی شده  هبرابر صفر قرار دادن آن، معادلات حاکم گسست

 شوند. حاصل می

 نتايج و بحث -6

خصوصیات هندسی و مادی نانولوله کربنی و سیال عبوری 

( 1است، در جدول ) از درون آن که در اینجا آب فرض شده

دست آمده براساس پارامترها و  اند. نتایج به نمایش داده شده

 بعد و با استفاده از برنامه نویسی در محیط نرم معادلات بی

تأثیر نسبت  ،. در این بخشندا زار متلب استخراج شدهاف 

های مشخصه بر سرعت بحرانی  ابعادی، عدد نادسن و طول

 جریان مورد بررسی قرار خواهند گرفت.

 دروالسی. وانامترهای هندسی و پارامترهای ضریب ( پار1جدول )

 مقدار بعد نماد پارامتر

 R1 nm 9/11 درونی  شعاع داخلی لوله

 R2 nm 24/12 میانی  شعاع داخلی لوله

 R3 nm 58/12 بیرونی  شعاع داخلی لوله

 h nm 34/0 ضخامت

 E Tpa 1 مدول یانگ

 سازهچگالی جرمی 
c

 
3-g cm 3/2 

 چگالی جرمی سیال
f

 
3-g cm 1 

های درونی، میانی و بیرونی  ای داخلی لولهه ضخامت و شعاع

 اند. ( نشان داده شدهب-1در شکل )

 
ب( نمای )ی حاوی سیال،  جداره کربنی سه ی نانولولهالف( ) ( 1)شکل 

 . جداره کربنی سه ی سطح مقطع نانولوله
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-ی تئوری گراديان کرنش  اثرات مقياس اندازه -6-1

 اينرسي و نسبت ابعادی 

و  1ی وابسته به اندازه ات تئوری پیوستهدر این بخش اثر

های ابعادی مختلف بر سرعت بحرانی جریان و رفتار  نسبت

کربنی حاوی سیال مورد بررسی قرار  های ارتعاشی نانولوله

بعد جریان  ( تغییرات سرعت بحرانی بی2گیرند. شکل ) می

سیال را نسبت به ضخامت نانولوله برای چهار مقدار نسبت 

د کر توان ملاحظه دهد. می نشان می 10و  5  ،2، 1ابعادی 

سرعت بحرانی جریان   که با افزایش ضخامت نانولوله،

اثر نسبت ابعادی بر سرعت   یابد. علاوه براین، کاهش می

یابد.  بحرانی جریان با کاهش ضخامت نانولوله افزایش می

بعد  ی بی های ویژه های موهومی فرکانس ( بخش3شکل )

بعد جریان برای  را در مقابل سرعت بی اساسی نانولوله

  و مقیاس طول مشخصه 2و  1ابر با های ابعادی بر نسبت

 دهد.  نشان می 1/0و  0355/0بعد برابر با  بی

 

بعد  بعد جریان سیال نسبت به ضخامت بی ( سرعت بحرانی بی2شکل ) 

 های ابعادی مختلف. کربنی برای نسبت ی نانولوله

                                                           
1
 Size dependent continuum theory 

 
بعد سیال برای  بعد اول نسبت به سرعت بی عی بی( فرکانس طبی3شکل )

 ی مختلف. های مشخصه های ابعادی و طول نسبت

، برای مقیاس ]10[طبق نظریات آسکس و آیفنیتس 

های طول
m

l و
s

l ی بزرگی قابل تصور است و در  محدوده

اینجا
s

l10
m

l  ( مورد 20و20کربنی ) ی برای نانولوله

توان مشاهده کرد که در یک  گیرد. می استفاده قرار می

بحرانی   مشخصه، سرعت با کاهش طول  ابعادی معین، نسبت 

شیب  های برای نسبت  یابد. به عنوان مثال، جریان افزایش می

ی  در اندازه ٪58/0و  ٪30/2ترتیب تقریباً  به 2و  1برابر با 

دهد. این بدین معنی  سرعت بحرانی جریان کاهش رخ می

تری  است که ناپایداری دیورژانس در سرعت بحرانی پایین 

 شود. واقع می

 تأثير عدد نادسن در نانوسيال  -6-2

بعد اول  های طبیعی بی ترتیب فرکانس ( به5( و )4های ) شکل

ریان سیال برای سه مقدار بعد ج و دوم را در مقابل سرعت بی

ی مقادیر  دهند. با مقایسه مختلف عدد نادسن نشان می

، 0نادسن برابر با   داعداهای بحرانی جریان برای  سرعت

های مود  توان نتیجه گرفت که پدیده می  ،01/0و  001/0

دیورژانس و مود کوپل فلاتر با افزایش عدد نادسن، در 

طور که در  همان دهند. بحرانی کمتری رخ می  سرعت

شود، با افزایش عدد نادسن  می ( مشاهده 5( و )4های ) شکل
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سرعت   ، در اندازه01/0تا  001/0و از  001/0از صفر تا 

د. ده کاهش رخ می ٪1/17و  ٪2/4ترتیب تقریباً  بحرانی به

عدد نادسن بر فرکانس طبیعی که   جز اثر کاهنده به  بنابراین،

ای دیورژانس و فلاتر زودتر واقع ه شود ناپایداری موجب می

مقدار سرعت بحرانی جریان با هر عدد نادسن و در   شوند،

 و (4)های بینی است. همچنین از شکل پیشهر مودی نیز قابل 

ی کوچک نانوسیال بر  توان دریافت که اثر اندازه ( می5)

افزایش  های طبیعی با افزایش سرعت جریان،  فرکانس

 یابد. می

  
بعد برای  بعد اول در مقابل سرعت جریان بی طبیعی بی فرکانس( 4شکل )

 .01/0و  001/0، 0سه مقدار مختلف عدد نادسن برابر با 

 
بعد برای  بعد دوم در مقابل سرعت جریان بی طبیعی بی ( فرکانس5شکل )

 .01/0و  001/0، 0سه مقدار مختلف عدد نادسن برابر با 

را با نتایج پایدوسیس   آن  به منظور صحت سنجی این نتایج،

جا که پایدوسیس  مورد مقایسه قرار داد؛ از آنتوان  می]13[

تئوری جریان درپوش )پلاگ( را برای سیال مد نظر قرار 

در اینجا عدد نادسن برابر با صفر قرار داده   است، داده 

 ( با14حرکت )  در معادله VCFیعنی مقدار پارامتر   ،شود می

توان  ( می5( و )4های ) شود. از شکل جایگزین می 1مقدار 

که با افزایش سرعت جریان از صفر تا مقدار  کرد مشاهده

بحرانی آن، فرکانس طبیعی به صفر نزدیک شده و در 

سختی سیستم   در نتیجه،  شود؛ سرعت بحرانی برابر با صفر می

  (،4شود. طبق شکل ) ناپدید شده و مود دیورژانس واقع می

است که این منطبق با  انس برابر با اولین مود دیورژ

 باشد. مشاهدات پایدوسیس می

 
ی  جداره کربنی سه  بعد نخست نانولوله طبیعی بی انس( سه فرک6شکل )

 بعد جریان نانوسیال. حاوی نانوسیال در مقابل سرعت بی

 های ديورژانس و فلاتر    سازی ناپايداری شبيه  -6-3

بعد سیستم را نسبت به  های طبیعی بی ( فرکانس6)شکل 

دهد.  شان میبعد جریان سیال در سه مود نخست ن سرعت بی

ومقدار  01/0برابر با حرکت، عدد نادسن   در اینجا در معادله

مربوط به گرادیان کرنش  طول مشخصه
s

l  0355/0برابر با 

نسبت ابعادی   ند بخش قبلی،شود. همچنین مان قرار داده می
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1000صورت  به
out

L R   شود. با توجه به  می گرفته  در نظر

( ضریبی از 9( و )8دروالسی در معادلات ) اینکه نیروهای وان

انتظار   لذا با در نظر گرفتن این نیروها،  هستند، W جمله

ر صفر رود که سختی معادل سیستم افزوده شود. با براب می

د کرتوان مشاهده  قرار دادن عبارت سختی معادل سیستم، می

یابد. این  که مقدار سرعت بحرانی جریان سیال افزایش می

دروالسی،  بدین معنی است که درنظر گرفتن نیروهای وان

سازد. علاوه بر این، فرکانس طبیعی  سیستم را پایدارتر می

ریان سیال، بعد در هر سه مود نخست با افزایش سرعت ج بی

فرکانس طبیعی   یابد. با افزایش سرعت جریان، کاهش می

به صفر رسیده و  576/2اول در مقدار سرعت بحرانی برابر با 

صورت ناپایداری  شود، این حالت به سیستم ناپایدار می

شود. سپس با افزایش سرعت جریان تا  دیورژانس شناخته می

این نقطه، شود. در  سیستم مجدداً پایدارمی ، 813/4

های طبیعی مودهای اول و دوم با یکدیگر کوپل  فرکانس 

مشابهی در   . پدیدهمی دهدشده و ناپایداری فلاتر رخ 

افتد که در  اتفاق می  219/7سرعت جریان بحرانی برابر با 

 شود. دیورژانسی سوم و فلاتر دوم واقع می  آن ناپایداری

 گيری  نتيجه -7 

های  زاد جانبی و ناپایداریدر این تحقیق ارتعاشات آ

 جداره حاوی جریان سیال با در نظر کربنی سه های نانولوله

گرفتن اثرات مقیاس کوچک برای سیال و سازه و براساس 

اینرسی بررسی شد. برای دریافت  -تئوری گرادیان کرنش

برنولی  -چگونگی پاسخ ارتعاشی سیستم، مدل تیر اویلر

سازه -کنش سیال کت برهماعمال و نیز برای حل معادله حر

از روش تقریبی مانده وزنی گالرکین استفاده شد. همچنین 

های  بعد جریان سیال و فرکانس تغییرات سرعت بحرانی بی

های مشخصه مربوط به  های ابعادی و طول بعد برای نسبت بی

اینرسی استخراج و مورد بحث قرار  -تئوری گرادیان کرنش

دروالسی که  نیروهای وان گرفت. نشان داده شدکه برخلاف

شوند، سیال جاری  باعث افزایش میزان پایداری سیستم می

ترین نانولوله، فرکانس طبیعی سیستم را کاهش  در داخلی

تواند سیستم  داده و این بدین معنی است که سیال جاری می

ثبات سازد. همچنین نشان داده  سازه را ناپایدار و بی -سیال

سیستم زودتر   ادسن سیال عبوری،شد که با افزایش عدد ن

سرعت   دهند که اندازه . نتایج نشان میشود ناپایدار می

بحرانی جریان با کاهش ضخامت نانولوله، افزایش و با 

کاهش   افزایش طول نانولوله و یا افزایش شعاع خارجی آن،

 یابد. می
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