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نسبتاً ضخيم با استفاده از روش  تابعي هدفمندمدلسازی استاتيکي غيرخطي ورق 

 آزادسازی ديناميکي

 2محلوجی وحید،*،1محمودی محمدجواد

 mj_mahmoudi@sbu.ac.ir* نويسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

 هدفمند تابعیساخته شده از مواد ضخیم نسبتاً غیرخطی ورق  استاتیکیاين مقاله تحلیل  در

تئوری مرتبه صورت گرفته است. اين امر به کمک با استفاده از روش آزادسازی دينامیکی 

رفتار . جهت تحلیل شده استانجام در نظر گرفتن ورق ضخیم منظور ه اول برشی میندلین ب

. شرايط بارگذاری و شرايط شده استمعادلات گسسته شده استخراج هندسی غیرخطی 

گاه ساده در چهار لبه صورت بارگستره عرضی يکنواخت و تکیههترتیب بهمرزی ورق ب

، اين معادلات آمدهدستبهجهت عمومیت بخشیدن به نتايج . ورق ضخیم در نظرگرفته شده است

-هدای تفاضلات محدود مرکزی حل شدينامیکی بر مبنبه صورت بدون بعد با اعمال روش آزادسازی 

يج و نسبت ضلع به ضخامت ورق بر نتا هدفمند تابعیماده  توانی. اثر پارامترهای مسأله نظیر ثابت اند

خطی گرفتن رفتار غیردست آمده، لزوم درنظر . با توجه به نتايج بهتحلیل مورد بررسی قرار گرفته است

و  ش ورق را درنظر بگیردکه اثرات ضخامت ورق روی پاسخ خمای  و استفاده از تئوری هندسی

آزادسازی دينامیکی با وجود جملات غیرخطی ناشی از حل همچنین در نهايت لزوم استفاده از روش 

 .شده است ی بحثهدفمند تابعتغییرشکل زياد ورق ضخیم

 ورق هدفمناادروش آزادسااازی دينااامیکی،  

میندلین، تغییار  ، تئوری مرتبه اول برشی تابعی

 شکل بزرگ الاستیک

                                                           
 ، دانشگاه شهید بهشتی، تهرانو انرژی مکانیکمهندسی استاديار، دانشکده -1

 ، دانشگاه شهید بهشتی، تهرانو انرژی مکانیکمهندسی دانشجوی دکتری، دانشکده  -2
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 مقدمه -1

مورد نیاز در تواند جوابگوی خواص يک ماده به تنهايی نمی

برای امروزه استفاده ترکیبی از مواد صنايع پیشرفته باشد. 

است. به يافته روز افزايشبهدستیابی به خواص مطلوب روز

ای تولید شدند خواسته، مواد مرکب لايهمنظور ارضای اين 

که در دو سطح خود خواص متفاوتی داشتند ولی آنها نیز 

های پسماندلايه لايه شده و دارای عمر کمی در اثر تنش

 بودند.

مواد مرکب در به دنبال گسترش روز افزون استفاده از 

صنايع مختلف، ايده ساخت نسل جديدی از مواد به نام ماده 

در سال در ژاپن مطرح گرديد. برای اولین بارهدفمند تابعی

در لابراتوار هوافضای ژاپن موادی با ريز ساختار  1891

تدريجی  ید شد که خواص مکانیکی آن به طورناهمگن تول

نمود. مواد با و پیوسته از سطحی به سطح ديگر تغییر می

( FGM)1هدفمند تابعیتغییر تدريجی خواص يا مواد 

های غیر همگنی هستند که دارای تغییرات پیوسته کامپوزيت

-در ترکیب اجزای تشکیل دهنده خود )فلز و سرامیک( می

اولین بار توسط هدفمند تابعیباشند. ايده ساخت مواد 

کانیکی کويزومی به منظور کاربردهايی که در آن مقاومت م

همراه تحمل حرارتی عالی مورد نیاز باشد، توسعه داده بالا به

مهم استفاده از اين مواد در فرايند  . يکی از موارد[1]شد

 باشد.ای میکافت راکتورهای هستهش

هدفمند های چند سال از ساخت ورقگذشت از  پس

های زيادی جهت تحلیل رفتار آنها پیشنهاد شد. تخمینتابعی

، 2بالاهای برشی مرتبه ابودی و همکاران با استفاده از تئوری

با تغییرخواص در هدفمند تابعیهايتحلیل ترموالاستیک ورق

. پراوين [1تا  2]يک، دو و سه جهت متعامد را ارائه نمودند 

و ردی روش المان محدود را جهت يافتن پاسخ استاتیکی و 

کار بردند سرامیک به-فلزهدفمند تابعیهای دينامیکی ورق

بود کارمن استفاده شده-روابط غیر خطی فناز که در آن 

های دايروی . ردی و همکاران خمش متقارن ورق[5]

را تحلیل کردند که بر پايه تئوری میندلین بود  هدفمند تابعی

 هدفمند تابعیهای مستطیلی . ردی رفتار استاتیکی ورق[6]
                                                           
1.Functionally Graded Material(FGM) 

2.Higher order Shear Deformation Theory (HSDT)
 

 3مرتبه سوم را مورد بررسی قرار داد که پايه آن تئوری برشی

های . ردی و چنگ تحلیل ترمومکانیکی ورق[7]بود 

. چنگ و باتر از [9]را ارائه دادند  هدفمند تابعیمستطیلی 

بعدی يک روش گسترش داده شده جهت تحلیل سه

با تابع بیضوی استفاده  هدفمند تابعیهای ترموالاستیک ورق

. باتر و چنگ [8]های گیردار بود کردند که ورق دارای لبه

گاه با شرايط تکیه هدفمند تابعیهای چند ضلعی خیز ورق

ساده را بوسیله تئوری برشی مرتبه اول و تئوری برشی مرتبه 

. کشتالیان با استفاده از [11]بندی نمودند سوم فرمول

های ورقيک تحلیل دقیق برای خمش  1پلواکو معادلات

. وو و مگود يک [11]ارائه نمود  هدفمند تابعیمستطیلی 

 هدفمند تابعیهای حل تحلیلی برای تغییر شکل زياد ورق

. يانگ و شن تغییر شکل بزرگ و [12]نازک ارائه دادند 

را  هدفمند تابعیای مستطیلی نازک هکمانش ورقپاسخ پس

-نیمه تحت بار عرضی و داخل صفحه با استفاده از روش

و روش  6همراه تقريب تفاضل مربعیبه5تحلیلی اختلال

در تحقیق ايشان از ورق . [13]گلرکین، مطالعه کردند 

گاه گیردار در دو لبه مقابل و با دو تکیه هدفمند تابعی

اجزاء استفاده شده همچنین فرم ساده توانی برای توزيع 

نیا رفتار تغییرشکل بزرگ ورق نازک است. قنادپور و علی

را تحت بار عرضی با حداقل کردن انرژی  هدفمند تابعی

بیگلو تحلیل . [11]دست آوردند پتانسیل کل سیستم به

با  هدفمند تابعیبعدی ورق مستطیلی ترموالاستیک دقیق سه

گاه های ساده را ارائه های کوچک روی تکیهتغییر شکل

در اين تحقیق تابع نمايی جهت مدل کردن تغییرات . کرد

در طول ضخامت ورق در نظر  هدفمند تابعیخواص ماده 

فوريه گرفته شده است و حل تحلیلی با استفاده از سری 

دوگانه نسبت به مختصات داخل صفحه روش فضای حالت 

کومار و همکارانش تحلیل خمش ورق . [15]ارائه شده است

با روش عددی د را ضخیم با تغییرشکل زيا هدفمند تابعی

 .[16]رافسون بررسی کردند-غیر دقیق نیوتن ساده و

                                                           
3. Third order Shear Deformation Theory (TSDT) 

4.Plevako 

5. Perturbation 

6. Differential quadrature approximation 
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در روشهای معمول حل معادلات تعادل استاتیکی فرض 

اند. از ابتدا در سازه وجود داشته یشود که نیروهای داخلمی

-هتوان فرض کرد که نیروهای خارجی بحالتی می در چنین

شوند که رفتار ای اعمال میطور بسیار آهسته به گونه

دينامیکی سازه قابل چشم پوشی باشد. بیان مشابهی برای 

ای فیزيکی شد اولین بار توسط ريلی مطرح و منجربه ايده

است.  1اکنون پايه و اساس روش آزادسازی دينامیکیکه هم

 1861دی در سالهای ی اولیه اين ايده بوسیله آتر و کاربردها

جهت آنالیز مسائل مربوط به جذر و مد و آبگیری انجام 

تدريج هب 61. از حدود سالهای اواسط دهه [17]گرفت 

مقالات در مورد اين روش جديد شکل گرفت که مهمترين 

نوشته شد  1865ای است که توسط دی در سال آنها مقاله

يک روش کامپیوتری جديد  ها آتر در مقاله خود از. بعد[19]

برای محاسبه تنش و تغییر مکان در مخازن فشاری جدار 

برد که بر اساس تفاضل محدود با کاربرد تفاضل ضخیم نام 

. تروی تحلیل استاتیکی ورق [18]مرکزی شکل گرفته بود 

ا خیز زياد با استفاده از روش پ را بومیندلین مستطیلی ايزوتر

فلاحتگر تحلیل  سپس. [21]آزادسازی دينامیکی انجام داد 

ورق قطاعی ويسکوالاستیک غیرخطی را با استفاده از روش 

. در ادامه تحقیقات حل [21]آزادسازی دينامیکی انجام داد 

دايروی و قطاعی از دايره با استفاده از روش آزادسازی ورق 

. تنها مورد استفاده از روش [25تا  22]دينامیکی انجام گرفت 

 هدفمند تابعیهای آزادسازی دينامیکی در تحلیل ورق

. [26]شود میکدخدايیان دايروی شامل کار گلمکانی و 

های استفاده از روش آزادسازی دينامیکی در تحلیل ورق

مستطیلی چه نازک و چه ضخیم در تحقیقات  هدفمند تابعی

 پیشین مورد بررسی قرار نگرفته است. 

-های سنتی حل مسائل ورقدر اين مقاله، بر خلاف روش

ها، روش نسبتاً جديد و مؤثر آزادسازی دينامیکی جهت 

با  هدفمند تابعیتحلیل استاتیکی ورق مستطیلی ضخیم 

-ها و قابلیتتغییرشکل زياد مورد استفاده قرار گرفته و توانايی

. اين استسائلی از اين قبیل، نشان داده شدههای آن در حل م

صورت مشروح بیان هادامه مقاله بگونه که در روش، آن

                                                           
1.Dynamic Relaxation 

تحلیل  خواهد شد، مسئله استاتیکی را از ديدگاه دينامیکی

-نموده و رفتار حالت ماندگار را متناظر با حل استاتیکی در

د. جهت درنظر گرفتن اثرات ضخامت ورق و گیرمی نظر

استفاده  2تغییرشکل برشی عرضی از تئوری برشی مرتبه اول

های معادلات حاکم بر ورقماهیت  شود. از آنجا کهمی

های توان برای ورقبه نحوی است که نمی هدفمند تابعی

مستطیلی با شرايط مرزی دلخواه در دو لبه موازی پاسخ 

کاملاً تحلیلی ارائه نمود، لذا دراين مقاله شرايط مرزی 

گاه ساده در دو لبه موازی و ورق میندلین مورد نظر تکیه

هدفمند بتدا مدل توزيع خواص ماده اين ترتیب ااست. به

گردد و در ادامه به ارائه معادلات ورق مطرح می تابعی

ضخیم با تغییرشکل بزرگ پرداخته  هدفمند تابعیمستطیلی 

می شود. سپس روش عددی آزادسازی دينامیکی برای ورق 

يابد. در نهايت به ارائه معرفی و گسترش می هدفمند تابعی

شود و پرداخته می موجودتحقیقات نتايج، مقايسه آن با 

اثرات نسبت ضلع به ضخامت ورق و پارامتر رفتاری مدل 

روی پاسخ استاتیکی ورق موردنظر  هدفمند تابعیماده 

 شود.بررسی می

 هدفمند تابعيمدل خواص ماده  -2

( سازه مورد بررسی شامل ورق مستطیلی 1مطابق شکل )

به ترتیب   و طول   ، عرض  به ضخامت  یاهدفمند تابعی

 مختصات دکارتی انتخابی کهمحور   و   ،  در راستاهای 

منطبق بر صفحه میانی ورق آن  zو مبدا محور     صفحه 

عرضی يکنواخت  باشد. اين ورق تحت بارگذاریاست، می

 آن است.  هایهای ساده در لبهگاهقرار دارد و دارای تکیه 

 

هدفمند ( هندسه و دستگاه مختصات انتخابی ورق مستطیلی 1شکل )

 تابعی

                                                           
2. First order Shear Deformation Theory (FSDT)
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ورق مستطیلی از مخلوط سرامیک و فلز ساخته شده 

صورت پیوسته و آرام در خواص ماده ترکیب شده به است.

های تحلیلی و کند. مدلطول ضخامت ورق تغییر می

دست آوردن توابع مناسب محاسباتی زيادی که در مورد به

کنند، بحث می هدفمند تابعیمنظور مدلسازی خواص مواد به

با يک کسر حجمی  هدفمند تابعیماده اند. يک ارائه شده

شود. بیشتر محققان از توابع توانی، توابع متغیر تعريف می

د. در اين کننمیاستفاده  1هاو يا قانون ساده مخلوط نمايی

 صورتهبيک مدل تعیین خواص  عنوانهبتحقیق، مدل ردي

خواص  هاشود. بر طبق قانون ساده مخلوطمی استفادهتر واقعی

 :[5]شود می زير بیان صورتهب ماده در طول ضخامت ورق 
(1)  ( )            

ترتیب به اجزاء فلزی و سرامیکی به  و   که زيرنويس 

و سرامیک    کسر حجمی فلز در مدل ردی،اشاره دارد. 

 :[5]شوند زير فرض می صورتهب  
(2) 

   (
 

 
 

 

 
)                        

ثابت   و (           )مختصات ضخامت   که 

، که نحوه تغییرات خواص در استهدفمند تابعیماده توانی 

کند. در میان خواص مورد بررسی، ضخامت را اعمال می

مدول يانگ در ضخامت ورق متغیر بوده و از سطح بالايی تا 

 کند. سطح پايینی از سرامیک به فلز يا برعکس تغییر می

روی تغییر شکل خیلی کمتر از مدول  تاثیر نسبت پواسون

 .[11تا  5]شود يانگ است که اين مقدار ثابت در نظر گرفته می

 تحليل -3

 معادلات حاکم ورق -1 -3

های ضخیم که مورد نظر اين تحقیق است، فرض در ورق

عمود ماندن خط عمود عرضی در حین تغییر شکل حذف 

شود. های برشی عرضی در نظر گرفته میشود و اثر تنشمی

تواند در طول ضخامت تغییر کند. بر در نتیجه خیز ورق می

-هتغییرمکان ب هایؤلفهماين مبنا در تئوری مرتبه اول برشی، 

 :[29]شوند بیان می  صورت زير تابع مختصات جهت عرضی 

                                                           
1. Rule of mixture 

(3) 

 (     )    (   )     (   ) 

 (     )   (   )     (   ) 

 (     )   (   ) 

ترتیب دهنده مؤلفه بردار تغییر مکان  بهنشان   و   ،  که 

 هستند.   و   ،  در راستاهای 
 و 0

تغییرمکان داخل صفحه 0

  و   ترتیب در راستاهای میانی ورق بهای روی صفحهنقطه

 هستند وتوابع 
 

 و
 

  و   دهنده دوران حول محورهای نشان

های داخل صفحه ها تغییرمکانباشند. با فرض اينکه در ورقمی

نسبتاًً بزرگ   خیلی کوچک هستند اما  تغییرمکان عرضی 

صورت تغییرمکان فنکارمن به-است، روابط غیرخطی کرنش

 :[29]شود زير نوشته می
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 که در آن:
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برابر صفر است. بنابراين    کرنش عمودی صفحهمیانی 

يافته برای ورق ايزوتروپ مورد نظر طبق قانون هوک تعمیم

 شود:صورت زير نوشته میای بهروابط تنش و کرنش صفحه

(6) 

{
  

  
}  

 

  𝜈
 [

 𝜈

𝜈  
] {

  

  
} 

{

   

   
   

}  
 

 (  𝜈)
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 ( )   مورد نظر  هدفمند تابعیآن برای ورق که در 

 است. 

با استفاده از اصل تغییر مکان مجازی معادلات تعادل 

 :[29]شود می صورت زير نوشتهخطی و دورانی ورق به

(7) 

   

  
 

    

  
   

   

  
 

    

  
   

   

  
 

   

  
   

   

   
     

   

    

   

   

   
     

   

  
 

    

  
      

   

  
 

    

  
      

های تنش داخل ترتیب منتجهبه   و     ،    که در آنها 

صورت زير صفحه، تنش برشی عرضی و گشتاور هستند که به

 شوند:تعريف می

(9) 

{

  

  

   

}  {

  

  

   

})  ∫ {

  

  

   

} (   )  
 

 

 

 
 

 

 

(
  

  

)  ∫ (
   

   

)
    

    

   

( و استفاده 9های )( در انتگرال6با جايگزينی قانون هوک )

 آيند:( برای کرنش روابط زير بدست می5( و )1از روابط )

(8) 

   
 

  𝜈
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  𝜈  
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  𝜈
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 )∫    
   

    

 

گاه ساده در چهار تکیه بصورتگاه که با توجه به تکیه

 شود:زير نوشته می صورتهبضلع ورق است، شرايط مرزی 

 ، داريم:     هایروی لبه

              

 ، داريم:     هایوی لبهر

              

 روش حل آزادسازی ديناميکي -3-2

در بخش قبل که پاسخ غیرخطی سیستم معادلات بیان شده 

-را تشريح میهدفمند تابعیتغییرمکان بزرگ ورق مستطیلی 

پذير راحتی امکانپیچیده هستند و حل تحلیلی آنها بهکنند، 

تواند مفید می های حل عددینیست. بنابراين استفاده از روش

-به [28و  29]باشد. در اين قسمت، روش آزادسازی دينامیکی 

حل سازی تفاضل محدود برای همراه يک طرح گسسته

مستطیلی هدفمند تابعیمعادلات ديفرانسیل غیرخطی ورق 

شود. آزادسازی دينامیکی يک روش تکراری است می استفاده

-که عموماً يک مسأله استاتیکی را به فرم دينامیکی آن برای به

کند. اين روش خصوصاً دست آوردن يک حل پايا تبديل می

برای مسائل با غیرخطی هندسی و رفتار ماده بالا مورد توجه 

-دلیلايندلیل طبیعت صريح آن و همچنین بهدرضمن به است.

بردار رفتار شود،  صورتهبها که در اين روش با همه کمیت

ريزی آسان اين روش بسیار مناسب برای کامپیوتر و قابل برنامه

ه داده کم و پايداری حل آن بسیار مطلوب با ملزومات ذخیر

اين فوايد محققان بسیاری از اين روش برای حل واسطهبه .است

 کنند.می استفادههم معادلات خطی و هم غیرخطی 

الگوريتم روش آزادسازی دينامیکی بر اساس تبديل يک 

مسأله شرط مرزی به مسأله شرط اولیه و مرزی معادل آن استوار 
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يل با اضافه کردن جملات اينرسی و میرايی به است. اين تبد

شود. قبل از سمت راست معادلات تعادل ورق حاصل می

اعمال اين روش، مشابه مطالعات پیشین جهت بدون بعد نمودن 

-معادلات، متغیرهای بدون بعد، با علامت خط بالای آنها به

 شوند:صورت زير تعريف می
    ̅,     ̅,      ̅      ̅   

       (     ),      ̅      ̅ 

  
  

 
 ̅,   

  

 
 ̅,     ̅,   
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   ̅ ,    
   

   ̅ ,     
   

   ̅  , 

   
   

 
 ̅ ,    

   

 
 ̅ ,   

   

   ̅ 

   و  ،  های دانسیته مجازی انتقالی در راستاهای عبارت

و دانسیاته مجازی دورانی حول    و و   ،   ترتیببه

   ترتیب ، به و  محورهای 
   و 

های هستند. عبارت

  ،  ضريب میرايی مجازی انتقالی در راستاهای 

و ضريب میرايی مجازی دورانی حول   و  ،  بترتیب  و

   ترتیب ، به و  محورهای 
   و

ها در هستند. اين عبارت

-( قرار می7سمت راست معادلات تعادل ) محل مناسب در

گیرند. نحوه محاسبه آنها در پیوست مقاله با توجه به فرم 

شود، آورده گسسته سازی تفاضل محدود که در ادامه بحث می

 : استشکل زير بعد شده آنها بهفرم بی است.شده 
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. 

های دانسیته مجازی و ضرايب میرايی با اضافه کردن عبارت

ضرايب عنوان ( به7مجازی در سمت راست معادلات تعادل )

های بدون ترتیب جملات شتاب و سرعت و با اعمال کمیاتبه

 ايند:زير در می صورتهببعد، معادلات تعادل 

(11) 
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جهت اعمال روش آزادسازی دينامیکی تقريب زير برای 

 شود:می و شتاب درنظر گرفته سرعت
  

  
  ̇  

 ̇   ̇ 

 
 
   

   
 

 

  
(
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  ̇

  

 
 ̇   ̇ 

  
   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅  

بعد به ترتیب به مقادير متغیرها به  و  که در آن بالانويس 

 اشاره دارد.   و قبل از نمو زمانی

-صورت زير نوشته میبه،اولین معادله تعادل شبه دينامیکی

 :شود

  ̅ 

  ̅
 

  ̅  

  ̅
  ̅ 

 ̇̅   ̇̅ 
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 ̇̅   ̅ 

 
 

 :آيدصورت زير درمی،بهبا اعمال کمی عملیات رياضی

 ̇̅  (
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 ) ̇̅ 

 
  

 ̅ 
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  ̅
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  که در آن 
  

 ̅   

  ̅ 
اين ترتیب معادلات متناظر . به

 دست آورد. هتوان بدينامیکی را میديگر تعادل شبهمعادلات 

اين معادله و ساير معادلات تعادل شبه دينامیکی پس از 

 شوند:صورت زير نوشته میاعمال تفاضلات محدود مرکزی به



 اول/ شماره هشتمسال /4931بهار فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

43 
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تبديل معادلات تعادل به شکل مسأله مقدار اولیه باعث وارد 

شد. بنابراين لازم است که جهت برقراری  tکردن متغیر زمان 

شود: با  استفاده( 12زمان از روابط )-سازگاری تغییرمکان

های سرعت طبق روابط زير گیری از مؤلفهاستفاده از انتگرال

 به نمود:های هر گره را محاستوان تغییر مکانمی
(12)      (   )      ̇ (   )   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅  

يابد تا قدر ادامه میبا تکرار محاسبات، روند فوق آن

يا کمتر از آن برسند. در اين  11-6ها به مقدار ناچیز مثلاًسرعت

شرايط تعادل استاتیکی حاکم شده و نوسانات تقريباً به صفر 

نتیجه مقادير تغییر مکان و تنش با تقريب بسیار شوند. در میرا می

بندی و تشريح گردند. بنابراين برای جمعخوبی محاسبه می

دقیق نحوه اعمال روش آزادسازی دينامیکی، الگوريتم اين 

قابل ( 2شکل )نمودار جريانیصورتهبروش روی معادلات پیشین 

انتخاب عملکرد موفق روش آزادسازی دينامیکی به .ارائه است

مناسب مقادير ضرايب میرايی و دانسیاته مجازی و همچنیننمو 

ها در اوايل ابداع روش زمانی بستگی دارد. مقادير اين کمیت

طريقه سعی و خطا مورد استفاده قرار آزادسازی دينامیکی به

-هايی برای محاسبه اين ضرايب بهتدريج روشگرفتند. اما بهمی

. در مطالعه حاضر، جهت حصول يک [31و 21]وجود آمد 

بهینه  بصورتکمیت بايد در ابتدا  11بخش، حل رضايت

های مجازی با های تقريب برای دانسیتهانتخاب شوند. عبارت

با فرض مقدار واحد برای  [31]از تکنیک بیان شده در  استفاده

، در تحقیق حاضر برای ماده هدفمند تابعی در   نمو زمانی 

همچنین ارتباط با ضرايب  است.بخش پیوست ارائه شده 

 است.پذير میرايی از طريق يک ضريب مشترک امکان
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 الگوريتم اعمال روش آزادسازی دينامیکینمودار جريانی ( 2شکل )

ضرايب میرايی درستو بهینه جزئیات اين روند برای انتخاب 

لازم به ذکر است که در تحلیل  است.ورده شده آ[21]در 

آزادسازی دينامیکی همواره دو پارامتر، میرايی ويسکوز و 

-هبای از نمو زمان و دانسیتهدانسیته مجازی شامل تابع ساده

   صورت

 
طور که اشاره شد . همان[31و 21]شوند ظاهر می 

استاتیکی هرچه شود که حل ای تعیین میگونهمیرايی معمولاً به

سريعتر حاصل گردد و ساير پارامترها بايد با درنظر گرفتن 

حد کافی بزرگ باشند تا تعداد تکرار مورد پايداری عددی به

ها تعداد تکرار برای همگرا نیاز به حداقل برسد. در برخی حالت

های مورد نظر در حل مسئله ممکن است زياد باشد شدن کمیت

عنوان يک روش موثر را همچنان بهولی سادگی اين روش آن

نمايد. در خطی مطرح میو کارآمد در حل مسائل خطی و غیر

عمل ضريب میرايی به میزان ناچیزی کمتر از مقدار بحرانی آن 

شود که يک همگرايی نوسانی ايجاد شود ای انتخاب میگونهبه

-اين ترتیب محدودهکه در پايان به مقدار استاتیکی میل کند. به

شود که جواب واقعی همواره در اين ای مشخص میی به گونها

اشاره شده از نظر پارامتر  بندیلطور کلی فرمومحدوده است. به

زمان خطی بوده و در نتیجه در اين روش فقط نیاز به جاگذاری 

-مستقیم مقادير از تکرار قبلی برای محاسبه مقادير جديد می

 باشد.

 نتايج و بحث -4

 کمکبههدفمند تابعینتايج حل عددی ورق ضخیم مستطیلی 

الگوريتم آزادسازی دينامیکی بر مبنای يک شبکه حل بر 

و با  شدهاساس تفاضلات محدود مرکزی در اين قسمت ارائه 

مورد مقايسه و اعتبارسنجی  [16]تحقیق در دسترس پیشین 

صورت يکنواخت بوده و گیرد. شرايط بارگذاری نیز بهقرارمی

ساده در چهار لبه ورق فرض  صورتهبگاهی نیز شرايط تکیه

. در شودمیبعد ارائه گرديده و تمامی نتايج به صورت بی

تحقیق مذکور از تئوری مرتبه بالاتر برشی جهت مدلسازی 

شده، اثرات غیرخطی تغییر شکل بزرگ  استفادهورق ضخیم 

ورق مشابه تحقیق حاضر در نظر گرفته شده و جهت حل 

 است.افسون استفاده شده ر-معادلات غیرخطی از روش نیوتن

-هبسرامیک/فلز مورد مطالعه هدفمند تابعیمصالح ورق 

ترکیب زيرکونیا/آلومینیوم منطبق بر تحقیق مورد بحث صورت

 قراردادن شرايط اولیه

 شوند(.)معمولاً همه متغیرها صفر قرار داده می

مشخص کردن مقادير دانسیته مجازی و میرايی 

 از روابط انتهايی پیوست استفادهمجازی با 

 (11محاسبه سرعتها از معادلات )

 هامال شرايط مرزی روی تغییرمکاناع

 (12ها از معادلات )به تغییرمکانمحاس

 (1ها از معادله )محاسبه کرنش

 (8از معادلات )های تنش به منتجهمحاس

 های گشتاورشرايط مرزی روی منتجهاعمال 

-چک کردن اينکه مقادير سرعتها در تمام گره

 (11-6ها کوچک  باشند )کوچکتر از

آيا شرايط همگرايی 

 شوند؟ارضاء می

خروجی 

 گرفتن از نتايج

 خیر
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ارائه شده  1شود. خواص اين مواد در جدول درنظر گرفته می

 است.

 [16]تابعی زيرکونیا/آلومینیوم هدفمند (خواص اجزاء ماده 1جدول )

 نام فاز
مدول الاستیسیته 

(GPa) 
 ضريب پواسون

چگالی 

(     ) 

 2717 3/1 71 آلومینیوم

 3111 3/1 151 زيرکونیا

( نحوه تغییرات خیز بدون بعد مرکز ورق 3در شکل )

برحسب بار گستره عرضی  111ضخامت مربعی با نسبت ضلع به

نشان داده شده  2و  1، 5/1، 2/1، 1برابر   بدون بعد در مقادير 

، اثرات 111مقدار نسبت ضلع به ضخامت زياد  است.

 دهد.های برشی عرضی را کاهش میتغییرشکل ناشی از کرنش

 
بر تغییرات خیز بدون بعد مرکز ورق   ( اثر پارامتر ماده 3شکل )

 بر حسب بار عرضی بدون بعد وارده به ورق هدفمند تابعیمستطیلی 

( مشاهده می شود، ضمن تأيید 3طور که در شکل )همان

های   مشابه نحوه وابستگی خیز ورق به بار بدون بعد وارده در 

هدفمند شود که با افزايش پارامتر ماده مختلف، ملاحظه می

دهد، همچنین تری از خود نشان می، ورق رفتار نرم ، تابعی

توان نتیجه گرفت که با ( از اين نمودار می2مشابه جدول )

اثرات غیرخطی هندسی ناشی از خیز بزرگ ورق    افزايش

 شود.بیشتر می

توانی ( يک مطالعه پارامتری در مورد اثر ثابت 2در جدول )

روی تغییرات خیز عرضی برای ورق ،  ، هدفمند تابعیماده 

، تحت بار عرضی بدون 5مربعی با نسبت ضلع به ضخامت برابر 

̅ بعد  انجام شده و نتايج حاصل با نتايج کومار مورد  21 

 است.مقايسه قرار گرفته 

، روی تغییرات خیز n، هدفمند تابعیماده توانی ( اثر ثابت 2جدول )

از الگوريتم آزادسازی دينامیکی با  آمدهدستبهعرضی و مقايسه نتايج 

 [16]نتايج کومار و همکاران 

نتايج حاصل از کار کومار 

 [16]همکاران و

نتايج حاصل از روش آزادسازی 

 دينامیکی

   خیز بدون بعد مرکز ورق   خیز بدون بعد مرکز ورق
185/1 1 181/1 1 

112/1 2/1 116/1 2/1 

121/1 5/1 113/1 5/1 

115/1 1 136/1 1 

169/1 2 156/1 2 

( ضمن تأيید نتايج تحقیق حاضر در 2باتوجه به جدول )

توان مشاهده کرد که مطابق مقايسه با تحقیق مورد اشاره می

و با توجه به مقادير خواص آلومینیوم  انتظار با توجه به جايگاه 

تر شده و خیز رفتار ورق نرمnو زيرکونیم، با افزايش مقدار 

کند و درنتیجه اثرات غیرخطی هندسی می ورق افزايش پیدا

 دهند.بیشتر خود را نشان می

( وابستگی خیز بدون بعد مرکز ورق به نسبت 1در شکل )

 2و  1، 5/1، 2/1، 1برابر   ضلع به ضخامت ورق در مقادير 

 است.نشان داده شده 

بر تغییرات خیز بدون بعد مرکز ورق مستطیلی   ( اثر پارامتر ماده 1شکل )

 حسب نسبت ضلع به ضخامت ورقبر هدفمند تابعی

( مشاهده می شود، ضمن تأيید 1طور که در شکل )همان

نحوه وابستگی خیز ورق به نسبت ضلع به ضخامت آن در 

شود که با افزايش پارامتر ماده های مختلف، ملاحظه می 

 دهد. تری از خود نشان میرفتار نرم، ورق  ، هدفمند تابعی
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با     )1) ( نتايج حل ورق مربعی مورد نظر5در شکل )

ماده ( و ترکیب     111) 111نسبت ضلع به ضخامت 

تحت بار گسترده يکنواخت عرضی     با  هدفمند تابعی

21 ̅ شبکه حل از روش آزادسازی دينامیکی برای  استفادهبا   

نشان داده شده است. در اين شکل تغییرات خیز  11×11

 ̅ عرضی بدون بعد واقع بر محور تقارن افقی ورق بر حسب 

تغییرشکل ورق  انتظارمطابق از اين شکل رفتار  است.رسم شده 

شودکه حداکثر خیز در گاه ساده در چهار لبه مشاهده میبا تکیه

 استشايان ذکر  است.ها صفر وسط ورق و تغییرمکان در لبه

ها که نمودارهای مشابه با رفتارهای منطقی در مورد تغییرمکان

-و مؤلفه  و   ها حول محورهای ، دوران و   در راستاهای 

( 5ارائه نمودار شکل )بهتنها اند، که های تنش استخراج شده

 است.بسنده شده 

 
 

واقع بر  هدفمند تابعی( خیز عرضی بدون بعد ورق مستطیلی 5شکل )

 محور تقارن افقی

( نتايج حاصل از اعمال روش آزادسازی 3در جدول )

در بارهای گسترده بدون ذکرشده  دينامیکی برای ورق مربعی

بعد مختلف استخراج و با نتايج تحقیق کومار و همکارانش 

 است.مورد مقايسه قرار گرفته 

تطابق خوبی بین نتايج تحقیق حاضر با اعمال ( 3جدول )

روش آزادسازی دينامیکی بر روی ورق ضخیم در مقايسه با 

رافسون روی ورق ضخیم با تئوری -نتايج اعمال روش نیوتن

طوريکه دهد. بهمرتبه بالاتر برشی در تحقیق کومار نشان می

 6خطای نسبی روش آزادسازی دينامیکی در بیشترين حالت 

توان ملاحظه کرد که باشد. از اعداد اين جدول میدرصد می

 گردند.در خیز بیشتر، اثرات غیرخطی هندسی بیشتر آشکار می

( مقايسه نتايج روش آزادسازی دينامیکی با نتايج کومار و 3جدول )

برای تغییرات خیز بدون بعد مرکز ورق تحت بار بدون   [16]همکاران  

 بعد مختلف

نتايج حاصل از کار کومار 

 [16]همکاران و

نتايج حاصل از روش 

 دينامیکیآزادسازي

خیز بدون بعد 

 مرکز ورق

118/1 

216/1 

331/1 

119/1 

557/1 

631/1 

بار بدون 

 بعد

5 

11 

15 

21 

25 

31 

خیز بدون بعد مرکز 

 ورق

112/1 

211/1 

311/1 

126/1 

531/1 

613/1 

بار  بدون 

 بعد

5 

11 

15 

21 

25 

31 

( يک مطالعه پارامتری در مورد اثر نسبت ضلع 6در شکل )

 است.به ضخامت روی تغییرات خیز عرضی انجام شده 

( مقايسه نحوه تغییرات خیز بدون بعد مرکز ورق مستطیلی هدفمند 6)شکل 

، [16]کار کومار و همکاران  1تابعی بر حسب نسبت ضلع به ضخامت ورق: 

 تحقیق حاضر 2

شود، ضمن تأيید ( مشاهده می6طور که در شکل )همان

روند نتايج مطالعه حاضر با تحقیق کومار و همکاران، مشاهده 

شود که با افزايش نسبت ضلع به ضخامت ورق، يعنی با می

 اثرات غیرخطی در صفحات کامپوزيتیتر شدن ورق، نازک

تری از هدفمند تابعی، خیز مرکزی را کاهش داده ورفتار سفت

دهد. اين اثر در کاهش خیز صفحات نازک با خود نشان می

 برجسته و غالب است. 31نسبت ضلع به ضخامت بیشتر از 

 31ضخامت بیشتر از اين کاهش برای نسبت ضلع بهالبته 

-دهتوان از تئوری ساچندان محسوس نیست و در اين حالت می

جای تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول ها بهتر کلاسیک ورق

 کرد. استفادهحاضر جهت بررسی رفتار غیرخطی ورق 
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های ( يک تحلیل حساسیت روی تعداد گره1در جدول )

، 11×11بندی انجام شده است. سه شبکه ذکر شدهورق مربعی 

های مختلف مورد تحلیل قرار در بارگذاری 21×21و  16×16

( 1و نتايج برای خیز عرضی بدون بعد در جدول ) استگرفته 

 است.نشان داده شده 

( اثر حساسیت به تعداد شبکه بندی روی خیز عرضی حاصل از 1جدول )

 هدفمند تابعیالگوريتم آزادسازی دينامیکی برای ورق ضخیم

 بار بدون بعد بندیشبکه خیز بدون بعد مرکز ورق

11223/1 11×11 

5 11213/1 16×16 

11223/1 21×21 

21138/1 11×11 

11 21161/1 16×16 

21198/1 21×21 

31111/1 11×11 

15 31152/1 16×16 

31177/1 21×21 

12631/1 11×11 

21 12668/1 16×16 

12685/1 21×21 

53128/1 11×11 

25 53251/1 16×16 

53316/1 21×21 

61315/1 11×11 

31 61119/1 16×16 

61181/1 21×21 

ها، شود که با افزايش شبکه( ملاحظه می1طبق جدول )

انتظار  مقدار خیز بدون بعد مرکز ورق افزايش يافته ومطابق

های دهد و نتايج به دادهتری از خود نشان میسازه رفتار نرم

شود. نزديک می [16]حاصل از کار کومار و همکارانش 

توان تأثیر رفتار همچنین با دقت بر روی اعداد جدول می

 تر مشاهده کرد.بالاتر واضح غیرخطی ورق را در تعداد شبکه

خطای روش آزادسازی دينامیکی در  استشايان ذکر 

باشد. درصد می 1درصد و در کمترين حالت  7بیشترين حالت 

( مشاهده می شود که 1( و جدول )6همچنین با مقايسه شکل )

حساسیت جابجايی بدون بعد ورق به تغییرات بار بدون بعد، 

 باشد.به ضخامت ورق می بیشتر از تغییرات نسبت ضلع

 گيرینتيجه -5

های روش آزادسازی دينامیکی در تحلیل در اين مقاله قابلیت

ضخیم مستطیلی با نسبتاً هدفمند تابعیغیرخطی استاتیکی ورق 

ضخامت يکنواخت در سرتاسر ورق تحت بارگذاری مکانیکی 

-از روابط کرنش استفادهبا  است.عرضی يکنواخت ارائه شده 

فنکارمن، معادلات تعادل غیرخطی جديدی براساس تغییرمکان 

تئوری مرتبه اول برشی توسعه داده شده و روش آزادسازی 

سازی تفاضل محدود برای همراه تکنیک گسستههدينامیکی ب

صحت و اعتبارسنجی  است.شده  استفادهحل معادلات 

ای که با با مقالهالگوريتم و نتايج خروجی برای شرايط معلوم 

 هدفمند تابعیروش تئوری مرتبه بالاتر برشی برای ورق 

ضخیم، تحت خمش غیرخطی حل شده، کنترل گرديده و 

درصد برای روش آزادسازی دينامیکی  7حداکثر خطای 

 است.ارزيابی شده 

 

 فهرست علائم

kg/m)  دانسیته مجازی انتقالی در راستای 
3)    

kg/m)  دانسیته مجازی انتقالی در راستای 
3)    

kg/m) دانسیته مجازی انتقالی در راستای 
3)    

kg.rad/m)   دانسیاته مجازی دورانی حول محور 
3)    

 

kg.rad/m)  دانسیاته مجازی دورانی حول محور 
3)    

 

    xتنش در راستای 

    yتنش در راستای 

   (m)ورق طول

   (m)ورق عرض

 E (Paمدول الاستیسیته )

   xکرنش در راستای 
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   yکرنش در راستای 
  

    xyکرنش در راستای 
  

   (m)ضخامت ورق

    (rad/m)  ضريب میرايی مجازی انتقالی در راستای 

    (rad/m)  ضريب میرايی مجازی انتقالی در راستای 

    (rad/m)   مجازی انتقالی در راستایضريب میرايی 

    (rad/m)  ضريب میرايی مجازی دورانی حول محور 
 

    (rad/m) ضريب میرايی مجازی دورانی حول محور 
 

     (Paتنش برشی عرضی ) منتجه

   هدفمند تابعیماده توانی ثابت 

     (Paتنش داخل صفحه ) منتجه

   (Nعرضی )بارگذاری 

    (N.mگشتاور )

   (m)  مؤلفه بردار تغییر مکان در راستای  

میانی ورق ای روی صفحهتغییرمکان داخل صفحه نقطه

  در راستای 

 0
 

   (m) مؤلفه بردار تغییر مکان در راستای 

میانی ورق ای روی صفحهتغییرمکان داخل صفحه نقطه

  در راستای 

 0
 

    حجمی فلزکسر 

    کسر حجمی سرامیک

   (m)  مؤلفه بردار تغییر مکان در راستای 

   (mمختصات ضخامت )

 هاپيوست

 محاسبه دانسيته مجازی-الف

-روابط کرنش و انحنا بر اساس تفاضل محدود، می نوشتنبا 

های کرنش و انحنا را بر حسب تغییر مکان طبق توان مؤلفه

 گره محاسبه نمود. روابط ذيل در هر
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  (     )    (     )

   
 

، با جاگذاری روابط بالا [31]بر اساس روش ارائه شده در 

 آوريم:دست میه( ب8در معادلات )
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مکان برابر واحد های تغییر با درنظر گرفتن قدرمطلق مؤلفه

 شود:نتیجه می
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