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 پایداری دیناميکي نانولوله کربني با استفاده ازتئوری گرادیان کرنشتحليل 

 

 2محمد هاشمیان، ،*،1فرشید آقاداوودی

 davoodi@iaukhsh.ac.ir* نويسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

در اين مقاله پايداری دينامیکی نانولوله کربنی تک جداره به کمک تئوری غیرموضعی 

مورد بررسی قرار گرفته است. پس از معرفی تئوری گراديان کرنش و  گراديان کرنش

برنولی مدل شده و تحت  -پايداری دينامیکی، نانولوله کربنی با استفاده از تیر اويلر

بارگذاری استاتیکی و دينامیکی قرار گرفته است. محیط در بردارنده نانولوله بصورت 

حرکت با استفاده از روش انرژی و اصل الاستیک در نظر گرفته شده است.  معادلات 

اند. با توجه به اينکه تئوريهای کلاسیک الاستیسیته در سازه با ابعاد همیلتون استخراج شده

نانو به طور کامل جوابگو نیست معادلات ساختاری ماده به کمک تئوری گراديان کرنش 

اشات آزاد و استخراج شده و اين معادلات به صورت غیرموضعی حل شده است. ارتع

تحلیل کمانش استاتیکی انجام شده است. سپس تحلیل دينامیکی انجام شده و مرزهای 

اند. همچنین تأثیر عوامل مختلف بر پايداری در فرکانسها و دامنه های مختلف تعیین شده

 اين مناطق بررسی شده است. 

گرادياااان کااارنش، پاياااداری ديناااامیکی،     

  نانومکانیک، مکانیک محیط پیوسته

                                                           
 شهردانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی، مربی -1

 شهر، دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینیاستاديار-2
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 مقدمه  -1

های کربنی می توان به رسانايی و از خصوصیات نانولوله

نیمه رسانايی آنها، هدايت گرمايی بالا، قدرت تفکیک يونی در 

ها، مدول يانگ زياد و استحکام کششی زياد، ايجاد نانولوله

در حال حاضر از نانولوله ها در ولتاژ با گذر سیال اشاره کرد. 

 فلزی و پلیمری و غشای  ساخت نانوکامپوزيتهای

تصفیه کننده های شیمیايی استفاده می شود و کاربرد آنها به 

بنابراين دلیل خواص منحصر به فردشان رو به گسترش است. 

 ها مهم ونانولولهو رفتار مکانیکی خواص و استخراج بررسی 

به دلیل آنکه انجام آزمايش در ابعاد نانو با ضروری است. 

است و صرف هزينه های بالا را طلب  مشکلات خاصی توام

می کند بسیاری از محققان از روشهای تحلیلی، عددی يا 

اند. در ها پرداختهخواص مکانیکی نانولولهمولکلولی به بررسی 

حوزه نانومکانیک به  درتحقیقات انجام شده بخشی از اين میان 

های ارتعاشات آزاد، ارتعاشات اجباری و کمانش بررسی پديده

 اختصاص دارد. تاتیکی و دينامیکی  اس

اند که بر خلاف رفتار مواد در  آزمايشها نشان داده

الاستیستیه کلاسیک، رفتار مواد در ابعاد نانو وابسته به 

پارامترهای اندازه است. به اين معنا که در محاسبات تنش در 

مسائل نانو به دلیل آنکه نسبت سطح به حجم ماده بزرگ است 

موضعی هستند و مقادير تنش و کرنش به تغییرات معادلات غیر

تنش در همسايگی نقاط نیز کاملا وابسته است که اين مورد 

استفاده از تئوريهای کلاسیک الاستیسیته را برای مسائل نانو با 

 [.3-1کند] مشکل مواجه می

های جديد تئوری الاستیستیه لازم است که از روشلذا 

تئوری کوپل تنش برای تحلیل  مانند تئوری گراديان کرنش يا

استفاده شود. میکروتیرها در تحلیل بسیاری از مسائل میکرو و 

الکترومکانیکی کاربرد دارند.  های میکرونانو مانند سیستم

بسیاری از محققان وضعیت کمانش، پايداری دينامیک و 

 اند  ارتعاشات اين مواد را در ابعاد نانو و میکرو بررسی کرده

چنین تحقیقاتی نیز در زمینه مدلسازی نانوتیرها و هم  [.4-7]

نانوصفحه ها به کمک تئوری گراديان کرنش انجام شده است 

[8-13 .] 

کربنی دو جداره را با استفاده از کمانش نانولوله  [14]رو 

مدل الاستیک بررسی نمود. از آنجا که سهم اصلی نیروی 

 های مجاور در نانولولهواندروالس بر نانولوله خارجی از اتم

ها را بصورت توان اين لايهشود، میداخلی حاصل  می

 صفحات موازی و تخت در نظر گرفت. با اين فرض فشار

-حاصل شده از نیروهای واندروالس در هر نقطه از نانولوله

بین نانولوله کربنی  کربنی خارجی به صورت تابعی از  فاصله

شود. وانگ و همکارانش می داخلی و خارجی در آن نقطه بیان

، کمانش محوری نانولوله کربنی چندجداره 2003در سال  [11]

را تحت بارگذاری محوری و فشارجانبی بر اساس تئوری دانل 

ر فشار داخلی بر بار بحرانی مطالعه کردند. طبق تحقیق آنها تأثی

نانولوله کربنی چندجداره نازک به مراتب بیشتر از بار بحرانی 

باشد و فشار داخلی تأثیری نانولوله کربنی چندجداره ضخیم می

بر بار بحرانی کمانش نانولوله کربنی چندجداره در حالت 

متقارن محور ندارد. در حالت فشار خارجی، حالت بحرانی 

باشد. يون و منحصر بفرد قابل تشخیص می کمانش بصورت

های ، ارتعاشات و پايداری نانولوله2001در سال  [11]همکاران 

کربنی حاوی جريان سیال را بررسی نمودند. تأثیر جريان 

داخلی سیال بر فرکانس نانولوله همچنین سرعت بحرانی سیال 

در اين تحقیق مطالعه شد. در اين مقاله از معادلاتی که 

 بیان کرده استفاده شده است.  [17]پايدوسیس 

-کمانش نانولوله کربنی تک [18]پور و همکاران قربان

جداره را تحت بارگذاری ترکیبی محوری و فشار جانبی مورد 

افزار ند. در اين مقاله نانولوله توسط نرمدمطالعه قرار دا

ANSYS های کلاسیک و مدل شده و کمانش آن با مدل

غیرموضعی مقايسه شده است. براساس اين تحقیق چنانچه 

ای مدلسازی گردد نسبت قطر به نانولوله توسط پوسته  استوانه

کند ی کمانش ايفا میضخامت نقش مهمی را در پديده

همچنین کمانش نانولوله مدل شده توسط ستون وابسته به نسبت 

توان به اشکال های اين مقاله میباشد. از ويژگیقطر به طول می

های بارگذاری ترکیبی اشاره نمود. مودهای کمانش در حالت

کمانش پیچشی دينامیکی نانولوله کربنی دو  [11]سان و لیو 

و همکارانش کمانش نانولوله جداره را بررسی نمودند. انصاری 

غیرموضعی و کربنی و مسئله پايداری دينامیکی را با تئوری 
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کلاسیک بررسی کرده اند و مرزهای پايداری را به دست 

آورده اند. در تحقیق آنها اثر محیط الاستیک نیز بررسی شده 

همچنین قربان پور و همکاران ناپايداری نانولوله  [.20است ]

 DQMرا با تئوری گراديان کرنش و روش  کربنی حاوی سیال

قربان پور و همکاران در مقاله ديگری [. 21بررسی کرده اند ]

ناپايداری نانولوله حاوی سیال را با لحاظ اثر سطح و در حضور 

 [. 22میدان مغناطیسی بررسی کرده اند ]

ی پايداری دينامیکی در اين تحقیق به بررسی پديده

ته شده و سعی شده نواحی پايدار و ی کربنی پرداخنانولوله

ناپايدار با روش گراديان کرنش تعیین گردد. در نواحی 

-ی تحريک ) بارگذاری مسأله( بگونهناپايدار، فرکانس و دامنه

نمايد و عکس ای است که پاسخ زمانی بدون کران ايجاد می

ر اين تحقیق اين موضوع در نواحی پايدار برقرار است. د

برنولی غیرموضعی مدل  -با استفاده از تیر اويلر نانولوله کربنی

ی اندازهاثر شده است و با توجه به تنوری گراديان کرنش 

شده کوچک بین پیوندهای کربن در روابط ساختاری ظاهر 

بار محوری وارد بر نانولوله بصورت کسینوسی متغیر با است 

ن زمان از يک جمله ثابت )استاتیکی( و يک جمله متغیر با زما

)دينامیکی( تشکیل شده است. با اينکه جمله دينامیکی به 

ولی نانولوله دچار  استمراتب کمتر از بار بحرانی استاتیکی 

ناطق دور از رزونانس و پايدار از مناطق شده است و مناپايداری 

همچنین اثر تغییرات پارامترهايی مشخص شده است. ناپايداری 

بر نتايج ناحیه  مانند طول و ضريب الاستیک مست.حیط

ناپايداری بررسی شده و نتايج به دست آمده با تئوری 

 است. ه دکلاسیک مقايسه ش

 تئوری گرادیان کرنش  -2

از جمله تئوريهای جديدی برای بررسی الاستیسیه مواد در 

اند تئوری گراديان کرنش  نانو گسترش يافتهمیکرو و ابعاد 

ی تعريف می شوند های مرتبه بالاتراست. در اين تئوری تنش

کلاسیک نزديکتر است و  یکه ماهیت اين تنشها به تنش برش

کند. در تئوری  تمايل به ايجاد چرخش در المانها را تداعی می

گراديان کرنش، مشتق اول و دوم تانسور کرنش در محاسبه 

شوند. میندلین برای اولین بار تئوری انرژی کرنشی وارد می

[. فلک و هاچینسون اين 23ئه داد]کرنشهای مرتبه بالا را ارا

تئوری را توسعه دادند و تئوری گراديان کرنش را ارائه 

تر تئوری [. تئوری گراديان کرنش حالت عمومی24کردند]

کوپل تنش است. اين تئوری توسط تعدادی از پژوهشگران 

 [.10-1توسعه يافته و اصلاح شده است]

 ود:ش تئوری گراديان کرنش به صورت زير بیان می
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تابع دلتای  ijبردار دوران است و  iدر روابط فوق 

کرونیکر است. معادلات ساختاری در مواد جامد الاستیک 

های کوچک در تئوری گراديان کرنش خطی برای تغییر شکل
                                                           
1- Dilatation Gradient Vector 

2- Deviatoric Gradient Tensor 

3- Symmetric  part of Rotation Gradient Tensor 
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قابل بیان است. روابط ساختاری بر حسب دو ثابت لامه يعنی 

),(   طولی مواد با ابعاد میکرو يعنی و سه ثابت

),,( 210 lll باشند، مشخص معروف می 1که به شاخص طولی

شوند. شاخصهای طولی برای هر ماده نانو يا میکرو توسط  می

شوند. تئوری کوپل حالت خاص تئوری  آزمايش مشخص می

),(گراديان کرنش می باشد، در اين تئوری مقادير 10 ll  صفر

)(بوده و فقط  2l  .مقدار دارد 

با توجه به تنشها و کرنشهای جديد روابط ساختاری بین اين 

 تنشها و کرنشها به صورت زير است:
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 وليبرن-استخراج روابط سينماتيک نانوتير اویلر-3

را  hضخامت  و  L( تغییر شکل يک تیر با طول 1شکل )

دهد. سطح مقطع تیر يکنواخت در نظر گرفته شده نشان می

در نظر  zو خیز تیر در جهت  xاست و طول تیر در جهت 

 .گرفته شده است

 

 
 برنولی -( معرفی پارامترهای مدل تیر اويلر1شکل)

 

                                                           
4- Length scale parameter 

 

برنولی تغییر شکل تیر در -تیر تاويلربا توجه به تئوری 
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 شود:رابطه زير محاسبه می
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 شود: انرژی جنبشی از رابطه زير محاسبه می
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 استخراج معادلات حرکت  -5

توان  به کمک اصل همیلتون و اصول حساب تغییرات می

 معادلات حرکت را استخراج کرد. طبق اصل هامیلتون داريم:
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با توجه به اين اصل دو معادله حرکت برای تیر به دست می 
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برای بررسی معادلات حرکت معمولا معادلات حرکت 

بعد به صورت زير شود. ابتدا گروههای بی بعدسازی می بی
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ها هستند. در عبارات بالا پارامتر بی بعد سمت راست رابطه

بعد دار است. با جايگذاری گروه های  uبی بعد است و  Uمثلاً 

 بی بعد در معالات حاکم ، معادلات بی بعد بدست می آيد:
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6 

اگر اثرات محیط الاستیک وينکلرو پاسترناک و اثرات 

حرارتی محیط نیز در نظر گرفته شود معادله دوم به صورت زير 

 در خواهد آمد:
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ضريب اثر فنری خطی محیط Wkدر اين معادلات 

 يب اثر فنری پیچشی محیط پاسترناک و ضر Gkوينکلر،

 ضريب انبساط حراراتی محیط است. 

 پایداری دیناميکي -6

های الاستیک به ويژه در بارگذاری پايداری دينامیکی سازه

محوری و کمانش يکی از مباحث نسبتا جديد مکانیک 

 شود که با توجه به ظهور کاربردهایجامدات محسوب می

عملی آن مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته است. اگر در 

بارگذاری استاتیکی نیروی اعمال شده از میزان نیروی بحرانی 

شود. کمانش در اين بیشتر شود سازه يا ستون دچار کمانش می

حالت بیانگر پديده ناپايداری در اثر اعمال بار ثابت استاتیکی 

در عرضی است.  است و تبعات آن خیز زياد تیر در جهت

های ناشی از تحريکات تحلیل پايداری دينامیکی، حرکت

پايداری  شوند. در مقايسه بین پديدهوابسته به زمان  بررسی می

توان بیان کرد که دينامیکی و ارتعاشات اجباری يک سیستم می

ناهمگنی  جملهدر تحلیل ارتعاشات اجباری، تحريک بصورت 

د ولی در تحلیل پايداری شومی در معادلات حاکم ظاهر

سیستم دينامیکی، تحريک در ضرايب معادلات ديفرانسیلی 

بعبارتی معادلات ديفرانسیل با ضرايب متغیر با  .شودوارد می

 است. های تحلیل پايداری دينامیکی زمان از مشخصه

تحريک وابسته به زمان در پارامترهای معادلات حاکمه را 

در ارتعاشات اجباری چنانچه  .[17]گويند 1تحريک پارامتری

تحريک کوچک باشد زمانی که فرکانس تحريک به يکی از 

ای ملاحظه های طبیعی سیستم نزديک شود، پاسخ قابلفرکانس

ولی در پايداری گويند.   2که به آن تشديدشود مشاهده می

ز دينامیکی، چنانچه فرکانس تحريک به دو برابر يکی ا

های طبیعی سیستم نزديک شود، تحريک پارامتری فرکانس

گردد که اين پديده را موجب ظهور پاسخ قابل توجهی می

   گويند. می 3رزونانس پارامتری اصلی

در يک تیر تحت خمش اگر اولین فرکانس طبیعی خمشی 

باشد نیروی تحريک محوری برابر  1تیر برابر 

tP 11 2sin  شود که در اين حالت دامنه باشدثابت می

شود. يابد و به تشديد منجر مینوسانات عرضی مدام افزايش می

در اين حالت رفتار تیر مشابه رفتار تیر تحت خمشی است که 

بار خمشی آن به صورت 

)/sin()sin( 1 LxtP شود. واضح است وارد می

ز تشديد و که اين تابع تحريک در طول زمان موجب برو

شود. به دلیل اين مشابهت به افزايش تدريجی دامنه پاسخ می

 گويند.  4اين نوع ناپايداری کمانش ارتعاشی

 حل معادلات برای بررسي پایداری دیناميکي -7

در اين بخش با توجه به معادلات حرکت استخراج شده از 

مرحله قبل که بر اساس تئوری گراديان کرنش به دست آمده، 

گیرد. همچنین مسئله ارتعاشات آزاد مورد تحلیل قرار می مسئله

کمانش تیر بررسی شده و نیروی بحرانی کمانش در حالت 

شود. سپس استاتیکی بر حسب پارامترهای سیستم محاسبه می

مسئله پايداری دينامیکی با توجه به معادلات بررسی شده و 

به دست  شود. نتايجشرايط پايداری دينامیکی تیر استخراج می

 شود. آمده به صورت نمودار ارائه می

 

 

 

                                                           
1- Parametric excitation 

2- Primary Resonance 

3- Parametric  Resonance 

4- Vibration Buckling 
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 ارتعاشات آزاد-7-1

برای حل ارتعاشات آزاد تیر و استخراج فرکانسهای طبیعی 

شود تیر از حل ناوير استفاده شده است. در اين حل فرض می

 که پاسخ سیستم به صورت کلی زير باشد:
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 mفرکانس ارتعاشات آزاد سیستم و  nدر اين معادله 

مود ارتعاشی است. با جايگذاری روابط فوق در معادلات 

حرکت بی بعد شده فصل قبل و با فرض اينکه نیروی محوری 

نباشد و صرفا تابع زمان باشد با ساده  xتابع  0Nخارجی يا 

 سازی معادله اول داريم:

  055410
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به همین صورت چنانچه در معادله دوم بی بعد نیز عبارات 

 قبلی جايگذاری شود:
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با مساوی صفر قرار دادن ضرايب دو معادله به دست آمده، 

دو رابطه برای تعیین فرکانسهای طبیعی سیستم و تعیین نیروی 

برای تحلیل ارتعاشات آزاد سیستم و می آيد. کمانش به دست

محاسبه فرکانسهای طبیعی سیستم لازم است که نیروی محوری 

00برابر صفر  N در نظر گرفته شود. در اين حالت رابطه

زير بیانگر فرکانسهای طبیعی سیستم بر اساس مشخصات 

 مکانیکی سیستم است: 
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بتهای رابطه با توجه به اينکه تیر در نظر گرفته شده نانولوله ثا

و [18]کربنی است در رابطه جايگذاری شود. با توجه به مراجع

نانولوله کربنی به عنوان يک استوانه توخالی در نظر گرفته  [11]

شود که ضخامت، قطر خارجی و مدول الاستیسیسته و می

 شاخص طولی آن به صورت زير است:

nmt

PaTPaE

nmtmnmd

34.0

101

34.01011

210

12

9





 


  

(32)
 

  

 

dL( اثر تغییرات 2در شکل) بر فرکانس طبیعی بی بعد  /

شده در مود اول نشان داده شده است. منظور از فرکانس طبیعی  

بی بعد شده نسبت فرکانس طبیعی در حالت تئوری گراديان 

 کرنش به فرکانس طبیعی با تئوری کلاسیک است. با توجه به

dLشکل مشخص است با کاهش نسبت  اثرات پارامتر  /

اندازه مشخص تر شده و اختلاف دو تئوری بیشتر نمايان است. 

در توجیه اين امر می توان گفت که با افزايش طول صلبیت 

سیستم کاهش می يابد و به تبع آن فرکانسهای طبیعی نیز 

ری کلاسیک و گراديان کاهش می يابد و رفتار تیر با در تئو

( اثر ثابت 3کرنش به هم نزديک می شود. همچنین در شکل)

وينکلر به عنوان نماينده محیط الاستیک بر فرکانس طبیعی مود 

ست. مشخص نمايش داده شده ا L/Dاول در ازای تغییرات 

است که با وجود فرض بستر الاستیک مقادير فرکانس طبیعی 

در طولهای بزرگتر مشهودتر  کاهش يافته است  که اين کاهش

 است. 
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without  Winkler

with Winkler

 
بر فرکانس طبیعی بی بعد شده مود  L/dاثر تغییراتمقايسه ( 2شکل)

 الاستیک لحاظ بستربا  (m=1)اول

 کمانش استاتيکي  -7-2

نیروی استاتیکی کمانش برای حل مسئله کمانش و محاسبه 

لازم است در معادله دترمینان ضرايب برای حل ناوير مقدار 

به  Nو سپس  N)(فرض شود و مقدار  0  فرکانس

عنوان نیروی کمانش استاتیکی از معادله به دست آيد. با اعمال 

عد شده به دست مراحل فوق رابطه زير برای نیروی بحرانی بی ب
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 ( تحليل پایداری دیناميکي    7-3

هدف از تحلیل پايداری دينامیکی پیدا کردن محدوده 

فرکانسهای و دامنه های نیروی تحريک محوری تیر است به 

نحوی که ارتعاشات پايدار باشد. روش تحلیلی در اين بخش 

 :[27]تشامل مراحل زير اس

معرفی تابع تحريک دلخواه به نحوی که اين تابع  -الف

هارمونیک شامل يک جمله ثابت و جمله نوسانی است که 

مقدار جمله ثابت آن از بار کمانش استاتیکی کمتر است و 

فرکانس تحريک آن نصف فرکانس طبیعی ارتعاشات عرضی 

 است. 

معرفی پاسخ سیستم به صورت هارمونیک که تابع  -ب

 ان است.مک

معرفی دامنه پاسخ سیستم به صورت تابع هارمونیک  -ج

 که تابع زمان است. 

استخراج دترمینان يا معادله مشخصه سیستم که اين -د

معادله يک رابطه دو پارامتری بین فرکانس تحريک محوری و 

 دامنه تحريک نیروی محوری است.

 تعیین دامنه و مرز پايداری  -ه

نیروی تحريک به صورت زير برای انجام مراحل فوق 

 شود:معرفی می

)()(   cocNNN as   (23)
 

 کنیم که پاسخ سیستم به صورت زير باشد:حال فرض می
























)(sin)(ˆ

)(cos)(ˆ

),(

),(

XmW

XmU

XW

XU









 
(23)
 

با جايگذاری پاسخها و نیروی محوری در معادلات حرکت بی 

 بعد شده و پس از ساده سازی خواهیم داشت:
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حال  دو رابطه زير برای دامنه پاسخها که تابع زمان است در نظر 

 شود:گرفته می
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اگر معادلات فوق را در روابط ناشی از معادلات حرکت 

جايگذاری کنیم و با صفر متحد بگذاريم در اثر صفر گذاشتن 

5.0s(ب ضراي i n (   5.0(وc o s (   يک دستگاه

چهار معادله و چهار مجهول بر حسب مجهولات 

),,,( 4321 aaaa آيد که سمت راست آن برابر به دست می

صفر است. با صفر گذاشتن دترمینان ضرايب دستگاه، معادله 

بین فرکانس شود. اين معادله رابطه مشخصه سیستم استخراج می

و دامنه تحريک را برای حوزه پايداری مشخص  تحريک  

 کند. می

با توجه به مفصل بودن محاسبات و نتايج حاصل، کلیه 

انجام شده و نهايتا ريشه  MAPLEمحاسبات در نرم افزار 

حقیقی معادله مشخصه سیستم به صورت زير استخراج شده 

 است:
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توان نتايج را مشاهده کرد. در حال با جايگذاری ثابتها می

شود که حداکثر دامنه نیروی محوری برابر محاسبات فرض می

( مرز 4درصد نیروی کمانش استاتیکی باشد. در شکل) 30

پايداری در مود اول در حالت کلاسیک و گراديان کرنش 

dLر تغییرات ( اث1نشان داده شده است. در شکل) بر مرز  /

پايداری طبق تئوری گراديان کرنش بررسی شده است. با 

-افزايش نسبت منظری مرز پايداری به سمت چپ حرکت می

با توجه به نتايج تطبیق دارد.   [17-14]کند که با نتايج مراجع 

اثرات اندازه در محاسبه مرز پايداری مشهود است. با توجه به 

),,(نکه شاخصهای طولی اي 210   در تئوری گراديان

کرنش نماينده فاصله بین اتمی هستند و اين مقادير در تئوری 

کلاسیک صفر فرض می شود انتظار می رود با لحاظ کردن 

شاخصهای طولی در معادلات صلبیت سیستم کاهش پیدا کرده 

کنند و مرز و به تبع آن فرکانسهای طبیعی نیز کاهش پیدا 

ناپايداری گسترش يابد که اين پديده در نتايج به دست آمده 

 ( مشخص است.1(و )4در شکلهای)
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( تفاوت مرز پايداری با دو تئوری کلاسیک و گراديان کرنش 3شکل)

 در مود اول بدون اثر محیط
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بر مرز پايداری در مود اول بدون اثر محیط با  L/d( اثر تغییرات4شکل)

 ديان کرنشتئوری گرا

 گيری  نتيجه -8

در اين مقاله سعی شد که با توجه به تئوری گراديان کرنش 

در ابتدا مسئله پايداری دينامیکی نانولوله کربنی بررسی شود. 

برنولی استخراج شده  -معادلات حرکت بر اساس تئوری اويلر

و با حل مسئله کمانش اثرات نسبت منظری بر فرکانس طبیعی با 

سیک و گراديان کرنش بررسی شد که نتايج دو تئوری کلا

همچنین حاکی از اختلاف دو تئوری در طولهای بلند بود. 

روابطی برای بررسی اثر محیط بر ارتعاشات عرضی و کمانش 

نانولوله بر اساس تئوری گراديان کرنش استخراج شد و اثرات 

تغییرات نسبت منظری بر دامنه پايداری در تئوری گراديان 

با توجه به نتايج مشخص شد که ناحیه رسی شد.  کرنش بر

گراديان کرنش نسبت به ناپايداری پیش بینی شده در تئوری 

تئوری کلاسیک گسترش يافته است و با توجه به اينکه استفاده 

از تئوری گراديان کرنش در ابعاد میکرو و نانو توصیه شده 

 است نتايج به دست آمده به واقعیت نزديکتر است. 
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