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بور بر روی  های نيترید شده با نانولوله تحليل ارتعاشات آزاد تير تيموشنکو تقویت

 بستر ارتجاعي

 *،2محمدحسین یاس ، 1ایلدا عبداللهی

 yas@razi.ac.irنویسنده مسئول:*

 های کليدی واژه  چکيده

های  در این مقاله به بررسی ارتعاشات آزاد تیر نانوکامپوزیتی پایه پلیمری تقویت شده با نانولوله

بدون نقص و با جهت  ،ها صاف نیترید بور بر روی بستر الاستیک پرداخته شده است.  نانولوله

راستای ها در ی توزیع نانولوله نحوهاست.  گیری یکنواخت و مستقیم در ماتریس در نظر گرفته شده

ضخامت تیر به صورت یک توزیع یکنواخت و سه توزیع هدفمند متفاوت در نظر گرفته شده است. 

خواص تیر نانوکامپوزیتی با استفاده از یک مدل میکرومکانیکی بدست آمده و معادلات حاکم بر 

با اساس تئوری تیر تیموشنکو و با استفاده از اصل همیلتون استخراج شده است. معادلات حاکم 

های طبیعی تیر بدست آمده  استفاده از روش دیفرانسیل کوادریچر تعمیم یافته حل شده و فرکانس

ی توزیع نانولوله در  تاثیر پارامترهای مختلف از قبیل کسر حجمی نانولوله، نحوه . در ادامهاست

راستای ضخامت تیر، نوع بستر الاستیک، شرایط مرزی مختلف و  نسبت لاغری تیر بر روی 

دهد که تغییر هر کدام از این  نتایج بدست آمده نشان می. بیعی بررسی شده استانس طفرک

 پارامترها تاثیر بسزایی بر روی فرکانس طبیعی دارد.

تیر  های نیتریدبور، نانولوله، کامپوزیت

تیموشنکو، روش دیفرانسیل کوادریچر، بستر 

 الاستیک، ارتعاش آزاد
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 استاد، دانشکده مکانیک، دانشگاه رازی کرمانشاه -2
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 مقدمه -1

ها را به  های نیترید بور آن خواص منحصر به فرد نانولوله

  ها تبدیل کرده های خوبی برای کامپوزیت کننده تقویت

های نیترید بور  دارای مدول الاستیک بالا در  نانولولهاست. 

بوده و هدایت حرارتی آن  بسته به قطر  TPa 1حدود 

باشد.  متغیر می  W/M k0333تا   W/M k033 نانولوله از

ی کربنی که بسته به  ی نیترید بور برخلاف نانولوله نانولوله

ت، اش دارای خاصیت رسانایی یا شبه فلزی اس نوع کایرالیته

ی آن  یک نارساناست که این خاصیت وابسته به کایرالیته

انگیزترین خواص  ترین و شگفت نیست. یکی از مهم

های نیترید بور پایداری حرارتی بسیار بالای آن تا  نانولوله

است. این در حالی است  c053˚الی  c033˚دمای حدود 

شروع به  c533˚های کربنی در دمای حدود  که نانولوله

ها  های تقویت شده با این نانولوله کامپوزیتکند.  ن میسوخت

استحکام مکانیکی، پایداری حرارتی، مقاومت شیمیایی و 

هدایت حرارتی قابل توجه و در عین حال ضریب انبساط 

های حائز اهمیت  از ویژگی .حرارتی پایینی دارند

های نیترید  های پایه پلیمری تقویت شده با نانولولهکامپوزیت

حفظ خاصیت دی الکتریک پلیمر در عین ارتقای باقی  بور

های تقویت  باشد. که این خاصیت در کامپوزیت خواص می

 ]5تا  1[شود. ی کربنی حفظ نمی شده با نانولوله

در این مقاله ، ارتعاشات آزاد تیر هدفمند تقویت شده با 

روی بستر الاستیک  بررسی  های نیترید بور، بر نانولوله

ر با استفاده از اصل معادلات حاکم بر ارتعاش تیشود.  می

ری تیر تیموشنکو استخراج شده و روش همیلتون و ت

دیفرانسیل کوادریچر برای حل معادلات و استخراج 

 فرکانس طبیعی تیر به کار گرفته شده است.

های  های انجام شده بر روی کامپوزیتتاکنون بررسی

های نیترید بور بیشتر معطوف به  ویت شده با نانولولهتق

ارتقای خواص مکانیکی و حرارتی بوده و تاکنون ارتعاشات 

 این مواد تحلیل و بررسی نشده است.

در یک کار آزمایشگاهی  2332ژی و همکارانش در سال 

تقویت شده با  PMMAخواص کامپوزیت پایه پلیمر 

یانگ و . ]6[رسی قرار دادندی نیتریدبور را مورد بر نانولوله

بر اساس تئوری تغییر شکل برشی  2332همکارانش در سال 

و با استفاده از روش دیفرانسیل کوادریچر  1مرتبه اول

ارتعاشات آزاد و اجباری تیر هدفمند تحت بار حرارتی را 

 2330و همکارانش در سال  که.]7[مورد مطالعه قرار دادند

ارتعاشات آزاد و کمانش الاستیک یک تیر هدفمند 

با روش تحلیلی  2دار را بر اساس تئوری تیر تیموشنکو ترک

یک  2332یینگ و همکارانش در سال . ]2[بررسی کردند

هدفمند بر  0حل دقیق برای ارتعاشات آزاد تیر اورتوتروپیک

یوری الاستیسیته های الاستیک بر اساس ت گاه روی تکیه

یان و همکارانش در سال  .]0[دست آوردند دوبعدی به

دار تحت تاثیر بار  به تحلیل دینامیکی تیر هدفمند ترک 2311

متحرک و بر روی بستر ارتجاعی بر اساس تیوری تیر 

. ]13[تیموشنکو و با استفاده از قانون توزیع نمایی پرداختند

ز روش دیفرانسیل با استفاده ا 2311یاس و صمدی در سال 

کوادریچر تعمیم یافته و با استفاده از تئوری تیر تیموشنکو 

ارتعاشات آزاد و کمانش تیر هدفمند تقویت شده با نانولوله 

یاس و حشمتی . ]11[های کربنی را مورد بررسی قرار دادند

با استفاده از روش المان محدود و براساس  2311در سال 

برنولی و به کمک قانون تئوری تیر تیموشنکو و اویلر 

تاناکا تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری تیر هدفمند -موری

تقویت شده با نانولوله های کربنی را مورد بررسی قرار 

 .]12[دادند

                                                             
1First order shear deformation theory 
2Timoshenko beam theory 
3Orthotropic 
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های تقویت شده با  خواص مکانيکي کامپوزیت-2

 (BNNTRCهای نيترید بور) نانولوله

  های مختلف بر روی مواد  به منظور انجام تحلیل

BNNTRC  ابتدا لازم است خواص مکانیکی این

یک اساس  ای این منظور، بربر.ها محاسبه شود نانوکامپوزیت

، مدول یانگ، مدول برشی چگالی مدل میکرومکانیکی

به صورت  BNNTRCجرمی و ضریب پواسون موثر مواد 

 ]10[شود زیر بیان می

 الف(-1)
    

                      ⁄

         
  , 

   
           ⁄

         ⁄               ⁄
 

     ب(-1)
          

         
  ,   

           ⁄

         ⁄   
 

     ج(-1)
         

         
  ,   

           ⁄

         ⁄   
 

مربوط به  برشیبه ترتیب مدول    و       که در آن 

های نیترید بور و ماتریس ایزوتروبیک  نانولوله

باشد.ضریب پواسون و چگالی جرمی نیز به این صورت  می

 :شود تعریف می

 (2)    =      
         ,     

   

   
    

 (0)   =      
          

و ضریب  1به ترتیب ضریب پواسون بزرگ    و     که 

 باشند. می 2پواسون کوچک

ها در ماتریس،  ی توزیع نانولوله به منظور بررسی تاثیر نحوه

و سه توزیع  0چهار توزیع که شامل یک توزیع یکنواخت

از نانولوله در راستای ضخامت تیر در نظر گرفته  4هدفمند

 . (1 )شکل شده است

                                                             
1Major poison ratio 
2Minor poison ratio 
3Uniformly distribution(UD) 
4
Functionally graded(FG) 

 
 نواع توزیع نانولوله در راستای ضخامت تیر( ا1) شکل

 

(4)                
   

 
     

  

(5)              
   

 
     

  

(6)               
  

 
      

  

(7)               
  

     که 
های نیترید بور در نانولولهحجمی بیانگر درصد   

 صورت زیر تعریف می شود: ماتریس میباشد و به

(2)      
  

     

                        ⁄
 

کسر جرمی نانولوله، به ترتیب بیانگر    و     ،     

 باشند. چگالی نانولوله و چگالی ماتریس می

شود؛تیر مورد بررسی،  ( ملاحظه می2مانطور که در شکل)ه

، Lهای نیترید بور به طول یک تیر تقویت شده با نانولوله

باشد که بر روی بستر ارتجاعی در  می hو ضخامت bعرض 

حال ارتعاش آزاد است و شرایط مرزی مختلف بر دو سر تیر 

 شود. اعمال می

 
 مورد بررسیی تیر  هندسه  (1شکل)
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 العمل بستر عبارت است از: کسدر این مدل نیروی ع

(0)          

   

   
 

به ترتیب بیانگر تغییر مکان    و  ،  که در این رابطه

ی وینکلر وضریب  عرضی تیر، ضریب الاستیک لایه

نیروی عکس العمل   باشند و  ی برشی می الاستیک لایه

بستر بر واحد سطح است. این رابطه که مربوط به 

باشد با مساوی صفر قرار  العمل بستر پسترناک می عکس

فر قرار دادن هر دو به مدل وینکلر تبدیل شده و ص   دادن  

 باشد. ضریب بیانگر عدم وجود بستر الاستیک می

بر اساس تئوری تیر تیموشنکو میدان تغییر مکان محوری 

در هر نقطه تیر          وتغییر مکان عرضی         

 :[14شود ] به صورت زیر بیان می

(13)                         , 

                 
  های تغییر مکان در صفحه میانی تیر و  مؤلفه   و    

-روابط کرنشباشند. دوران سطح مقطع تیر حول محور می

به صورت تغییر مکان خطی و تنش نرمال و تنش برشی 

 :شود بیان می (12و ) (11ی ) رابطه

(11)    
   

  
  

  

  
 ,              

   

  
   

(12)            ,                

          
 که:

(10)        
    

       
 ,                      

و نیروی برش عرضی    ، ممان خمشی   نیروی محوری 

 شوند باشند به صورت زیر تعریف می های تنش می که منتجه  

       الف(-14)

   

  

    

  

  
 

       ب(-14)

   

  
    

  

  
 

         ج(-14)
   

  
    

است که مقدار آن به سطح مقطع  1ضریب تصحیح برشی  

 [.2باشد ] ( می6/5بستگی دارد و برای سطح مقطع مستطیلی )

                                                             
1 Shear correction factor 

به صورت زیر تعریف  0های اینرسی و ترم 2های سختی مؤلفه

 :شوند می

 

 

(15) 

              ∫       
 

 
           ,      

        ∫         
 

 

 
 

 

 

           ∫              

 

 

 

 معادلات حرکت-3

استخراج  اصل همیلتونمعادلات حرکت با استفاده از

 :شود اصل همیلتون به صورت رابطه زیر بیان می .شود می

(16)  ∫          
 

 

   

انرژی پتانسیل سیستم    رژی جنبشی،ان  که در این رابطه 

که مجموع انرژی کرنشی تیر و انرژی پتانسیل بستر الاستیک 

نیز کار انجام شده توسط نیروهای خارجی وارد    باشد و می

باشد. که در بحث ارتعاشات آزاد، نیروی  بر سیستم می

 :خارجی بر سیستم وارد نشده و در نتیجه خواهیم داشت

 

 

 

(17) 

  
 

 
∫ ∫     

   

    

 

 

 ̇        

  
 

 
∫ ∫       

 

 

 
 

 

 

 

       

 
 

 
∫           

  

  
    

 

 

       

 باشد. چگالی تیر می     که 

(و در نهایت 17ی ) ( در رابطه12( و )11با قرار دادن روابط )

گیری جز به جز وبا قرار دادن  ( و انتگرال16ی ) در رابطه

لات حرکت به برابر با صفر معاد    و    ،   ضرایب 

( در 14با جایگذاری روابط )صورت زیر ظاهر شده که 

ها  معادلات حرکت، معادلات حرکت بر حسب تغییر مکان

 شود: به شکل زیر نمایان می

 الف(-12)
   

    

   
    

   

   

   
    

   
   

   

   
 

                                                             
2 Stiffness components 
3 Inertia terms 
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 ب(-12)
    (

    

   
 

  

  
)        

   

   

   
    

   
 

 ج(-12)
   

    

   
    

   

   
     (

   

  
  )

   
    

   
   

   

   
 

بعد کرد  توان معادلات را با تغییر متغیر به صورت زیر بی می

[2]: 

(10) 

  
 

 
  (   )  

       

 
    

 
    

    

     
  

    

  (        )

 (
  
   

  
  

    
  

  
    

 
)    

 

 
      

(                 

(
   

    
  

   

    
  

   

     
  

   

     
 
)    

  √
   

    
    

 

 
√

    

   
 

 اعمال روش دیفرانسيل کوادریچر-4

قوانین دیفرانسیل کوادریچر برای مشتقات یک تابع فرضی  

 شود: به صورت زیر بیان می      مانند 

(23) 
 
 
     

   
 ∑   

   
     

 

   

             

        

   ی فوق  که در رابطه
 xدر راستای nضرایب وزنی مرتبه    

 باشد میxتعداد نقاط شبکه در راستای  Nو

 ضرایب یافته، تعمیم کوادریچر دیفرانسیل روش براساس

 :[15آیند ] می دست به ترتیب این به اول ی مرتبه وزنی

(21) 

   
   

 
        

        
       

             

    

   
   

  ∑   
   

 

   
    

          

          ∏(     ) 

 

   
    

         

دست  ضرایب وزنی مرتبه بالاتر از رابطه بازگشتی زیر به و

 :آیند می

(22) 

   
   

  (   
        

    
   
     

(     )
)     

                

           

   
   

  ∑   
   

 

   
    

           

           
لوباتو استفاده -گاوس-شف نقاط نمونه چبیدر این تحلیل از 

تعدادکل  Nشود و  به صورت زیر بیان میشده است که 

 .باشد گیری استفاده شده در هر راستا می نقاط نمونه

(20)    
 

 
(     (

   

   
) ),           

ها با  برای به دست آوردن فرکانس طبیعی، تغییر مکان

صورت مسئله مقدار ویژه نوشته استفاده از تابع زمانی به 

 شود. می

(24) 
                 
                 

                 
مود شکل مربوط به حرکت عرضی،      و(    ،     

 .   √  باشندو  محوری و چرخشی می

( و بی بعد 12( در معادلات حاکم )23با قراردادن روابط )

( و در نهایت اعمال روش 10استفاده از روابط )سازی با 

دیفرانسیل کوادریچر معادلات حرکت به صورت نهایی زیر 

 آیند: درمی

     ∑         ∑    الف(-25) 

 

   

 

   

     
       

  
 
 

 ب(-25)

    (∑     

 

   

 ∑     

 

   

)      

   ∑     
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 ج(-25)

   ∑     

 

   

    ∑     

 

   

      (∑     

 

   

   
 
)

     
       

  
 
 

به ترتیب ضرایب وزنی مرتبه     و     که در معادلات فوق 

به طور مشابه روش باشند. می xاول و دوم در راستای 

اعمال  شرایط مرزی بی بعد شده بر دیفرانسیل کوادریچر

 شود می

 های طبيعي تير استخراج فرکانس -5

به منظور استخراج سیستم معادلات مقدار ویژه، متغیرها در 

شوند. متغیرهای   تمام دامنه محاسباتی به دو بخش تقسیم می

متغیرها در مرزها با و  dنقاط داخلی که با زیرنویس 

 [:16شوند ] مشخص میbزیرنویس 

(22) {  }  {{  } {  } {  }}
 

 

{  }  {{  } {  } {  }}
 

 

توان به شکل زیر  را با اعمال شرایط مرزی می (27)معادلات 

 خلاصه کرد:

(26) [
[   ] [   ]

[   ] [   ]
] {

{  }

{  }
}    [

[ ] [ ]

[ ] [  ]
] {

{  }

{  }
} 

 باشد. های اینرسی می ماتریس ضرایب ترم [  ]منظور از 

ویژه به صورت زیر به این ترتیب سیستم معادلات مقادیر 

 آید بدست می

(27) ([ ]    [  ]){  }  { } 

 که

(22) [ ]  [   ]  [   ][   ]
  [   ] 

 .باشند ( می27ی) ی معادله های طبیعی مقادیر ویژه فرکانس

 تحليل نتایج عددی-6

در ابتدا برای اعتباردهی به نتایج این تحلیل ، ارتعاشات آزاد 

بر روی بستر الاستیک بررسی شده و  FGMتیر تیموشنکو 

فرکانس بی بعد بدست آمده با فرکانس بی بعد بدست آمده 

شود. در این تحلیل توزیع  مقایسه می ]13[و ]2[در مراجع

        خواص تیر با استفاده از قانون نمایی)
( بیان   

ی میانی  خواص تیر در صفحه   شود، که در آن  می

ثابت بیان کننده چگونگی توزیع خواص در  α( و    )

 باشد.  ضخامت تیر می

⁄    در این تحلیل  به ترتیب    و    که در آن    

ی پایینی و بالایی تیر بوده و خواص  مدول یانگ در صفحه

   مکانیکی تیر در صفحه بالایی به صورت 

         ⁄ و ضریب پواسون در کل            و

νتیر  طور که در  در نظرگرفته شده است. همان     

بینیم نتایج بدست آمده در این  میدر پیوست  ( 1جدول )

تحلیل با نتایج ذکر شده در مراجع از تطابق خوبی برخوردار 

 .باشد بوده و سرعت همگرایی روش ارائه شده بسیار بالا می

برای شرایط مرزی  BNTRCنتایج ارتعاشات آزاد تیر 

های متفاوت نانولوله وضرایب مختلف بستر  مختلف، توزیع

 آورده شده است.در پیوست ( 5( تا )2ارتجاعی در جدول )

و      خواص هندسی تیر    ⁄     ،     
  

 متاکرلیت  متیل و ماتریس تیر پلی                 

(PMMA )وان به عن (13و13ی نیترید بور ) و نانولوله

ی ماتریس در نظر گرفته شده است. که خواص  کننده تقویت

 شود: ماتریس و نانولوله به صورت زیر بیان می

ρ
 

          ⁄                      

ρ
    

          ⁄                   

                 

                      ⁄

     

مشاهده در پیوست (5( تا )2های ) همانطور که در جدول

شود با افزایش کسر حجمی نانولوله فرکانس طبیعی تیر  می

چنین فرکانس طبیعی ارتعاش تیر بر  یابد.  هم افزایش می

روی بستر الاستیک به مراتب بیشتر از فرکانس طبیعی 

کانس طبیعی باشد و فر ارتعاش تیر بدون بستر الاستیک می
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ارتعاش بر روی بستر پسترناک نسبت به فرکانس طبیعی 

ارتعاش بر روی بستر وینکلر بیشتر است که البته به طور 

چنین  شود. هم خلاف این قضیه مشاهده می C-Fاستثنا در تیر 

های طبیعی در حالت های مختلف  ی فرکانس با مقایسه

که بیشترین و توان دریافت  توزیع نانولوله در ضخامت تیر می

کمترین فرکانس ارتعاشی به ترتیب مربوط به توزیع های 

بوده، به عبارت دیگر توزیع های  ◊-FGو  FG-Xهدفمند

هدفمند و متقارن نانولولهبیشترین قابلیت را برای کاهش و یا 

 افزایش فرکانس طبیعی تیر دارند.

های طبیعی تیر مورد بررسی در شرایط  ی فرکانس با مقایسه

توان مشاهده کرد که بیشترین فرکانس  مختلف می مرزی

بوده و پس از آن فرکانس طبیعی  به C-Cطبیعی مربوط به تیر

 یابد. کاهش میC-Fو تیر  H-H، تیر C-Hترتیب در تیر 

ی تغییرات اولین فرکانس  نحوه (5)تا  (1)در شکل های 

طبیعی بی بعد ، نسبت به نسبت لاغری تیر و تاثیر پارامترهای 

 تلف بر روی آن نشان داده شده است. مخ

ی توزیع نانولوله در ضخامت تیر بر  تاثیر نحوه (1)در شکل 

بر روی بستر   C-Cروی اولین فرکانس بی بعد برای تیر 

طور که در این شکل مشاهده  پسترناک  بررسی شده، همان

شود با افزایش نسبت لاغری تیر فرکانس بی بعد کاهش  می

بیشترین فرکانس طبیعی تیر مربوط به تیر  یابد و همچنین می

ی  باشد. به همین دلیل در بقیه می FG-Xهدفمند با توزیع 

ی تغییرات فرکانس بی بعد به طور نمونه برای  ها نحوه شکل

 این توزیع از نانولوله بررسی شده است.

( تاثیر کسر حجمی نانولوله را بر روی اولین 2شکل )

طور که ملاحظه  دهد. همان فرکانس طبیعی بی بعد نشان می

شود فرکانس طبیعی تیر با افزایش نسبت لاغری تیر  می

کاهش یافته اما با افزایش کسر حجمی نانولوله فرکانس بی 

ی  وهها نح ی شکل بعد نیز بیشتر میشود.  به همین دلیل در بقیه

و  FG-Xتغییرات فرکانس بی بعد به طور نمونه برای توزیع 

 بررسی شده است. 22/3 کسر حجمی

 
ی توزیع نانولوله در راستای ضخامت بر فرکانس  تاثیر نحوه( 1)شکل

 طبیعی

 
 طبیعی برفرکانس نانولوله تاثیرکسر حجمی (2) شکل

تاثیر شرایط مرزی بر روی اولین فرکانس  (0)در شکل 

طبیعی بی بعد ارتعاش تیر بر روی بستر پسترناک  بررسی 

دهد که بیشترین فرکانس  شده است این شکل نشان می

دارای کمترین فرکانس C-Fبوده و تیر   C-Cمربوط به  تیر 

 باشد. بی بعد می

 
 طبیعی برفرکانس تاثیر شرط مرزی( 0)شکل

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

L/h 

C-C 
(k1,k2)=(0.1,0.02) 

V*bnnt=0.28 

 

UD

FG-Ʌ 

FG-X

FG-◊ 

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

L/h 

C-C 
(k1,k2)=(0.1,0.02) 

FG-X 

 

V*bnnt= 0.12

V*bnnt= 0.17

V*bnnt= 0.28

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

L/h 

V*bnnt=0.28 
k1=0.1 , k2=0.02 

FG-X 

  C-C

 C-F

 C-H

 H-H
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ی تاثیر پارامترهای بستر الاستیک  دهنده نشان (5)و  (4)شکل 

-Cو C-Cبر روی فرکانس طبیعی بی بعد در تیر های 

Fشود در تیر  مشاهده می (4)باشد. همانطور که درشکل  می

C-C بیشترین فرکانس مربوط به ارتعاش تیر بر روی بستر

پسترناک بوده و پس از آن تیر مرتعش بر روی بستر وینکلر 

ی نسبت به تیر مرتعش بدون بستر دارد. اما فرکانس بیشتر

-Cی روندی متفاوت در تیر یک  دهنده نشان( 5)شکل 

F است ، در این شرایط مرزی فرکانس بی بعد تیر مرتعش بر

روی بستر وینکلر بیشتر از فرکانس تیر مرتعش بر روی بستر 

 باشد. پسترناک می

 
 C-Cطبیعی تیر  فرکانس بر تاثیرفاکتورهای بستر ارتجاعی( 4) شکل

 
 C-Fطبیعی در تیر  برفرکانس تاثیرفاکتورهای بستر ارتجاعی( 5)شکل

 گيری نتيجه-7

تقویت شده با  هدفمند ارتعاشات آزاد تیر ،در این تحلیل

نانولوله های نیترید بور بر روی بستر الاستیک بررسی شد، 

در ماتریس   1گیری یکنواخت و مستقیم ها با جهت نانولوله

ها در ماتریس به  توزیع شده و همچنین توزیع نانولوله

صورت یکنواخت و یا هدفمند در راستای ضخامت تیر در 

نظر گرفته شد، خواص تیر نانوکامپوزیتی بر اساس یک مدل 

میکرومکانیکی بیان شده و معادلات حاکم بر ارتعاش تیر با 

نکو استخراج استفاده از اصل همیلتون و تئوری تیر تیموش

شده و روش دیفرانسیل کوادریچر برای حل معادلات و 

استخراج فرکانس طبیعی تیر به کار گرفته شده است.در این 

تحلیل تاثیر کسر حجمی نانولوله و انواع توزیع آن در 

راستای ضخامت تیر ، شرایط مرزی مختلف، نسبت لاغری 

  کانستیر و همچنین پارامترهای بستر ارتجاعی بر روی فر

 طبیعی بررسی شده است.

  کسر حجمی نانولوله، فرکانس طبیعی افزایش با

 یابد. تیر نیز افزایش می

  متقارن توزیع FG-X  بیشترین فرکانس طبیعی را

، توزیع UDداشته وپس از آن  به ترتیب توزیع 

نسبت به هم  ◊-FGو توزیع متقارن  FG-Ʌنامتقارن 

 فرکانس بیشتری دارند.

  در شرط مرزیC-C تیر بیشترین فرکانس طبیعی را ،

 ،C-Hبه ترتیب در شرایط مرزی داشته و پس از آن 

H-H  وC-F یابد. فرکانس کاهش می 

  فرکانس طبیعی ارتعاش تیر بر روی بستر ارتجاعی

بالاتر از فرکانس طبیعی ارتعاش تیر بدون بستر 

 ارتجاعی است.

 در شرایط مرزیC-H، H-H وC-C  فرکانس

طبیعی تیرمرتعش بر روی بستر پسترناک بالاتر از 

فرکانس طبیعی تیرمرتعش بر بستر وینکلر است. 

هده ااین قضیه مشخلاف  C-F اما در شرط مرزی 

.شود می

                                                             
1Aligned 

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

L/h 

C-C 
FG-X 

V*bnnt=0.28 

 

 (k1,k2)=(0, 0)

(k1,k2)=(0.1, 0)

 (k1,k2)=(0.1, 0.02)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

L/h 

C-F 
FG-X 

V*bnnt=0.28 

 

(k1,k2)=(0, 0)

(k1,k2)=(0.1, 0)

(k1,k2)=(0.1, 0.02)
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 پيوست:

 اعتباردهی نتایج با نتایج بدست آمده در مراجع( 1)جدول

 

 

 C-C (L/h=15)برای شرایط مرزی BNNTRCتیر    سه فرکانس اول طبیعی بی بعد شده  (2)جدول

 
UD 

 
FGɅ 

 
FGX 

 
FG◊ 

     
  0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

(  ,  )=(0 , 0) 

   
1.41

12 

1.52

65 

1.72

33  

1.30

36 

1.43

02 

1.66

73  

1.52

62 

1.64

33 

1.88

28  

1.20

32 

1.32

97 

1.55

93 

   
2.98

96 

3.17

94 

3.53

16  

2.84

44 

3.06

1 

3.50

59  

3.15

08 

3.35

14 

3.80

21  

2.69

74 

2.92

01 

3.35

89 

   
4.80

34 

5.07

06 

5.58

8  

4.62

96 

4.94

04 

5.61

55  

5.00

45 

5.28

88 

5.96

06  

4.44

61 

4.76

62 

5.43

56 

(   ,  )=(0.1 , 0) 

   
1.44

28 

1.55

46 

1.74

62  

1.33

77 

1.46

01 

1.69

1  

1.55

54 

1.66

94 

1.90

39  
1.24 

1.36

18 

1.58

46 

   
3.00

46 

3.19

3 

3.54

28  

2.86

01 

3.07

51 

3.51

72  

3.16

51 

3.36

42 

3.81

26  

2.71

4 

2.93

48 

3.37

07 

   
4.81

27 

5.07

92 

5.59

52  

4.63

93 

4.94

91 

5.62

25  

5.01

35 

5.29

7 

5.96

73  

4.45

62 

4.77

52 

5.44

29 

(   ,  )=(0.1 , 0.02) 

   
1.50

56 

1.61

02 

1.79

16  

1.40

64 

1.52

02 

1.73

86  

1.61

3 

1.72

07 

1.94

52  

1.31

52 

1.42

72 

1.63

61 

   
3.12

12 

3.29

85 

3.63

06  

2.98

3 

3.18

49 

3.60

58  

3.27

57 

3.46

44 

3.89

42  

2.84

41 

3.05

03 

3.46

35 

   
4.97

54 

5.22

77 

5.71

99  

4.80

74 

5.10

11 

5.74

64  

5.17

01 

5.43

98 

6.08

45  

4.63

1 

4.93

25 

5.57

07 

 

 

(k1, k2) BCs N=5 N=7 N=9 N=11 N=13 Ref[10] Ref[8] 

 
C-C 

       
(0, 0) 

 
0.8662 0.8598 0.86 0.86 0.86 0.86 0.8494 

(0.05, 0) 
 

0.8915 0.8852 0.8854 0.8854 0.8854 0.8715 
 

(0.05, 0.01) 
 

0.9414 0.9397 0.9398 0.9398 0.9398 0.8967 
 

 
C-F 

       
(0, 0) 

 
0.1486 0.1557 0.1556 0.1556 0.1556 0.1556 0.1547 

(0.05, 0) 
 

0.2582 0.2623 0.2623 0.2623 0.2623 0.2101 
 

(0.05, 0.01) 
 

0.2535 0.2513 0.2512 0.2512 0.2512 0.2033 
 

 
H-H 

       
(0, 0) 

 
0.4526 0.46 0.4598 0.4598 0.4598 0.4597 0.4543 

(0.05, 0) 
 

0.499 0.5057 0.5055 0.5055 0.5055 0.4806 
 

(0.05, 0.01) 
 

0.5794 0.5855 0.5854 0.5854 0.5854 0.5196 
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 C-F (L/h=15)  مرز شرایط برای BNNTRCتیر   شدهبی بعد  طبیعی اول فرکانس سه( 0) جدول

 
UD 

 
FGɅ 

 
FGX 

 
FG◊ 

     
  0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

(  ,  )=(0 , 0) 

   
0.32

74 

0.37

75 

0.46

16  

0.27

78 

0.32

1 

0.39

68  

0.39

29 

0.45

34 

0.56

1  

0.24

17 

0.27

92 

0.34

39 

   
1.56

2 

1.71

7 

1.97

73  

1.40

97 

1.56

84 

1.85

64  

1.73

38 

1.89

94 

2.21

95  

1.28

09 

1.43

36 

1.70

37 

   
3.44

76 

3.71

28 

4.18

02  

3.21

44 

3.50

29 

4.06

26  

3.70

55 

3.98

45 

4.56

68  

3.00

24 

3.29

03 

3.83

11 

(   ,  )=(0.1 , 0) 

   
0.44

42 

0.47

85 

0.54

1  

0.40

89 

0.43

54 

0.48

69  

0.49

44 

0.54

05 

0.62

8  

0.38

53 

0.40

56 

0.44

49 

   
1.59

04 

1.74

19 

1.99

73  

1.44

11 

1.59

56 

1.87

76  

1.75

95 

1.92

2 

2.23

74  

1.31

54 

1.46

33 

1.72

68 

   
3.46

06 

3.72

44 

4.18

97  

3.22

82 

3.51

51 

4.07

23  

3.71

76 

3.99

53 

4.57

55  

3.01

73 

3.30

33 

3.84

14 

(   ,  )=(0.1 , 0.02) 

   
0.43

53 

0.47

2 

0.53

75  

0.39

73 

0.42

58 

0.47

99  

0.48

9 

0.53

76 

0.62

77  

0.37

22 

0.39

4 

0.43

57 

   
1.67

08 

1.81

44 

2.05

75  

1.52

67 

1.67

17 

1.93

89  

1.83

51 

1.99

04 

2.29

34  

1.40

7 

1.54

43 

1.79

18 

   
3.59

1 

3.84

34 

4.28

98  

3.36

33 

3.63

69 

4.17

15  

3.84

3 

4.10

99 

4.66

98  

3.15

9 

3.43

02 

3.94

42 

 C-H (L/h=15)  مرز  شرایط برای BNNTRC  تیر  شده بعد بی طبیعی اول فرکانس سه ( 4)جدول

 
UD 

 
FGɅ 

 
FGX 

 
FG◊ 

     
  0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

 
0.12 0.17 0.28 

(  ,  )=(0 , 0) 

   
1.13

84 

1.25

59 

1.45

05  

1.04

8 

1.17

15 

1.39

42  

1.27

05 

1.39

43 

1.62

92  

0.92

28 

1.03

68 

1.23

7 

   
2.83

99 

3.05

42 

3.43

13  

2.66

35 

2.90

06 

3.36

03  

3.04

52 

3.26

79 

3.73

66  

2.47

43 

2.71

23 

3.15

73 

   
4.72

29 

5.00

7 

5.53

91  
4.52 

4.85

01 

5.53

86  

4.95

21 

5.24

82 

5.92

81  

4.29

88 

4.63

89 

5.32
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