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در مقیاس میکرو بر اساس تئوری تغییر شکل   ی مگنتتحلیل استاتیکی تیر ها

 برشی مرتبه سوم 

 حسن جباری م 

 دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه آزاد تهران جنوب، تهران، ایران   

 حسین دهبانی

 موزش علمی کاربردی شرکت تولیدی قند کرج، البرز، ایران آ مرکز    

   چکیده 

خمش تیر میکرو تحت بار عرضی یکنواخت و بار محوری در میدان مغناطیسی مورد مطالعه قرار  مقاله  در این  

برای استخراج معادلات   گرفته است. شرایط مرزی تیر نیز از نوع شرایط مفصل ساده در نظر گرفته می شوند.

ت حاکم بر این مسئله برای تیرهای  معادلا  و  حاکم بر تیر ها از اصل حداقل انرژی پتانسیل استفاده شده است

مگنت در مقیاس میکرو استخراج شده اند. در تحلیل تیرها در مقیاس میکرو، علاوه بر روابط موجود برای تیر  

به همین دلیل معادلات حاکم بر تیر میکرو با    ،های معمولی، تنش های کوپل شده نیز وجود خواهند داشت

فاوت خواهد بود. همچنین، تئوری های مختلف تغییر شکل های برشی  معادلات حاکم بر تیرهای معمولی مت 

برنولی، تئوری تیر تیموشنکو، و تئوری تیر مرتبه سوم ردی در یک میدان مغناطیسی    - از جمله تئوری تیر اویلر

برای تیر تحت بارهای مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است. در این تحقیق از روش تحلیلی برای حل مسئله  

مسئله خمش خیز تیر مگنت بصورت تابعی صریح بدست آمده است.    و  ش تیر میکرو استفاده شده استخم

 در نهایت نتایج حاصل از این تحقیق بصورت نمودارهای دو بعدی ارائه شده اند . 

  ردی، برنولی، تئوری تیر تیموشنکو ، تئوری تیر مرتبه سوم    -، تیر اویلرمگنت: تیر میکروهای کلیدی  اژه و

 حل تحلیلی،  میدان مغناطیسی

 مقدمه .1

اند. پژوهشهای    ای هستند که به صورت گسترده مورد بررسی قرار گرفته   تیرها یکی از مهمترین اجزای سازه

بر روی رفتار   بارها  تاثیر  تاثیر  استاتیکی  بسیاری به مطالعه ی  از طرفی  یافته است.  میدان  تیرها اختصاص 

. مورد توجه قرار گرفته استدر حوزه مهندسی مکانیک    ها و تیرهای فلزی سازه  بر روی رفتار    مغناطیسی
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تیرها از اهمیت زیادی در بسیاری از کاربردهای مهندسی همچون طراحی ماشینها و    بررسی رفتار  همچنین  

 .سازه ها برخوردار است

  فصییلی  سییر  بعنوان  نیز  تیرها  تحلیل  بحث شیید،  مطرح ها  سییازه  کلاسیییک  و تحلیل  تئوری  که  زمان همان  از

 خمش، شیامل  که ها  تیر  تحلیل  بر  گرفته  صیورت  های  بررسیی  در.  گرفت  قرار  بررسیی  مورد  تئوری  آن از جدید 

 قرار  بسیاری  محققین  توجه  مورد  نیز  نیروی خارجی  اثر  بر  ارتعاش   بررسی  باشند   می  ها  تیر ارتعاش   و  کمانش،

  نوع این  که باشیید   می  سییازه  روی  بر خارجی  بار از  اسییتفاده ارتعاشییات  بررسییی های  راه  از یکی.  اسییت  گرفته

 .با عنوان ارتعاشات اجباری مطرح می شود ارتعاشات

مسییهله تیر با فرخ خیز بزرت تحت بارگراریهای مرک ، ناشییی از بار گسییترده عرضییی و بار متمرکز  ]1لی ]  

پاسی  و کمانش تیر با فرخ    [2]محوری را با روش عددی رانج کوتای مرتبه پنجم بررسیی کرد. وگا پاسیودا 

بیضیوی و بسیط تیلور  خیز بزرت را با در نظر گرفتن سیطح مقط  متقارن با اسیتفاده از روشیهای عددی انتگرال 

گاههای مفصیلی را بررسیی نمود و پاسی  را برحسی  تواب    نوسیانات آزاد تیر با تکیه  [3]تعیین کرد. بورگرین  

رفتار غیرخطی هندسیی تیر، با فرخ ثابت بودن خواص مادی را به   [4]درویزه و همکاران  بیضیوی ارائه کرد.

اند. میدان جابجایی  ک بعدی و دوبعدی بررسییی کردهکمک روش المان محدود و بادرنظر گرفتن المانهای ی

ابتدا بر اسیاس دیدگاه مکانیک پیوسیته، تعریف شیده و سیملا جملات متلتاتی، با بسیط تیلور خود جایگزین 

این میدان جابجایی، حرکت انتقالی و چرخش مقط ، مد نظر قرار گرفته اسیت. بازبی و وینگارتن .شیده اسیت

ی حل معادلات دیفرانسییییل غیرخطی تیر تحت بار نوسیییانی اسیییتفاده کردند.  از روش المان محدود برا[5]

تهثیر بار محوری کشیشیی و فشیاری را بر روی فرکانسیهای طبیعی و شیکل مدهای تیر یکنواخت   [6,7]بکائیان 

فرکانسیییهای طبیعی یک تیر با   [8]جتگیانکیار و چهییل  .یک دهانه تحیت بارگراریهیای مختلف بررسیییی نمود

ر را با تعریف پارامترهای اینرسیی معادل، سیطح مقط  معادل و جرم معادل تعیین کردند. فریرا ضیخامت متغی

فرکانلا طبیعی تیر تیموشینکو با خیز کم را با روشیهای عددی به دسیت آوردهاند. برای این   [9] و فسیشیار  

از روش [10]منظور از تواب  شیکل جدیدی به همراه روش شیبه طیفی اسیتفاده شیده اسیت. یون و همکاران 

اجزای محدود برای تعیین فرکانسییهای طبیعی تیرهای خمیده اسییتفاده و نتایج را با مقالات دیگر مقایسییه  

فرکانسیهای طبیعی یک تیر تیموشینکوی چند دهانه را به دسیت آورده اسیت. هر بخش تیر  ]11کردند. لین ]

ن حل تیر تیموشیینکو و مونتاژ به صییورت یک قسییمت مسییتقل در نظر گرفته شییده و با توجه به معلوم بود

با روش گالرکین به تحلیل فرکانسیی   [12]دینگ و چن  .پاسیخهای هر بخش، فرکانلا تیر تعیین شیده اسیت

پاسیی  تحلیلی تیر تیموشیینکو تحت بار   [13]اند. سییو و ما   و بررسییی پایداری تیر متحرم محوری پرداخته

کاپانیا و راسییییتی در مقاله ای مروری،  .ائه کردند ضیییربهای را با روشیییهای تبدیل لاپلاس و مدهای نرمال ار

آنها در بخشی از مرور    [14]مطالعات قبلی خود در زمینه تحلیل تیرها و صفحات لایه ای را گردآوری نمودند.

چندین به  در مرور خود  و  تیرها بحث نمودند  برای صییفحات و  مختلف  کارهای قبلی، روی تئوریهای برشییی  

کردنید. یکی از روش هیای المیان محیدودی کیه آنهیا بیه آن اشیییاره میان محیدود اشیییاره  روش تحلییل ، بر پیاییه ال

استفاده از تئوری تغییر شکل  مرتبه بالاست.  روش المان محدودی بر اساس تئوری تغییر شکل برشی  نمودند،

نکه اصیل بالاخص تیرهای کامموزیتی ارائه دادند. جال  ای موردتوجه محققان برای تحلیل تیرها،  برشیی باز هم
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حل تحلیلی الاسیتیک در پژوهشیی  [15].سینکر   و اسیاس این مدل،بر اسیاس تئوری تغییر شیکل برشیی اسیت

برای تیرهای سییاخته شییده از مواد مدرج ،تابعی ارائه نمود. در پژوهش ایشییان خواص مکانیکی مانند مدول 

ارائه شده در تحلیل تیرهای    هرچند در این پژوهش، روش  است.یانگ، مدول برشی و... تابعی از ضخامت تیر  

باشید  شیده  طولی تیر توزی ی در راسیتا  تقویت کننده  که از مواد مدرج تابعی قابل اسیتفاده نیسیتسیاخته شیده  

. به روش مشابهی ایشان و همکارانش، تنش های حرارتی در تیرهای ساخته شده از مواد مدرج تابعی را مورد  

تحقیق    رد  [16] .بررسییی و تحلیل قرار دادند. در اینجا نیز تقویت کننده در جهت ضییخامت متغییر اسییت

تیر از  نانش،تیر سیه لایه ای را به روش المان محدود، مورد بررسیی قرار دادند. ایدیگری چاکروباتی و همکار

دو لایه ماده هموژن متفاوت در سیطوح بالا و پایین و یک هسیته سیاخته شیده از ماده مدرج تابعی تشیکیل 

، [17]شییده اسییت. در این تحقیق نیز، خواص تابعی ازضییخامت هسییته اسییت، همچنین کادولی و همکارانش

  .برشی ارائه کردند  لیل استاتیکی برای تیرهای ساخته شده از مواد مدرج تابعی به کمک تئوری تغییرشکلتح

آنها در بخشیی از تحقیقات خود مقایسیه ای بین نتایج اسیتفاده از تئوری تغییر شیکل برشیی مرتبه اول و مرتبه  

روی    تر اندم و ناچیز اسییت. تحقیقاهای بالاتر انجام دادند و به این نتیجه رسیییدند که تفاوت نتایج بسیییا

کمانش حرارتی تیرهای سیاخته شیده از مواد مدرج تابعی توسیط کیانی و همکاران انجام شیده اسیت.در اینجا 

این پژوهش برای شییرایط مرزی    [18].نیز تقویت کننده در ضییخامت تیر متغییر در نظر گرفته شییده اسییت

و همکارانش تحلیل دو بعدی ترموالاسیتیک    واسیت. ژ گوناگون تحت توزی های حرارتی مختلف بررسیی شیده

تیرهای هموژن با ضیییخامتهای متغییر تحت نیروهای ترمودینامیکی برای شیییرایط مرزی سیییاده ارائه کرده  

آنها در ابتدا سیری های هارمونیکی باضیرای  مجهول برای توزی  دما و تنش فرخ کرده و سیملا به  .[19]اند 

سیطوح و شیرایط مرزی سیاده، شیرایط مرکور را اخر کرده اند. سیملا تحلیل   کمک شیرایط مرزی بالا و پایین

روشیییی برای  [20]خود را به کمیک المیان محیدود اعتبیارسییینجی نمودند.در مقیاله دیگری نگوین وهمکیارانش

تغییر شیکل   تیرهای سیاخته شیده از مواد مدرج تابعی بر اسیاس تئوریتحلیل اسیتاتیکی وارتعاش آزاد تیرهای  

تقویت کننده را در راسییتای ضییخامت به صییورت رابطه توانی فرخ    به اول ارائه کردند. آنها توزی برشییی مرت

تابعی بر تغییر شییکلها، تنشییها،فرکانسییهای طبیعی،   تاثیر ضییری  توانی رابطه خواص مواد مدرجکردند.آنها  

 .گزارش کردند  فرکانلا مربوط به مودهای ارتعاشی را بررسی و-و منحنی نیرو ینیروهای بحرانی کمانش

ت خطی تیر در خمش تیر تحت  لاخطی تیر میکرو، معادالاستیسیته ت لافاده از معادتدر این مقاله ابتدا با اس 

فاده خواهد شد. در مسله خمش، خیز تیر بصورت تابعی  تآمده و برای حل آن از روش تحلیلی اس  رضیبار ع

 .تحقیق بصورت نمودار ارائه شده اند در ادامه نتایج حاصل از این و    صریح بدست آمده است

  ت حاکم بر حرکت میکرو تیر تیموشنکولامعاد-2

 :شود  جایی یک میکروتیر تیموشنکو به صورت زیر تعریف می ت میدان جابهلامعاد
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های بسیار کوچک ،انرژی   ستیک خطی و تغییرشکللاا مواد برای  شده  اصلاح کوپل  تنش  یهبراساس نظر

 :شود بیان می (2)کرنشی ذخیره شده در میکروسازه به صورت رابطه 

( ) ( )2
2

1
dVmU

V

ijijijij +=  

در این رابطه، تانسور تنش کوشی، تنش مرتبه بالاتر نامیده می شوند که مقادیر آنها به صورت زیر قابل ارائه  

 می باشند:
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بخش متقارن تانسور گرادیان چرخشی است که مولفه    ijو     های ماتریلا کرنش مؤلفه ijدر رابطه فوق،  

 (، مقادیر آنها به دست می آید. 1( تعریف و با استفاده از رابطه )4های آنها به صورت  روابط ارائه شده )
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ی تغییرات انرژی کرنشی میکرو تیر تیموشنکو به    معادله(،  2)ی  در رابطه (4) (و  3)ت لابا جایگراری معاد

 د: شو صورت زیر تعیین می 
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صورت ثابت در  به پهنای میکرو تیر تیموشنکو اشاره دارد که در کار حاضر مقدار آن به  b ر رابطه فوق، د

، تغییرات انرژی جنبشی  ی انرژی کرنشی میکروتیر تیموشنکو نظر گرفته شده است. پلا از تعیین معادله

 : [31,30]میکروسازه به شکل زیر بیان می شود 
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   اثرات میدان مغناطیسی در میکروتیرتیموشنکو-1-2

در   مغناطیسی  میدان  اثر  قسمت  این  میگیرددر  قرار  بررسی  مورد  تیموشنکو  شار   .میکروتیر  بردارهای 

مغناطیسی , ,
T

x y zB B B B=   زم به ذکر است در نظریه میکروتیر کوپله  لاشوند.    تعریف می شکل زیر  مطابق

 .اند  برابر صفر در نظر گرفته شده y های در راستای محور شده، مؤلفه
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به ترتی  ضرای  مگنتوالکتریک، پیزومگنتیک و ضری  نفوذپریری مغناطیسی هستند.   μ و d   ،qفوق   در رابطه

  :[104]همچنین داریم 
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ت جدید و حل آنها براساس شرایط لا(و تشکیل معاد7) ت رابطه لادر دسته معاد  (8)جایگراری رابطه  با

 وند: ش  مرزی مدار بسته، پتانسیل مغناطیسی به شکل زیر محاسبه می
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 در میکروتیرتیموشنکو  تعیین تغییرات انرژیهای کرنشی و جنبشی-3

کارگیری اصل همیلتون به   ت حاکم بر حرکت میکروتیر تیموشنکو با استفاده از روش انرژی و به لامعاد

 :شود  صورت زیر نوشته می 
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ت لابا جایگراری معاد. باشند   انرژی کرنشی می U انرژی جنبشی و Tانیرژی پیتانسیل کل،    Π  ،  (10)رابطه  در  

ت حاکم بر  لا،معاد δω و δφ و فاکتورگیری از ضرای (10)در معادله  ( 9)و  (6)،   (5) به دست آمده از روابط  

میکروتی تحرکت  و    کوپل یموشنکوی  ر  الکتریکی  میدانهای  شامل  مختلف  فیزیکی  میدانهای  تحت  شده 

 :شوند  نوشته می( 11)ت ارائه شده در رابطه لاصورت معاد بهستیک  لامغناطیسی بر بستر ا
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2 ) 0 11

eq

w w w
A

x x t


 
− + =

  

 

 
 تیر مستقیم میکرو یک  شماتیک ( 1شکل )

 میکرو   تیر  الاستیسیتهمعادلات  -4

که    در محیط ماکرو   یک جسمتحلیل  نیز مراحلی شبیه به   در مقیاس میکرو   الاستیکیک جسم  تحلیل  برای  

با این تفاوت که برای تحلیل یک محیط الاستیک در مقیاس    .خواهیم داشتت قبلی ارائه شده است  مدر قس

  داشته ایم اضافه خواهد شد.  میکرو، فرضیات جدیدی به روابطی که قبلا

( قرار دارند. شرایط مرزی تیر نیز از نوع شرایط مرزی مفصل ساده  qگسترده یکنواخت ) تیر مرکور تحت بار  

 ( می باشد.hارتفاع تیر )  (، وb(، عرخ تیر ) Lملاحظه می شود طول تیر ) 1(1می باشند. همانطورکه درشکل )

روابط اندیسی  حاکم بر یک محیط الاستیک در مقیاس میکرو را با  معادلات الاستیسیتهبرای خلاصه نویسی، 

 : ر نشان می دهیمی بصورت ز

 بصورت زیر نوشته می شود  در مقیاس میکرو  چگالی انرژی کرنشی 

𝑢 =
1

2
(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)                       (11) 

 

تنسور  (  𝑚𝑖𝑗( تنسور کرنش، )𝜀𝑖𝑗( تنسور تنش، ) 𝜎𝑖𝑗می باشد. و )   چگالی انرژی کرنشی (  uکه در رابطه بالا، )

 ( تنسور متقارن انحنا می باشند.𝜒𝑖𝑗تنشهای کوپل شده، و ) 

 تغییر مکان نیز بصورت زیر نوشته می شوند  -روابط کرنش 
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𝜀𝑖𝑗 =
1

2
[(∇𝑢)𝑖𝑗 + (∇𝑢)𝑇

𝑖𝑗]                    (12) 

 . نیز بصورت زیر خواهند بود )معادلات ساختاری( کرنش - روابط تنش
 

𝜎𝑖𝑗 = 2 𝜇𝜀𝑖𝑗 + 𝜆𝜀𝑚𝑚𝛿𝑖𝑗      (13) 

 نیز برابر است با  ( 𝜒𝑖𝑗)  (  و تنسور متقارن انحنا𝑚𝑖𝑗تنشهای کوپل شده )  همچنین رابطه
 

𝑚𝑖𝑗 = 2 𝜇𝜒𝑖𝑗                        (14) 

این روابط برای یک محیط الاستیک سه بعدی در مقیاس میکرو ارائه شده اند. در صورتیکه بخواهیم از  

 بالا برای تحلیل تیر استفاده کنیم، روابط ساده تر خواهند شد.روابط 

 میکرو  تیر خطیمعادلات -5

برای تحلیل تیرها در مقیاس میکرو نیز مراحلی شبیه به تحلیل تیرهای ایزوتروپیک که در قسمت قبلی ارائه  

 باشد،با فرخ اینکه تغییر مکان در داخل تیر بصورت زیر شده است طی خواهیم کرد. 
 

𝑢𝑥(𝑥. 𝑧) = −𝑧 
𝑑𝑤𝑏(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑓(𝑧)

𝑑𝑤𝑠(𝑥)

𝑑𝑥
 

 

𝑢𝑦(𝑥. 𝑧) = 0 
 

𝑢𝑧(𝑥. 𝑧) = 𝑤𝑏(𝑥) + 𝑤𝑠(𝑥)                (15) 
 

تاب    از  مشخصی  مقادیر  ازای  به  بالا،  در  شده  ارائه  مکان  تغییر  میدان  در  مختلف    𝑓(𝑧)که  های  تئوری 

 تغییرشکل برشی برای تیرها بصورت زیر حاصل می گردند. 
 

If :  𝑓(𝑧) = −𝑧  →   Timoshenko theory 

If :  𝑓(𝑧) = 0  →    Euler-Bernoulli theory 

If :  𝑓(𝑧) = −4𝑧3/3ℎ2 →    Reddy theory 

 

حاصل می شوند. طبق این    𝑓(𝑧) بر اساس روابط بالا، تئوری های مختلف تیر به ازای مقادیر مختلف تاب   

𝑓(𝑧)روابط با در نظر گرفتن   = برنولی حاصل می شود. با در نظر گرفتن    -تئوری کلاسیک تیر اویلر     0

𝑓(𝑧) = −𝑧     با در نظر گرفتن تابعی بصورت    در نهایت  اول تیر تیموشنکو حاصل می شود.   تئوری مرتبه

𝑓(𝑧) = −4𝑧3/3ℎ2    ها حاصل می شود. بعد بدست آمدن میدان  تئوری تیر مرتبه سوم ردی برای تیر

 باشند کرنش های مربوطه نیز بصورت زیر می  تغییر مکان می توان کرنش ها را نیز بدست آورد. 
 

𝜀𝑥 = −𝑧 
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
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𝛾𝑥𝑧 =
1

2
(1 +

𝑑𝑓

𝑑𝑧
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
         (16) 

 بصورت زیر مشخص می شوند  بر حس  مولفه های تغییرمکان همچنین مولفه های تنسور انحنا نیز

 

𝜒𝑥𝑦 =
1

2
{−

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

1

2
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
} 

 

𝜒𝑦𝑧 =
1

4
(

𝑑2𝑓

𝑑𝑧2
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
            (17) 

 

 نیز بصورت زیر نوشته خواهند شد  ها )معادلات ساختاری( تنش روابط و 

 

𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 = 𝐸 {−𝑧 
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
} 

 

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺𝛾𝑥𝑧 = 𝐺 (1 +
𝑑𝑓

𝑑𝑧
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
 

 

𝑚𝑥𝑦 = 2 𝐺𝜒𝑥𝑦 = 𝐺 {−
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

1

2
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
} 

 

𝑚𝑦𝑧 = 2 𝐺𝜒𝑦𝑧 =
𝐺

2
(

𝑑2𝑓

𝑑𝑧2
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
          (18) 

 

 شرایط مرزی برای تنش ها و تنش های کوپل شده نیز بصورت زیر هستند 
 

𝑎𝑡:   𝑧 = ±
ℎ

2
            𝑚𝑦𝑧 = 𝜎𝑥𝑧 = 0        (19) 

بنابراین منتجه های تنش با انتگرال  بعد از بدست آمدن تنش ها، منتجه های تنش را تعریف خواهیم کرد.  

 گیری از تنش ها و ممان تنش بصورت زیر تعریف می شوند 
 

𝑃𝑥 = ∫ 𝜎𝑥  𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

= 𝐸 ∫ [−𝑧 
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
]  𝑑𝑧             (20)

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 

 . همچنین داریم منتجه نیروی محوری در جهت طول تیر می باشد  𝑃𝑥که  
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𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

+ ∫ 𝑚𝑥𝑦𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

= 𝐸 ∫ 𝑧 (−𝑧
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

+ 𝐺 ∫ (−
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

1

2
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) 𝑑𝑧             (21)

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 
 : . همچنین داریممنتجه گشتاور در تیر می باشد  𝑀𝑥که  

 

𝑉𝑥𝑧 = ∫ (𝜏𝑥𝑧 −
𝑑𝑚𝑥𝑦

𝑑𝑥
−

𝑑𝑚𝑦𝑧

𝑑𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

= 𝐺 ∫ {(1 +
𝑑𝑓

𝑑𝑧
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
− (−

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
+

1

2
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
)

ℎ
2

−
ℎ
2

−
1

2
(

𝑑3𝑓

𝑑𝑧3
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
} 𝑑𝑧           (22)  

 

 .باشد منتجه نیروی برشی در ضخامت تیر می نیز  𝑉𝑥𝑧که  

برای آنکه بتوانیم معادلات تعادل حاکم بر مسئله را استخراج نماییم از اصل حداقل انرژی پتانسیل  اکنون 

استفاده می کنیم. طبق اصل حداقل انرژی پتانسیل، ابتدا باید انرژی پتانسیل کل سیستم که شامل انرژی  

 می باشد را محاسبه نمود.   محوریو کار انجام شده توسط بار  ، کار انجام شده توسط بار عرضی،  کرنشی

 میکرو بصورت زیر می باشد  یک جسم الاستیک سه بعدی در مقیاس مربوط    کرنشی انرژی در حالت کلی 

𝑈 =
1

2
∫ (𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)𝑑𝑉            (23)

 

𝑉

 

مربوط به تیر را محاسبه کنیم، با استفاده از روابط تعریف شده در قسمت   در صورتیکه بخواهیم انرژی کرنش

 قبل برای تیر میکرو، انرژی کرنشی تیر بصورت زیر نوشته می شود 
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𝑈 =
1

2
∫ ∫ ∫ {𝐸 (−𝑧

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
)

2

+ 𝐺 [(1 +
𝑑𝑓

𝑑𝑧
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
]

2ℎ
2

−
ℎ
2

𝑏

0

𝐿

0

+ 𝐺 (−
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

1

4
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
)

2

−
𝐺

4
[(

𝑑2𝑓

𝑑𝑧2
)

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
]

2

} 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥     (24) 

 

 که بعد از محاسبه انتگرال در جهت های ضخامت و عرخ تیر، انرژی کرنشی بصورت زیر نوشته می شود 
 

𝑈 =
1

2
∫ {2𝐴1 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
)

2

+ 2𝐴2 (
𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
)

2

+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2

𝐿

0

+ 2𝐴4 (
𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)

2

} 𝑑𝑥    (25) 

 

 ضرای  بصورت زیر تعریف می شوند که در رابطه بالا 
 

𝐴1 = ∫ (𝐸𝑧2 + 𝐺)𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

𝐴2 = ∫ [
𝐺

16
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)

2

+ 𝐸𝑓2(𝑧)] 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

𝐴3 = ∫ [−2 𝐸 𝑧𝑓(𝑧) −
𝐺

2
(

𝑑𝑓

𝑑𝑧
− 1)] 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

𝐴4 = 𝐺 ∫ [(1 +
𝑑𝑓

𝑑𝑧
)

2

−
1

4
(

𝑑2𝑓

𝑑𝑧2
)

2

] 𝑑𝑧            (26)

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 

 بصورت زیر نوشته می شود  )بار یکنواخت عرضی(خارجی  کار نیرو 
 

Ω = − ∫ 𝑞 (𝑤𝑏 + 𝑤𝑠)
𝐿

0

𝑑𝑥            (27) 
 

 همچنین کار نیروی خارجی )نیروی محوری( نیز بصورت زیر نوشته می شود 
 

Γ =
1

2
∫ 𝑃 (

𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
+

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)

2𝐿

0

𝑑𝑥            (28) 
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توان معادلات   که بصورت زیر است، می   )اصل کار مجازی( حداقل انرژی پتانسیلبنابر این با استفاده از اصل 

 را بدست آورد  بار عرضی و بار محوری  اثر همزمان  تحت تیر میکرو حاکم بر مسئله 
 

𝛿𝛱 = 𝛿𝑈 + 𝛿Γ + 𝛿Ω = 0       (29) 
 

 که اولین وریشن انرژی کرنشی بصورت زیر نوشته می شود
 

𝛿𝑈 = ∫ {2𝐴1

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
 𝛿 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
) + 2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
𝛿 (

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) + 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
 𝛿 (

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
)

𝐿

0

+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
 𝛿 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
) + 2𝐴4

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
 𝛿 (

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)} 𝑑𝑥            (30) 

 

 با گرفتن انتگرال جز به جز از رابطه بالا خواهیم داشت 
 

𝛿𝑈 = ∫ {2𝐴1

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
 𝛿𝑤𝑏 + 2𝐴2

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
𝛿𝑤𝑠 + 𝐴3

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
 𝛿𝑤𝑠 + 𝐴3

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
 𝛿𝑤𝑏

𝐿

0

− 2𝐴4

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
 𝛿𝑤𝑠} 𝑑𝑥 

+ {(2𝐴1
𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3 ) 𝛿𝑤𝑏 + (2𝐴1
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2 ) 𝛿 (
𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
) +

(2𝐴2
𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
− 2𝐴4

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
) 𝛿𝑤𝑠 + (2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2 ) 𝛿 (
𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)}

0   

𝐿

(31)3 
 

 وریشن کار نیرو خارجی )بار یکنواخت عرضی( بصورت زیر نوشته می شود 
 

𝛿Ω = − ∫ 𝑞 (𝛿𝑤𝑏 + 𝛿𝑤𝑠)
𝐿

0

𝑑𝑥          (32) 
 

 همچنین، وریشن کار نیروی خارجی )نیروی محوری( نیز بصورت زیر نوشته می شود 
 

𝛿Γ = 𝑃 ∫  {(
𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
+

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
) [𝛿 (

𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
) + 𝛿 (

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)]}

𝐿

0

𝑑𝑥       (33) 
 

 که بعد از انتگرال گیری با تکنیک جز به جز بصورت زبر نوشته می شود 
 

𝛿Γ = −𝑃 ∫  {(
𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) (𝛿𝑤𝑏 + 𝛿𝑤𝑠)}

𝐿

0

𝑑𝑥

+ {(
𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
+

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
) (𝛿𝑤𝑏 + 𝛿𝑤𝑠)}

0

𝐿

        (34) 
 

 رابطه زیر می رسیمبه   ،اصل کار مجازی که گفته شد با استفاده از با توجه به روابط بالا و 
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𝛿𝛱 = 𝛿𝑈 + 𝛿Γ + 𝛿Ω

= ∫ {[2𝐴1

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
+ 𝐴3

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
− 𝑃 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) − 𝑞] 𝛿𝑤𝑏

𝐿

0

+ [2𝐴2

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
+ 𝐴3

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
− 2𝐴4

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
− 𝑃 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
)

− 𝑞] 𝛿𝑤𝑠} 𝑑𝑥 

+ {(2𝐴1

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
) 𝛿𝑤𝑏 + (2𝐴1

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) 𝛿 (

𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
)

+ (2𝐴2

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
− 2𝐴4

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
) 𝛿𝑤𝑠

+ (2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
) 𝛿 (

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
)}

0

𝐿

= 0          (35) 

 بصورت زیر بدست می آیند  میکرو بر تیر  حاکمدیفرانسیل خطی معادلات در نهایت، 
 

−2𝐴1

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
− 𝐴3

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
+ 𝑃 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) + 𝑞 = 0 

−2𝐴2

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
− 𝐴3

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
+ 2𝐴4

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
+ 𝑃 (

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
) + 𝑞 = 0     (36) 

 

معادلات بالا معادلات دیفرانسیل تعادل حاکم بر تیر میکرو ایزوتروپیک می باشند که با استفاده از روش  

 انرژی بدست آمده اند. این معادلات بر پایه یک تئوری تغییر شکل برشی کلی نوشته شده اند.  

 نیز بصورت زیر بدست می ایند طبیعی همچنین شرایط مرزی 

[2𝐴1

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
] = 0.       𝑜𝑟    𝛿𝑤𝑏 = 0  

[2𝐴2

𝑑3𝑤𝑠

𝑑𝑥3
+ 𝐴3

𝑑3𝑤𝑏

𝑑𝑥3
− 2𝐴4

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
] = 0.    𝑜𝑟   𝛿𝑤𝑠 = 0 

[2𝐴1

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
] = 0.       𝑜𝑟    𝛿 (

𝑑𝑤𝑏

𝑑𝑥
) = 0  

[2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏

𝑑𝑥2
] = 0.        𝑜𝑟    𝛿 (

𝑑𝑤𝑠

𝑑𝑥
) = 0      (37)  
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. اکنون می توان با استفاده از روش  و شرایط مرزی طبیعی می باشند حاکم بر تیر میکرو    ت بالا معادلات معادلا

  را حل نمود. بالا  دیفرانسیل شرایط مرزی  های تحلیلی یا روش های عددی ذکر شده در فصول قبلی معادلات  

 که ما در این تحقیق از روش تحلیلی برای حل معادلات استفاده می کنیم. 

 برنولی -تیر اویلر معادلات ماکسول-6

( به شکل  Lorentz’s force)لانتر، نیروی لو  Hبرنولی تحت تاثیر میدان مغناطیسی  -برای یک تیر اویلر

 تعریف می شود:  یرز

( )38







===

→→→→→→

HJHJBVqf  

 داریم: رابطه فوق   از

( )39

00

)0,,0(
00

0

x

x

x wH
zyxwH

H

wu
HUCurlhhCurlJ 











===







=→=

→→→→→

 

 با ساده سازی روابط فوق داریم:

( )40,0,0,0, 











=
















−=

→

xxx wH
x

wH
x
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z

J 

),0,0(به صورت   ی بردار طول ک ی ل، یتحل  یساده ساز یبرا xHH   انیجر یچگالشود. ی در نظر گرفته م=

(J و معادلات ماکسول )برابر است با 

( )410,,0

00

)( 























−=

















====
→

x

x

wH
xx

wH
x

zyxhhCurlJ 

 برابر است با:   (Lorentz’s forceنیروی لونترز)

( ) ( )42

00

00
2

2
22

x

w
H

x

w

x
H

H

wH
xxhJf xx

x

x




=
















=

















−

==   

لورنتلا در امتداد   ی روهایمولفه ن نیبنابرااست. یسیمغناط  دانیم یرینفوذپر ضری  رابطه فوق، که در 

 به شکل زیر تعریف می شود:   zو   x  ،y یجهت ها
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( )43,0,0 2

xzyx Hfff === 

 تحلیل خمش تیر تحت بار عرضی -7

از یک روش تحلیلی برای  همچنین  تحت بار عرضی بررسی می شود.  مگنت  در این قسمت خمش تیر میکرو  

 هستند معادلات حاکم بر خمش تیر بصورت زیر تیر استفاده می شود.  و تغییر مکان کلی محاسبه خیز 

 

−2𝐴1

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
− 𝐴3

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
+ 𝑞 + 𝑓 = 0 

−2𝐴2

𝑑4𝑤𝑠

𝑑𝑥4
− 𝐴3

𝑑4𝑤𝑏

𝑑𝑥4
+ 2𝐴4

𝑑2𝑤𝑠

𝑑𝑥2
+ 𝑞 + 𝑓 = 0           (44) 

 

برای شرایط مرزی مفصل ساده روابط زیر  و  شرایط مرزی دو سر تیر نیز مفصل ساده در نظر گرفته می شوند.  

 برقرار می باشند 
 

𝑤𝑏(0) = 𝑤𝑏(𝐿) = 0 

𝑤𝑠(0) = 𝑤𝑠(𝐿) = 0 

[2𝐴1

𝑑2𝑤𝑏(0)

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠(0)

𝑑𝑥2
] = [2𝐴1

𝑑2𝑤𝑏(𝐿)

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑠(𝐿)

𝑑𝑥2
] = 0 

[2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠(0)

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏(0)

𝑑𝑥2
] = [2𝐴2

𝑑2𝑤𝑠(𝐿)

𝑑𝑥2
+ 𝐴3

𝑑2𝑤𝑏(𝐿)

𝑑𝑥2
] = 0     (45) 

 

معادلات را  مشخص،   برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل کوپل شده بالا و شرایط مرزیدر تحلیل خمش، 

 بصورت زیر دوباره باز نویسی می نماییم 

 

−2𝐴1𝐷4𝑤𝑏 − 𝐴3𝐷4𝑤𝑠 + 𝑞 + 𝑓 = 0 

−𝐴3𝐷4𝑤𝑏 + 2(𝐴4𝐷2 − 𝐴2𝐷4)𝑤𝑠 + 𝑞 + 𝑓 = 0      (46) 
 

𝐷)که در دستگاه بالا داریم:   =
𝑑

𝑑𝑥
) 

 و یا بصورت ماتریسی نوشت:

[
−2𝐴1𝐷4 −𝐴3𝐷4

−𝐴3𝐷4 2(𝐴4𝐷2 − 𝐴2𝐷4)
] [

𝑤𝑏

𝑤𝑠
] = [

−𝑞 − 𝑓
−𝑞 − 𝑓

]       (47) 
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 حالا دترمینان ضرای  و دترمینان نظیر مجهولات را بصورت زیر تعریف می نماییم: 

 

∆= [
−2𝐴1𝐷4 −𝐴3𝐷4

−𝐴3𝐷4 2(𝐴4𝐷2 − 𝐴2𝐷4)
] = 4𝐴1(𝐴2𝐷8 − 𝐴4𝐷6) − 𝐴3

2𝐷8 

 

∆𝑏= [
−𝑞 − 𝑓 −𝐴3𝐷4

−𝑞 − 𝑓 2(𝐴4𝐷2 − 𝐴2𝐷4)
] = (q + f)(2𝐴2𝐷4 − 2𝐴4𝐷2 − 𝐴3𝐷4) 

 

∆𝑠= [
−2𝐴1𝐷4 −𝑞 − 𝑓

−𝐴3𝐷4 −𝑞 − 𝑓
] = (q + f)(2𝐴1𝐷4 − 𝐴3𝐷4)            (48) 

 

 حالا می توان مجهولات را بصورت زیر بدست آورد 

 

𝑤𝑏 =
∆𝑏

∆
=

𝑞(2𝐴2𝐷4 − 2𝐴4𝐷2 − 𝐴3𝐷4)

4𝐴1(𝐴2𝐷8 − 𝐴4𝐷6) − 𝐴3
2𝐷8

 

 

𝑤𝑠 =
∆𝑠

∆
=

𝑞(2𝐴1𝐷4 − 𝐴3𝐷4)

4𝐴1(𝐴2𝐷8 − 𝐴4𝐷6) − 𝐴3
2𝐷8

       (49) 

 

 معادلات دیفرانسیل حاکم بصورت زیر می باشند   نهاییحل معادلات جبری بالا،  هر کدام ازپلا از حل 

 

𝑤𝑏(𝑥) =
−1

8𝐴1𝐴3𝐴4
2 (𝐴3

4 − 8𝐴1𝐴2𝐴3
2 + 16𝐴1

2𝐴2
2)(𝐶3𝑒−𝛽𝑥 + 𝐶4𝑒𝛽𝑥)

+
𝑥2

6
(𝐶5𝑥 + 𝐶6) + (𝐶7𝑥 + 𝐶8) +

(𝑞 + 𝑓) 𝑥4

48𝐴1
 

𝑤𝑠(𝑥) =
−1

8𝐴1𝐴3𝐴4
2 (𝐴3

4 − 8𝐴1𝐴2𝐴3
2 + 16𝐴1

2𝐴2
2)(𝐶3𝑒−𝛽𝑥 + 𝐶4𝑒𝛽𝑥)

+ 2(𝐶1𝑥 + 𝐶2) −
1

2𝐴3𝐴4
(4𝐴1𝐴2 − 𝐴3

2)(𝐶5𝑥 + 𝐶6)

+
(𝑞 + 𝑓)𝐴3 𝑥2

8𝐴1𝐴4
      (50) 

 

 که در روابط بالا ضری  زیر استفاده شده است

𝛽 = 2 [
𝐴1𝐴4

4𝐴1𝐴2 − 𝐴3
2]

1/2

    (51) 

  نوشته شده بدست می آیند. از شرایط مرزی در روابط بالا ضرای  مجهول همچنین، همه 
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 نتایج مربوط به تحلیل خمش تیر -8

در این بخش نتایج مربوط به تحلیل خمش تیر میکرو بر اساس تئوری های مختلف تغییرشکل برشی ارائه  

 شده اند. 

 
  ر میکروتی منحنی های تغییرمکان براین میدان مغناطیسی و با میدان مغناطیسی و بد( مقایسه تئوری های مختلف تیرها 1-6شکل )

 (L/h=5تحت بار عرضی برای نسبت )

شکلی سعی شده است که نتایج حاصل شده از تئوری های مختلف طوری نمایش داده شوند که تفاوت  در هر  

 تئوری های مختلف تیرها با میدان مغناطیسی و بدون میدان مغناطیسی بخوبی نشان داده شود. 
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برای منحنی های تغییرمکان تیر میکرو  ن میدان مغناطیسی و با میدان مغناطیسی و بد( مقایسه تئوری های مختلف تیرها 2- 6شکل )

 (L/h=10تحت بار عرضی برای نسبت )

 
  برای منحنی های تغییرمکان تیر میکرو ن میدان مغناطیسیو با میدان مغناطیسی و بد ( مقایسه تئوری های مختلف تیرها3-6شکل )

 (L/h=20تحت بار عرضی برای نسبت )
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بر روی منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار   ن میدان مغناطیسیوبا میدان مغناطیسی و بد( L/hبی بعد )( اثر نسبت 4-6شکل )

 عرضی با تئوری  مرتبه اول تغییرشکل برشی تیر

 
بر روی منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار  ن میدان مغناطیسی وبا میدان مغناطیسی و بد( L/h( اثر نسبت بی بعد )5-6شکل )

 عرضی با تئوری  مرتبه سوم تغییرشکل برشی تیر 

 ( نشان داده باx/L( نمودارهای تغییر مکان بی بعد شده بر روی نسبت بی بعد )5- 6( تا )1-6در شکل های ) 
شکلها اثرات نسبت طول به  اثر میدان مغناطیسی و بدون میدان مغناطیسی نشان داده شده است. در این  

 ( و همچنین تفاوت تئوری های مختلف تیر ها در نشان داده شده است.  L/h=5ضخامت تیر )



 78 81-60(  2022)  1401سال    3شماره    12مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره  

 

 
78 

برنولی    – در این شکل ها برای کوتاهی و اختصار از نماد های زیر استفاده شده است. برای تئوری تیر اویلر  

و برای تئوری تیر مرتبه سوم برشی از نماد    (، FSBT(، برای تئوری تیر مرتبه اول برشی نماد )EBBTنماد ) 

(TSBT .استفاده شده است ) 

میدان مغناطیسی و  حضور با ( x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نمودار تغییر مکان بی بعد )1-6در شکل )

( در نظر  L/h=5نشان داده شده است. در این شکل نسبت طول به ضخامت تیر )بدون میدان مغناطیسی  

شده است. در این شکل مقایسه ای بین انواع تئوری های تغییر شکل برشی برای تیرها صورت گرفته  گرفته  

تئوری   همچنین  باشد.  می  تیر  وسط  در  تیر  تغییرمکان  حداکتر  پیداست  شکل  این  از  که  همانطور  است. 

تئوری کلاسیک  و  نشان می دهد.  تئوری ها  بیشتری نسبت دیگر  مرتبه سوم خیز  برشی    - اولر  تغییرشکل 

تئوری مرتبه اول تغییرشکل برشی هم مقدار تغییرمکان  همچنین،  را نشان می دهد.    ن خیز برنولی نیز کمتری

از این شکل می توان نتیجه گرفت که خیز تیر برای تئوری های مختلف    را بین دو تئوری دیگر نشان می دهد.

( بر سه تئوری در میدان  w/hبی بعد )همچنین مقادیر تغییر مکان  تغییرشکل برشی تفاوت محسوسی دارد.  

تفاوت در مقادیر   بدون اثر میدان مغناطیسی می باشد.( w/hر تغییر مکان بی بعد )یمغناطیسی کمتر از مقاد

از سایر تئوری    ( EBBT) برنولی  -اویلر این سه توری با حضور میدان و بدون حضور میدان مغناطیسی در تئوری  

 می باشد.  بیشتر ها 

میدان مغناطیسی  حضور  با  (  x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نیز نمودار تغییر مکان بی بعد )2-6در شکل )

( در نظر  L/h=10نشان داده شده است. در این شکل نسبت طول به ضخامت تیر )و بدون میدان مغناطیسی  

است. همانطور    گرفته شده است. در این شکل نیز تفاوت تئوری های مختلف تغییرشکل برشی نشان داده شده 

که می توان مشاهده کرد در این شکل تئوری های مختلف تیر با یکدیگر متفاوت هستند. و متل شکل قبل  

  نسبت به  تغییرشکل برشی  مرتبه اول  تئوریتئوری مرتبه سوم خیز بیشتری را نشان می دهد. و بعد از آن  

ولی در این شکل تئوری های مختلف با یکدیگر تفاوت    خیز بیشتری را نشان می دهد.  برنولی  - تئوری اولر

( بر سه تئوری در میدان  w/hهمچنین مقادیر تغییر مکان بی بعد )کمتری نسبت به شکل قبلی دارند.  های  

ر مقادیر  ( بدون اثر میدان مغناطیسی می باشد. تفاوت دw/hمغناطیسی کمتر از مقادیر تغییر مکان بی بعد )

از  (،  FSBTتیر مرتبه اول برشی )این سه توری با حضور میدان و بدون حضور میدان مغناطیسی در تئوری  

   می باشد.بیشتر سایر تئوری ها 

میدان مغناطیسی  حضور  با  (  x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نیز نمودار تغییر مکان بی بعد )3-6در شکل )

( در نظر  L/h=20نشان داده شده است. در این شکل نسبت طول به ضخامت تیر )و بدون میدان مغناطیسی  

گرفته شده است. همانطور که می توان مشاهده کرد در این شکل تئوری های مختلف تیر با یکدیگر تفاوت  

م خیز بیشتری را نشان می دهد. و بعد  کمتری نسبت به شکلهای قبلی دارند. متل شکل قبل تئوری مرتبه سو

همچنین مقادیر تغییر  برنولی خیز بیشتری را نشان می دهد.    - از آن تئوری مرتبه اول نسبت به تئوری اولر

(  w/hمیدان مغناطیسی کمتر از مقادیر تغییر مکان بی بعد )حضور  ( بر سه تئوری در  w/hمکان بی بعد )
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تفاوت در مقادیر این سه توری با حضور میدان و بدون حضور میدان  بدون اثر میدان مغناطیسی می باشد.  

   می باشد. بیشتر از سایر تئوری ها (، TSBTتیر مرتبه سوم برشی )مغناطیسی در تئوری 

( تفاوت تئوری های  L/hاز این سه شکل می توان نتیجه گرفت که با افزایش نسبت طول به ضخامت تیر )

مختلف تغییرشکل برشی تیرها کمتر می شود. همچنین می توان نتیجه گرفت که تئوری مرتبه سوم ردی در  

- اویلر   تیر  را نسبت به دو تئوری دیگر نشان می دهد. و بعد از آن نیز تئوری  کمتریهمه حالت ها مقدار خیز  

برنولی کمترین خیز را نسبت به دو تئوری دیگر    -اولر  بیشترین خیز را نشان می دهد. در نهایت تئوری  برنولی 

مقادیر تغییر شکل برشی تیرها در میدان مغناطیسی در مقایسه با سه تئوری بدون میدان    نشان می دهد.

 مغناطیسی ، مقادیر کمتری را نشان می دهد. 

، بر اساس تئوری مرتبه  (x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/𝑤𝐸𝐵𝐵𝑇( نمودار تغییر مکان بی بعد )4-6در شکل )

برشی  شکل  تغییر  مغناطیسی    اول  میدان  بدون  و  مغناطیسی  میدان  حضور  که  با  است.  شده  داده  نشان 

(𝑤𝐸𝐵𝐵𝑇بر اساس تئوری اولر )برنولی می باشد. در این    - ( حداکتر تغییر مکان تیر )تغییر مکان وسط تیر

ز تیر نشان داده شده است. در این شکل مقایسه ای  ( بر روی خیL/hشکل اثر نسبت طول به ضخامت تیر )

صورت گرفته است. همانطور که از این شکل    (L/hنسبت های )انواع  منحنی های خیز تیر بر اساس  بین  

(، تفاوت منحنی مربوطه با دیگر منحنی ها بیشتر می  L/h=5تیر با نسبت طول به ضخامت )   ، برایپیداست

برنولی نشان    - مرتبه اول برشی خیز نسبتا زیاد تری را نسبت به تئوری اولریعنی در این حالت تئوری  .  باشد 

تفاوت خیز تئوری مرتبه    ، ( نیز به ترتی L/h=20(،  و ) L/h=10می دهد. برای دیگر نسبت های ضخامت ) 

تیرها در  ( تغییر شکل برشی  w/𝑤𝐸𝐵𝐵𝑇مقادیر تغییر مکان بی بعد )   برنولی کمتر می شود.   - اول و تئوری اولر

 میدان مغناطیسی در مقایسه با تغییر مکان بدون حضور میدان مغناطیسی ، مقادیر کمتری را نشان می دهد. 

(، بر اساس تئوری مرتبه  x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/𝑤𝐸𝐵𝐵𝑇( نمودار تغییر مکان بی بعد )5-6در شکل )

نشان داده شده است. در این    ن مغناطیسیبا حضور میدان مغناطیسی و بدون میدا  سوم تغییر شکل برشی 

( بر روی خیز تیر نشان داده شده است. همانطور که از این  L/hشکل نیز اثر نسبت طول به ضخامت تیر )

(، تئوری مرتبه سوم برشی خیز زیاد تری را نسبت  L/h=5شکل پیداست، برای تیر با نسبت طول به ضخامت ) 

( نیز  L/h=20(،  و ) L/h=10برای دیگر نسبت های طول به ضخامت )   برنولی نشان می دهد.  - به تئوری اولر

. مقادیر تغییر مکان بی بعد    برنولی کمتر می شود.  -به ترتی ، تفاوت خیز تئوری مرتبه سوم و تئوری اولر 

(w/𝑤𝐸𝐵𝐵𝑇  تغییر شکل برشی تیرها در میدان مغناطیسی در مقایسه با تغییر مکان بدون حضور میدان )

 مغناطیسی ، مقادیر کمتری را نشان می دهد. 

نسبت به تئوری مرتبه اول نشان    تئوری مرتبه سوم خیزی بیشتری رادر مجموع می توان نتیجه گرفت که  

 برنولی نشان می دهد.  -می دهد. و تئوری مرتبه اول نیز خیز بیشتری را نسبت به تئوری اولر

تفاوت    ( کاهش پیدا می کند،L/hهمچنین می توان نتیجه گرفت که هر چقدر نسبت طول به ضخامت تیر ) 

نهایتاً از گراف های دوبعدی    یشتر می شود. نیز ببرای خمش تیر تحت بار عرضی  تئوری های مختلف تیرها  
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میتوان نتیجه گرفت که کلیه خیزها در حضور میدان مغناطیسی در مقایسه با عدم وجود میدان مغناطیسی ،  

 مقادیر کمتری را نشان می دهد.
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