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 ها  معادله ماتریسی ریکاتی و کاربرد آن در مکانیک سازه

 
 تبریزه آزاد اسلامی واحد مهدی نوری استادیار گروه عمران دانشگا

 
 * E-mail: nouri@iaut.ac.ir 

     22/02/1394 تاریخ پذیرش نهایی:            05/02/1394تاریخ دریافت:  

 
 چکیده: 

ست. برای اهای متقارن نسبت به هر دو قطر بکار رفته ی مقدار ویژه برای ماتریسی ماتریسی ریکاتی برای حل مسئلهدر این مقاله، معادله      

شابه بر روی ماتریس  ست. روند      هایی با خواص فوق و همچنین از معادلهنیل به این منظور، از تبدیلات مت شده ا ستفاده  سی ریکاتی ا  ی ماتری

روش،  نباشببد. برای مطالعه کارایی ایهایی با ابعاد کوچک برای محاسبببه مقادیر و بردارهای ویژه متناظر میها به ماتریسکار تجزیه ماتریس

 .ای ارائه شده استهایی عددی و سازهمثال

 

 روش شبه تحریک ،قابلیت اطمینان عملکردی ،بار تصادفی ،سد بتنی کلید واژگان:

 

 

 مقدمه-1
ی های مهم در بررسی مسائل مربوط به حیطهمسئله مقادیر ویژه از بحث

مهندسررری اسرررت. به عنوان مثال محاسررربه مقادیر ویژه حاصرررل از          
سی و جرم، متناظر با فرکانس     هماتریس ستیک، هند سختی الا ای های 

سازه    شی در مطالعه رفتار دینامیکی  شی  ارتعا ها و همچنین بارهای کمان
  [1-4]ها امری اجتناب ناپذیر استسازهها در پایداری سازه

ضوع      های متنوع و جامعی برای حل اینروش شینه مو سائل در بی گونه م
ها  ، لیکن کلی بودن این روش[5-7]ت، مورد بررسررری قرار گرفته اسررر 

ه ها بی محاسباتی زیادی برای حل مسائل مطرح در مکانیک سازه   هزینه
ل که در مسائ کوشند با بکار بردن شرایطی   همراه دارد و پژوهشگران می 

سازه  سائل    ها وجود دارد، روشمکانیک  سریعی برای حل اینگونه م های 
صل از مدل صیت ذاتی ماتریس ارایه دهند. از جمله این موارد خا های حا

ها ازجمله مثبت معین بودن آنها و همچنین وجود تقارن و سررازی سررازه 
 باشد. های متقارن مینظم در سازه

سترده  سازه مطالعات گ سال ای برای حل  های اخیر انجام های متقارن در 
و کاوه و سررلیم  [8-9]نژاد  یافته اسررت، که به کارهای کاوه و سرریاری

شاره کرد،  به سبه مقادیر ویژه . روش[10]رامی ا سازه هایی برای محا ی 
. همچنین [11-18]های دوار توسط توماس، کاوه و ... انجام یافته است، 

کاوه و نوری،    روش و نوری برای  [19[های متنوع دیگری توسرررط 
 [20]مسایل متقارن بزرگ ارائه شده است، 

 ا،هه در کنترل سیستمی ماتریسی ریکاتی به طور گستردمعادله
، ها مورد استفاده قرار گرفته استکنترل بهین سیستم خصوصاً [22-21]
وجود  [25]و ممکن است جواب منحصر به فردی نداشته باشد، [24-23]

در این مقاله      [26و 27و  28]شرایط حل آن نیز مورد توجه بوده است،
 تبدیلات متشابه و های بلوکی با ساختار ویژه با استفاده ازماتریس

همچنین استفاده موثر از معادله ماتریسی ریکاتی به ماتریسی بالا مثلثی 
به دو ماتریس  2n×2nتبدیل و تجزیه شده و مقادیر ویژه ماتریسی با ابعاد 

 محاسبه شده است.  n×nبا ابعاد 

 تعاریف پایه از تئوری گراف-2

 تعریف گراف-2-1

ای از و مجموعه N(S)ها ای از گرهعهعبارت است از مجمو Sگراف       
و رابطه تطبیقی است که هر عضو را به دو گره  M(S)ها( اعضا )شاخه

(. عضوی که ابتدا و انتهای 1سازد،  شکل )مجزا به نام انتها مربوط می
شود. دو یا چند عضو که به آن به یک گره وصل باشد، حلقه نامیده می

اعضای چندگانه و یک گراف بدون یک جفت گره مشابه متصل باشند، 
 حلقه و اعضای چندگانه را گراف ساده گویند.
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 سازه

           

  

 ساده ریغ و ساده گراف 1 شکل

 های وابسته به یک گرافماتریس-2-2
ابزار  ها که بهترینبرای بیان خواص توپولوژیکی یک گراف، از ماتریس     
از  2گرهی و لاپلاسین 1های مجاورتماتریس شود،باشند، استفاده میمی

ی خواص جبری یک ها در مطالعهباشند. این ماتریسمهمترین آنها می
 گیرند. گراف مورد استفاده قرار می

 
 ماتریس مجاورت  -2-2-1

که  n×nماتریسی است  A مجاورت ماتریسگره باشد،  nگرافی با   Sاگر     
مجاور باشد و در غیر این  jبا گره  iگره  است اگر، 1آن، برابر ijی درایه

باشد. اگر گراف ساده باشد، ماتریس مجاورت آن متقارن می  0صورت برابر 
خواهد بود و مجموع هر سطر و یا ستون ماتریس مجاورت گرهی، درجه آن 

 (شود. به عنوان مثال ماتریس مجاورت گرهی گراف شکلگره نامیده می

به صورت زیر است: )2
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و  ماتریس مجاورت آن    sگراف  )2( شکل

 

 ماتریس درجه گرهی-2-2-2

                                                 
1- Adjacency  5- Connection 

2- Laplacian  6 – Joint 

3 – Degree node  7- Element 
4 –Laplasian matrix  8- Chord 

 

، n×n ، ماتریسی است قطری وDیک گراف  3ی گرهیماتریس درجه      
باشد. به عنوان مثال  i، برابر درجه گرهی، گره iiی که عناصر قطری درایه

 :به صورت زیر است  )2 (ماتریس درجه گرهی گراف شکل
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 ماتریس لاپلاسین  -2-2-3

 شود:یک گراف به صورت زیر تعریف می 4ماتریس لاپلاسین     

(3) L=D-A, 

ماتریس مجاورت گرهی   Aی گرهی و ماتریس درجه Dکه در آن      
زیر به صورت  )2(باشد. به عنوان مثال ماتریس لاپلاسین گراف شکل می

 است:
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 های اسکلتی ارتباط گراف با مدل ریاضی سازه-2-3
با یک  5، و هر عضو4با یک گره 3گراف یک سازه را با تناظر هر اتصال     

آورند. در مورد یک سازه به صورت تناظر یک به یک به دست می 6شاخه
را در  های پیی که گرهکه در پس خود تثبیت شده است، برای نمایش زمین

های صلب مجازی به مدل گراف افزود و کلیه این توان شاخهخود دارد، می
ها را به صورت یک گره زمین در ها را به هم متصل نمود و یا کلیه گرهگره

 )3(نظر گرفت. شکل 

 
مدل دوم با اعضای  )ج(

 مجازی

)ب( مدل اول با گره  

 مرجع
 )الف( قاب دو بعدی 

 سازه اسکلتی و مدل گراف تئوری آن )3( شکل
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توان با یک گره مدل کرد های فضایی زمین را میدر مورد مدل     
لیکن شاخه های صلب مجازی باید بصورت یک درخت بهم وصل 

 .]3 [ی نامعینی مدل و سازه یکسان بماند،شوند تا درجه
 

 های دو تقارنه و متقارن فرعیماتریس-3

 7قارنههای دو تماتریس-3-1

 شود هرگاه نسبتدر ریاضیات یک ماتریس مربع دو تقارنه نامیده می     
بایستی در   n×nM به هر دو قطر  متقارن باشد. به عبارت بهتر ماتریس 

 شرایط زیر صدق نماید:

)5(  
M×S = S×M 

 گردد:به صورت زیر تعریف می Sکه در آن ماتریس 
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 های متقارن فرعیماتریس-3-2

شود هرگاه نامیده می 8در ریاضیات یک ماتریس مربع تقارن فرعی     
بایستی در  n×nM نسبت به قطر فرعی متقارن باشد. به عبارت بهتر ماتریس 

 شرایط زیر صدق نماید:

)7( 
SSMM

T
  

 
 های کانونیکالفرم-4

گیریم، در فرمرا در نظر می Mبا مقادیر حقیقی    n×nقارن  ماتریس مت      
ماتریس           قادیر ویژه  کال م کانونی به خواص زیر       Mهای  جه  با تو

 های آن بدست آمده است،ماتریس

 
 فرم کانونیکال نوع اول-4-1

 به صورت الگوی زیر است: Mدر این حالت ماتریس 
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7- bisymmetric 

های ی تمام ماتریسبرابر اجتماع مقادیر ویژه Mیس که مقادیر ویژه ماتر
A,B,...,Z باشد:می 

(9) 
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 فرم کانونیکال نوع دوم -4-2

 دارای الگوی زیر است: Mدر این حالت ماتریس 

 

(10) ,

)(*)(**

**

***

**

nmnmnnnn

nnnn

nnnnnn

nnnn





















AB

BB

BAB

BA

M


 

 باشد: Kمقادیر ویژه ماتریس  iکه اگر

 
(11)  

 آید: به صورت زیر بدست می Mآنگاه مقادیر ویژه ماتریس 
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 ها تبدیلات متشابه ماتریس-2

عدد مختلط  
i

 قدار ویژه ماتریس مربع  م یده     nnAی  نام

داشوووته باشووود به طوری که وجود  ivشوووود هرگاه بردار غیر صوووفر می

iii vAv   برقرار باشووود. بردارiv ی ماتریس وابسوووته به بردار ویژه

iiی نامیده شوووده و مجموعه Aماتریس  v, ی طیفی تجزیهA  نامیده

 شوووود که در رابطه  نامیده می   Aی مقدار ویژه  iشوووود. اسوووکالر  می

0)det(  IA i   کند و زمانی این رابطه برقرار است کهi  ای ریشه

را متشووابه گویند که  A,Bدو ماتریس  ای مشووخصووه باشوود.از چند جمله
 ی زیر صدق نماید:را بتوان یافت که در رابطهU ماتریس غیر منفرد 

AUUB
1

  
(13) 

 
شت    شابه خوانده می  A → Bنگا شان داد که در  شود. می تبدیل مت توان ن

 .  [8]نماید، تبدیل متشابه مقادیر ویژه تغییر نمی

8- persymmetric 
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 معادله ماتریسی ریکاتی-6

 شود:به فرم زیر فرض می  Aماتریس مربعی شکل      
 

 

,
2221
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A
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A (14) 

 

 که در آن 
11A, 

22A  ماتریس بالا  باشند. اگر ماتریس های مربع می

 به صورت زیر باشد:  Uمثلثی 
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 واضح است که
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AUUمتشابه   Aبنابراین ماتریس 
1  .است 
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(17
) 

 

 
 را طوری در نظر گیریم که:  Xبدیهی است اگر 

  

0
21221112
 AXAXAXXA  (18) 

 
 آنگاه:

 

).()()(
12111211

XAAXAAA  eigeigeig  (19) 

له     عاد 0م
21221112
 AXAXAXXA     له عاد م

سی ریکاتی نامیده می  سی ریکاتی با توجه به    ماتری شود. حل معادله ماتری
یدی آن در علوم      های فراوان و کل مد نظر پژوهشرررگران   کاربرد مختلف 

ست،  سال  ]21-28 [فراوانی بوده ا یک حالت خاص آن را  1966. پاتر در 
 . ]21 [حل کرد اما حل کلی آن تا کنون انجام نیافته است،

 
 

 های دو تقارنهی ماتریستجزیه-7

 گیریمی زیر را در نظر میماتریس دو تقارنه     
 

,
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 T  

(20) 

 

 

ماتریسی دو تقارنه بوده بنابراین بایستی در شرایط زیر صدق  Mس ماتری
 نماید
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 های معادله ماتریسی ریکاتی یکی از جواب X=Sدر این حالت خاص  
 

.0
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 باشد پس :می
 

).()()( SBABSAM  eigeigeig  (23) 

 
 

 های عددی مثال-8

 .گیریمهای زیر را در نظر می: زیر ماتریس 1مثال      
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نسبت به قطر فرعی متقارن می Bمتقارن بوده و  Aدر این مثال ماتریس 
 .به صورت زیر قابل بیان است Mی باشد بنابراین فرم تجزیه شده

 

.

13.9731   

1.1598    

9.1328-  
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های را ماتریس مجاورت و لاپلاسین سازه Mدر این مثال ماتریس : 2مثال 
 .کنیمخرپایی زیر فرض می
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 Sمدل گراف خرپای  4شکل 
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 Nمدل گراف خرپای  5شکل 
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 Pمدل گراف خرپای 6شکل 
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  Q خرپای گراف مدل 7شکل 
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تجزیه شده و نصف ماتریس    Lapو  Adjهای فوق ماتریس در تمامی مثال

 اشد.بکل ماتریس نمیگردد و نیازی به حل حل و مقادیر ویژه محاسبه می

 
 3مثال 

 شودبه فرم زیر فرض می Mماتریس 
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IXآنگاه در این حالت خاص    یکی از جوابهای معادله ماتربسی
 ریکاتی است:

 
,0CC)XB(AXAXBX   

.eigeigeig C)(AB)(A(M)   

 

 

نهادی مبتنی بر تجزیه قابل محاسبه با استفاده از روش پیش Mمقادیر ویژه 
دهد کارایی روش پیشنهادی فراتر های حل شده نشان میاست. بررسی مثال

 باشد. های کانونی حل شده در مراجع معرفی شده میاز فرم
     

 

 4مثال 
 دار زیر به فرم زیر استماتریس مجاورت گراف جهت

 

          

 
 

 ی آنو تجزیه شده sگراف  8شکل 
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 شودو ماتریس مذکور به صورت زیر تجزیه می
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0.3690i - 0.5739-  

0.3690i + 0.5739-  

0.7449i - 0.8774-  

0.7449i + 0.8774-  

          0.7549   

          2.1479 

)eig(Adj(S)

0.7449i - 0.8774-  

0.7449i + 0.8774-  

          0.7549   

0.3690i - 0.5739-  

0.3690i + 0.5739-  

          2.1479

 

 

نشان داده شده است.  8ی آن در شکل فرم تجزیه شده و اصلاح یافته    
هایی است که نظر پیچیده تر از گرافشایان توجه است که گراف مورد 
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ی قبلی های کانونهای کانونی قبلی تجزیه شده است و توسط فرمتوسط فرم
 ناپذیر است. این گراف تجزیه

 
 

 نتایج-9

 هایایده اصلی این مقاله گسترش کارهای انجام یافته در مورد فرم     
اشد. باتی میکانونی بوده و مبنای روش ارائه شده معادله ماتریسی ریک

های متقارن و منظم دارای ساختار های حاصل از بررسی سازهماتریس
فی های ابتکاری حل طیهای کانونی بوده و با روشماتریسی منطبق بر فرم

ا، هپذیر است. با استفاده از تبدیلات متشابه بر روی اینگونه ماتریسآن امکان
نه یل و مقادیر ویژه را با هزیتوان ماتریس را به ماتریس بالا مثلثی تبدمی

-محاسباتی کمتری محاسبه کرد. در این مقاله نشان داده شده است که فرم

های کانونی حالت خاصی از حل معادله ریکاتی بوده و توسط آن حل طیفی 
تر نیز ممکن است.  روش ارایه شده زمان و هزینه های پیچیدهسازه

دهد. دارهای ویژه را کاهش میمحاسباتی لازم برای محاسبه مقادیر و بر
روش حاضر قابل استفاده در محاسبه پریود ارتعاشی و بارها و مدهای 

باشد. در حالت کلی این های متقارن و منظم میکمانشی و ارتعاشی سازه
ی مقادیر و بردارهای ویژه باشد، ای که منجر به محاسبهروش در هر مسئله

 باشد. قابل استفاده می
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ABSTRACT: 

 
     In this paper the algebraic Riccati matrix equation is used for eigen-

decomposition of per-symmetric matrices. This is achieved by similarity 

transformation and using the algebraic Riccati matrix equation. The process is the 

decomposition of matrices into small and specially structured sub-matrices with low 

dimensions for easy finding of eigenpairs. Example show the efficiency of the 

proposed method. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


