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Extended Abstract 

Introduction 

Numerical approaches have become indispensable tools for simulating groundwater issues. Traditional 

numerical methods such as Finite Difference Method (FDM) and Finite Element Method (FEM) have been 

predominantly employed for this purpose. These methods typically utilize low-order polynomials to 

estimate derivatives, which limits their accuracy and flexibility. Recent advancements in high-order 

numerical methods, particularly the Differential Quadrature (DQ) method, offer a promising alternative. 

DQ is a high-order numerical method characterized by its high accuracy and low computational cost, but it 

lacks geometric flexibility for modeling complex domains. To address this limitation, the Radial Basis 

Function-based Differential Quadrature (RBF-DQ) method has emerged, combining the advantages of DQ 

with the flexibility of meshless numerical methods. This study explores the application of both DQ and 

RBF-DQ methods for solving the governing equations of groundwater flow in confined aquifers under 

steady and unsteady conditions. The efficiency of these methods is evaluated by comparing their results 

with those obtained from traditional finite difference solutions. 

 

Materials and Method 

The DQ method approximates the n-th derivative of a function defined on a rectangular domain using a 

grid of nodes. For a function ( f(x,y) ), the n-th derivative at point ( (x_i, y_j) ) in the x-direction is 

approximated by a weighted sum of function values at surrounding nodes. The weights are determined 

using explicit formulas. The RBF-DQ method extends this by estimating the derivative at a point using a 

weighted combination of function values at all nearby points, allowing for greater flexibility in handling 

irregular domains. In this study, two numerical problems are investigated: the first focuses on steady-state 

flow in a confined aquifer, while the second addresses unsteady flow conditions. For both problems, 

boundary conditions are derived from analytical solutions, allowing for error assessment of the numerical 
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methods. The average error is computed using a defined formula, comparing numerical results against 

analytical solutions obtained via traditional methods. 

 

Results and Discussion 

Results from the numerical modeling of both problems using DQ, RBF-DQ, and FDM are presented in 

several tables. For the first problem, average error values indicate that the DQ method consistently yields 

lower errors compared to both RBF-DQ and FDM methods. Specifically, as the number of nodes increases, 

the error decreases significantly for the DQ method, demonstrating its superior accuracy. In contrast, RBF-

DQ shows a dependency on the chosen shape parameter, which affects its accuracy. The second problem's 

results similarly indicate that DQ outperforms RBF-DQ in terms of error reduction, reinforcing the findings 

from the first problem. Additionally, computational times reveal that while DQ and FDM methods have 

comparable computational efficiency, RBF-DQ requires significantly more time due to matrix inversions 

necessary for weight coefficient determination. 

 

Conclusion 

This study marks the first application of DQ and RBF-DQ methods in modeling groundwater flow in 

confined aquifers. The results demonstrate that while DQ provides superior accuracy and computational 

efficiency compared to traditional FDM, RBF-DQ, despite its flexibility for irregular domains, exhibits 

lower accuracy and higher computational demands. The dependency of RBF-DQ's performance on the 

shape parameter necessitates careful selection to minimize error, which can be time-consuming. Overall, 

the DQ method is recommended for regular domains, while RBF-DQ may be advantageous in complex 

geometries where traditional methods struggle. Future research could explore optimizing the shape 

parameter for RBF-DQ to enhance its applicability in groundwater modeling. The findings contribute 

valuable insights for numerical groundwater modeling, emphasizing the potential of high-order methods in 

improving simulation accuracy and efficiency. 

 

Keywords: DQ Method, RBF-DQ Method, Unsteady Flow, Steady Flow, Groundwater Equations, Confined aquifers 

https://sanad.iau.ir/journal/tsws
https://doi.org/10.30486/TSWS.2024.1187653


Technical Strategies in Water Systems 

https://sanad.iau.ir/journal/tsws 
ISSN (Online): 2981-1449 

Summer 2024: Vol 2, Issue 2, 103-113 

https://doi.org/10.30486/TSWS.2024.1187653  
 

 103 

 

Research Article  
 

 
 

Applying and comparing finite difference, differential quadrature, and radial 

basis function-based differential quadrature numerical methods in confined 

aquifers 

   
Atena Naghipour Karder 1, Ali Khoshfetrat 2* 

 
1 Department of Civil Engineering, Shahid Ashrafi Esfahani University, Isfahan, Iran 

2 Department of Civil Engineering, Isfahan (Khorasgan) Branch, Islamic Azad University, Isfahan, Iran 

 

Corresponding Author email: khoshfetrat@khuisf.ac.ir 

© The Author ) s ( 2024 

 

 

Received: 20 Oct 2024 Accepted: 07 Dec 2024 Published: 24 Dec 2024 

 
Abstract  

The Differential Quadrature (DQ) method is a high-order numerical approach known for its remarkable 

accuracy and low computational cost, making it an attractive option for numerical modeling. However, a 

notable limitation of this method is its lack of geometric flexibility in modeling domains. The Radial Basis 

Function-based Differential Quadrature (RBF-DQ) method addresses this limitation by combining the DQ 
method's direct derivative estimation with the flexibility of mesh-free numerical techniques, making it 

suitable for both regular and irregular domains . This study compares the performance of the DQ, RBF-DQ, 

and Finite Difference (FD) methods  —  an established numerical technique in solving groundwater flow 

equations in confined aquifers for both steady-state and unsteady-state conditions. Exact solutions for these 

problems are derived using the Thiem and Theis methods. The results demonstrate the high accuracy of both 

the DQ and RBF-DQ methods in modeling groundwater flow in confined aquifers. Additionally, the DQ 

method outperforms the RBF-DQ method in terms of both accuracy and computational efficiency. 
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  چکیده 

 

باشد که هزینه محاسباتی بسیار پایین از های عددی جدید مرتبه بالا با دقت زیاد می یکی از روش   DQ  ((Differential Quadratureروش 

 RBF-DQ (Radial Basisدر روش  است.  سازی  پذیری هندسی در دامنه مدل مزایای این روش است اما ایراد این روش، فقدان انعطاف 

Function-based Differential Quadrature)    های روش  بردن از ویژگی علاوه بر بهرهDQ   در تخمین مستقیم مشتق، با بکارگیری توابع

را در مسائل با دامنه منظم و نامنظم توان این روش  برد ضمن آنکه می توان بهره  های عددی بدون شبکه نیز می ی شعاعی، از مزایای روش پایه 

های های زیرزمینی در سفره اولین بار از این دو روش برای حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر جریان آب کارگرفت. در این تحقیق برای  به 

فشار در دو حالت دائمی و غیردائمی استفاده شده و کارآیی آنها در حل این معادلات از طریق مقایسه با حل دقیق به دست آمده از تحت 

های نتایج این تحقیق حاکی از دقت بالای روش باشد، مقایسه شده است.  های تیم و تیس با روش تفاضل محدود که یک روش سنتی می روش 

DQ  وRBF-DQ  های محصور است و روش مدلسازی عددی جریان آب زیرزمینی در سفره   درDQ   از نظر دقت و زمان محاسبات بر روش

RBF-DQ   .برتری دارد 

 

 های محصور، سفره های زیرزمینیغیرماندگار، جریان ماندگار، معادلات آب ، جریان  RBF-DQ، روش  DQروش    :های کلیدیواژه
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 مقدمه  - 1

های  تاکنون بیشتر از روش شده است. با این حال،    شناخته زمینی  های زیر سازی مسائل آب کارآمد در شبیه   ی رویکردهای عددی به عنوان ابزار 

منظور به   ها برای این منظور استفاده شده است. در این گونه روش   2(FEMمحدود ) لمان ا و    1(FDM)   محدود تفاضل   عددی سنتی مانند 

شود. از جمله  می های مرتبه پایین گفته  ین دلیل به آنها روشگردد که به هم می استفاده    3ی پایینهای مرتبه ای تخمین مشتق تابع از چند جمله 

 ,Ghosh & Chakraborty)   مطالعات توان به  های زیرزمینی استفاده شده است می سازی آب ها برای شبیه روش این  تحقیقاتی که در آنها از  

. سازی شده استمدل به روش تفاضل محدود  و  بصورت یک بعُدی  ها  ها در محل دفن زباله آلاینده جریان    در آن اشاره کرد که  (2011

در  سازی جریان دوبعدی آب زیرزمینی به روش عناصر محدود در سیستم چند چاهی را  شبیه   (Rahman & Bhuiyan 2012)   همچنین 

در این مسئله  شرایط مرزی ترکیبی    سازی و موفق به مدل   مورد بررسی قرار دادند در بنگلادش    شرایط پیچیده هیدروژئولوژیکی شهر داکا 

روش تفاضل    از   آلوده به شیرابه زباله در شرق چین  واکنش آبخوان و    هاآلایندهجریان  بینی  پیش برای    (Zhang et al., 2013)  .شدند

جریان آب    اندرکنش سازی  شبیه   برای   (Zhang et al., 2014)ها پیشنهاد نمودند.  هایی برای کنترل آلودگی و گزینه   محدود استفاده کردند 

   .ه استنبودنتایج حاصل مطلوب ولی    محدود استفاده کردند روش تفاضل  از بعُدی  سه   حالت سطحی و زیرزمینی در  

(Meenal & Eldho., 2012)   سازی نمودند.  شبیه های عناصرمحدود و تفاضل محدود را  های زیرزمینی توسط روش پمپاژ آب   سازی ینه به 

(Xie et al., 2015) آنها  یک مدل ساده و  . پرداختند های متخلخل توسط روش عناصرمحدود بررسی جریان آب زیرزمینی در محیط به

 .طراحی نمودندالگوریتم ژنتیک  بامحدود  عناصر  های زیرزمینی از طریق ترکیب روشموثر برای اصلاح آلودگی آب

(Eldho & Boddula, 2016)   سازی ازدحام ذرات  بهینه   به همراه روش روش عناصرمحدود و تفاضل محدود  شان دادند که استفاده از دو  ن

های  تثبیت لایه   و   جریان آب زیرزمینی همچنین مسئله    .دارای کارآیی می باشدهای زیرزمینی  آلودگی آب   رفعهای  طرح برای شبیه سازی  

 نتایج این مطالعه نشان دادند . مورد بررسی قرار گرفت et al., 2017)   (Zhou، در مقاله زمین توسط دو روش عناصر محدود و لایه محدود 

 منافذ، تأثیر مهمی بر روند فرونشست ناشی از پمپاژ دارد. موجود در پذیری آب که قابلیت انعطاف 

ی زیاد است به نحوی های شبکه بندی ریز و تعداد گره ، شبکه های عددی سنتی به دلیل مرتبه پایین آنها روش ی دستیابی به دقتّ بالا در  لازمه 

هایی را پیشنهاد کنند که قادر باشند تا با استفاده از تعداد سبب شد محققین روش  که بتوان رفتار مشتق را به خوبی پایش کرد. این کاستی 

در همین باشند.  می   موسوم   4ی بالاهای مرتبه ها، به روش این روش  . (Shen, 2010)  ها در شبکه، نتایج دقیقی را ارائه دهند اندکی از گره 

برای حل معادلات   DQاز روش  با موفقیت  را ارائه کردند. از میان تحقیقاتی که در آنها    DQ5روش   Casti &ellman (B(1971 ,  راستا 

می  شده،  به  استفاده  آب د  (Kaya, 2010)توان  مورد  سطحی،  د   (Raj & Pradhan, 2013)سطحی،   های ر  جذب  معادلات  مورد  ر 

(Abdollahian t al., 2014)   ،در مورد مسئله انتشار موج(Hatami & Ganji, 2014)   ر مورد معادلات کوپل جنبشی ذره اشاره کرد.  د

را به عنوان یک روش غیروابسته به شبکه برای حل معادلات جریان دائمی   6DQ-TPSروش   ) Vaghefi, 2022&Behroozi( همچنین 

 Hardyتوسط  که  (  RBF)   7توابع پایه شعاعیاز سوی دیگر با ترکیب    های زیرزمینی با هندسه پیچیده به کار بردند. و غیردائمی در آب 

وسعه ت   (Shu & Wu, 2002)توسط   RBF – DQ ، روش عددی بدون شبکه  DQ روش   با  ند ه بودیابی پیشنهاد شدبرای درون  (1971)

برای حل معادلات ناویر    et al., 2011)  (Soleimaniبرای حل مسائل مقدار مرزی،   (Hung et al., 2007)یافت و توسط افرادی همچون  

 ,Dehghan & Mohammadi)رای آنالیز نفوذپذیری در محیط نامنظم،  ب   (Hashemi & Hatam, 2011)ناپذیر،  سیال تراکم   در استوکس  

به طور موفق برای مطالعه عددی فشار منفذی خاک    (Soleimani et al., 2011)،  یلارد چان ه   بعدی دوبعدی و سه حل معادله    برای   (2015

 
1 Finite Difference Method  
2 Finite Element Method 
3 Low Order   
4 High order 
5 Different Quadrature Method 
6 Thin Plates Spline-based Differential Quadrature Method 
7 Radial Basis Functions 
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های کم عمق در توپوگرافی نامنظم و با  آب  را برای حل معادلات  RBFروش  (Chaabelasri et al., 2019) . مورد استفاده قرار گرفت 

های غیراشباع  بینی توزیع رطوبت در خاک را برای پیش   1LRBFروش   )r et al., 2024)Boujoudaوجود اصطکاک به کار بردند. همچنین  

 استفاده کردند.

 (Khoshfetrat & Abedini, 2011)  از هر دو روشDQ   وRBF – DQ  های کم عمق ساحلی در تنگه اوریسوند  سازی آب برای مدل

های سازی عددی پدیده ها را نشان دادند. با توجه به تجارب موفق استفاده از این دو روش برای مدل استفاده نمودند و کارآیی بالای این روش 

های های زیرزمینی در سفره معادلات آب عددی  سازی  برای مدل   ها این روش در تحقیق حاضر از  مختلف فیزیکی که به آنها اشاره شد،  

مورد   FDMکارآیی این دو روش با یکدیگر و همچنین با روش عددی سنتی  و    استفاده شد  غیرماندگار در دو حالت ماندگار و فشار تحت 

 مقایسه قرار گرفته است.
 

 هامواد و روش   - 2

  DQروش  

f اگر تابع   = f(x, y)  0 ی ل ی دامنه مستط  ی رو ≤ y ≤ b   0و ≤ x ≤ a   شبکه از نقاط با تعداد  ک ی و  شده باشد  ف ی تعر   Nx  نقطه در

,xi)  ه ط در نق f  ام n دامنه درنظر گرفته شود، مشتق مرتبه   ی رو  y نقطه در جهت   Ny  و   x جهت  yj)  در جهتx  توسط روشDQ   به

 :شود ی زده م   ب ی تقر   ( 1) معادله  صورت  

 (1 ) 
fx

(n)
(xi, yj) = ∑ wxik

(n)
f(xk

Nx

k=1

, yj) 

                                                                             
wxikدر این رابطه  

(n)    معرف ضرایب وزن مرتبهn  ام در جهتx   مشتق    .شود انجام می   یح صر   ی ها از فرمول با استفاده  به سادگی    که   است

,xi) ه در نقط  f   ام n مرتبه  yj)    در جهتy    شود.نیز به طرز مشابهی تقریب زده می 
 

 RBF-DQروش  

در این روش مشتق جزئی یک تابع در یک نقطه به وسیله یک ترکیب وزنی از مقادیر تابع در کلیه نقاط یا برخی از نقاط در همسایگی آن  

)معادله    رد ی پذ ی صورت م   ر ی شکل ز به   RBF-DQدر روش    xدر جهت    f   ام n مرتبه مشتق    ن ی عنوان نمونه تخم شود. به نقطه تقریب زده می 

2 ) . 

 (2 ) 
fx

(n)(xk, yk) = ∑ wxkl
(n)

f(xl

N

l=1

, yl) 

 

wxklکه در آن  
(n)   ضرایب وزن مرتبه n  در جهت   x  تعیین شده به روشRBF-DQ   و f(xl, yl)  مقدار تابع در نقطه(xl, yl)  باشد.  می

برابر   N و اگر  شود خوانده می   RBF-DQیا به اختصار  Global RBF-DQ   ، برابر تعداد کل نقاط دامنه محاسباتی باشد، روش  N اگر  

,xk)تعدادی از نقاط همسایگی نقطه   yk)  در نظرگرفته شود، روش ،  Local RBF-DQ    یا به اختصارLRBF-DQ   گردد می   نامگذاری . 

 MQشود که بهترین آنها  استفاده می   RBFsبرای بدست آوردن ضرایب وزن از تابع آزمون    LRBF-DQو    RBF-DQهای  در روش 

RBF   ( است 3رابطه )  به صورت . 

 

 (3 ) φj(X) = φ(‖X − Xj‖ = φ(r) = √r2 + c2 
X که در آن   = (x, y) و r = ‖X-Xj‖  و  یدسی فاصله اقل c  ی شعاع  تابع پارامتر شکل است. با قرار دادن MQ  ( 4رابطه )( 2)  در معادله

 
1 Local Radial Basis Functions 
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 .شود ایجاد می 

 (4 ) ∂
n
φ

j
(xk,y

k
)

∂xn
=  ∑ wxkl

(n)
φj(xl, yl)    

N

l=1

 

for  j = 1,2, … , N 
 

wxklسیستم معادلات فوق باید حل شود تا ضرایب وزن  

(n)   های معادلات باید  شود برای حل این سیستم بدست آیند. همچنانکه مشاهده می

N در هرنقطه، از یک ماتریس   × N  گیری انجام شود.وارون 
 

 اول   ی مسئله عدد   

معادله  به صورت  که معادله حاکم بر آن  فشار در حالت ماندگار و در خاک همگن و هموژن  آب زیرزمینی تحت   سفره   ، در مسئله عددی اول 

 .ه است شد   در نظر گرفته   است،   5

 (5 ) ∂2h

∂x2 +
∂2h

∂y2 =0                                                                        
 

( و ضریب هدایت هیدرولیکی  Q(، دبی پمپاژ )hiهد( اولیه سفره )عمق،  (، ارتفاع ) ri(، شعاع تاثیر چاه )Tانتقال )، مقادیر ضریب  در این مسئله 

 (K برابر مقادیر زیر در نظر گرفته شده ) .اند 

T = 4.63 ∗ 10−3  
m2

s
        ri = 79 m     hi = 50 m      Q = 0.314 

m3

s
   m

s
         K = 1.54 ∗ 10−4   

 

 ( نشان داده شده است.  1دامنه حل در این مسئله و همچنین مسئله بعدی  در شکل ) 
 

 ها در مسئله اول گره   یع توز   - 1شکل  

 
Fig 1 . Nodes distribution in the first problem 

 

گرفته شده است. همچنین  باشد  می مشهور  تیم    رابطه به  که    در حالت ماندگار   در پمپاژ از چاه شرایط مرزی این مسئله از حل تحلیلی موجود  

 .می باشد   ( 6رابطه ) های عددی از این رابطه به دست آمده است. رابطه تیم به صورت  حل تحلیلی مسئله برای محاسبه خطای روش 
 

 (6 ) 
h = hi +

Q ln (
r2
r1

)

2Tπ
 

 

 (.(Safavi, 2006باشد ) ارتفاع پس از افت می   r2شعاع اولیه و   r1پس از افت،   هد هیدرولیکی   hدر اینجا 
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,xi)در نقطه حاکم در مسئله اول    معادله  yi)   به وسیله روش  DQ    شده است   تقریب زده   ( 7رابطه ) به صورت. 
 

 (7 ) 
∑ wxik

(2)
∗ h(xk, yj)

Nx

k=1

+ ∑ wyjl
(2)

∗ h(xi, yl)

Ny

l=1

= 0 

 

,xi)در نقطه   RBF-DQا روش  این معادله ب تقریب  همچنین  yi)    نوشته شده است   ( 8رابطه ) به صورت. 
 

 (8 ) ∑ wxik
(2)

∗ h(xk, yk)N
k=1 + ∑ wyik

(2)
∗ h(xk, yk)N

k=1 = 0   
 

 دوم   ی مسئله عدد 

( 9رابطه ) که معادله حاکم بر آن به صورت  فشار در حالت غیردائمی و در خاک همگن و هموژن  سفره آب زیرزمینی تحت   در مسئله دوم، 

 . در نظر گرفته شده است است،  
 

 (9 ) ∂2H

∂x2 +
∂2H

∂y2 =
S

T

∂H

∂t
−

R

T
        

 

( برابر مقادیر زیر در نظر  tسازی ) طول زمان شبیه ( و Q( و دبی پمپاژ ) S(، ضریب ذخیره ) Tضریب انتقال ) (، Rپمپاژ ) مقادیر  ، در این مسئله 

  : گرفته شده است 

R=31.4(l/day)            t = 10000  s                 T = 0.1 ∗ 10−7  
m2

min
                    S = 0.00001                     Q = 1500

m3

day
 

 

گرفته شده است. باشد  می مشهور    س تی   رابطه به  که    غیرماندگار در حالت  در پمپاژ از چاه  شرایط مرزی این مسئله از حل تحلیلی موجود  

باشد  می زیر  به دست آمده است. رابطه تیس به صورت    ( 10)   های عددی از رابطه همچنین حل تحلیلی مسئله برای محاسبه خطای روش 
:(Safavi, 2006) 

 

 (10 ) H = Hi −
Q

4πT
[ln (

0.562

u
) + u −

u2

2 ∗ 2!
+

u3

3 ∗ 3!
−

u4

4 ∗ 4!
+ ⋯ ] 

 
                                                          

 . شود تعریف می (  11رابطه ) که عدد ثابت  معادله تایس در تابع چاه است، به صورت   uو    هد هیدرولیکی مقدار   Hiکه در آن  

 

 (11 ) 
u =

r2S

4Tt
 

 

,xi)در نقطه حاکم در مسئله دوم   معادله  yi)   به وسیله روش  DQ    شده است   تقریب زده   ( 12رابطه ) به صورت. 
 

 (12 ) ∑ wxik
(2)

∗ hn+1(xk, yj)
Nx
k=1 + ∑ wyjl

(2)
∗ hn+1(xi, yl)

Ny
l=1 =

S

T

hn+1(xi ,yj)−hn(xi ,yj)

∆t
  − 

R(xi ,yj )

T
         

 

,xi)در نقطه   RBF-DQا روش  تقریب این معادله ب همچنین  yi)    نوشته شده است   ( 13رابطه ) به صورت. 
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 (13 ) 
∑ wxik

(2)
∗ hn+1(xk, yk)

N

k=1

+ ∑ wyik
(2)

∗ hn+1(xk, yk) =
S

T

hn+1(xi, yi) − hn(xi, yi)

∆t
  −  

R(xi , yi )

T

N

k=1

 

 

 است.  صورت کاملا ضمنی تخمین زده شده شود در معادله مسئله دوم که وابسته به زمان است، مشتق زمانی به طور که مشاهده می همان 
 

 یعدد   ی ها روش  ی نحوه محاسبه خطا 

 . محاسبه شد (  14) در کل دامنه از فرمول  های عددی مختلف  برای روش ، مقدار متوسط خطا  ق ی تحق   ن ی در ا 
   

 (14 ) 
Error =

1

N
 √

∑ (H − H̅)2 N
i=1

∑ (H̅)2 N
i=1

 

 

است که روش محاسبه آن در روش تحلیلی  بدست آمده به   هد هیدرولیکی   H̅  روش عددی، بدست آمده به   هد هیدرولیکی   H  که در آن 

 های مورد استفاده است.تعداد کل گره   Nو  آمد    10و    6و در روابط  معرفی مسائل عددی  
 

 و بحث  یج نتا  - 3

آورده شده است. در این   3و    2،  1به ترتیب در جداول    FDو   DQ  ،RBF-DQهای  مدلسازی عددی مسئله اول به روش نتایج حاصل از  

گزارش شده است. البته در مورد  (   Lسازی ) ( و طول دامنه مدل Nبه ازاء مقادیر مختلف تعداد نقاط ) (  Errorجداول، مقادیر متوسط خطا ) 

با توجه به وابستگی مقدار خطا به مقدار انتخاب شده برای پارامتر شکل، مقادیر حداقل خطا به ازای مقادیر مختلف    RBF-DQروش  

 گیرد.پارامتر شکل آورده شده است که بعدا مورد بحث قرار می 
 

 DQ  روش   با   اول   مسئله   حل   در   L  و   N  مختلف   ر ی مقاد   ی ازا   به   خطا   متوسط   ر ی مقاد   - 1  جدول 

Table 1 . Average error values for different N and L in solving the first problem using the DQ method 

 

 

 RBF-DQ  در حل مسئله اول با روش  Lو   Nمقادیر حداقل متوسط خطا به ازای مقادیر مختلف  - 2جدول 

Table 2 . Minimum average error values for different N and L in solving the first problem using the RBF-DQ method 

 

 

 

(m) L N 
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10  

855 /1-e4 8561 /1-e4 8567 /1-e4 858 /1-e4 859 /1-e  4 861 /1-e  4 86 /1-e  4 867 /1-e4 8741 /1-e  4 8966 /1-e4 5 

1437 /1-e4 1439 /1-e4 1441 /1-e4 1442 /1-e4 1446 /1-e  4 1447 /1-e  4  /1 145-e 4 1452 /1-e4 1441 /1-e  4 1406 /1-e 4 6 

2352 /3-e4 244 /3-e4 2551 /3-e4 262 /3-e4 276 /3-e  4 29 /3-e  4 31 /3-e  4 331 /3-e  4 365 /3-e  4 4369 /3-e 4 9 

L (m) 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 N 

5189 /2e-3 5267 /2e-3 5366 /2e-3 5492 /2e-3 5661 /2e-3 5898 /2e-3 6254 /2e-3 6846 /2e-3 8017 /2e-3 1329 /3e-3 5 

3514 /1e-3 3565 /1e-3 363 /1e-3 3713 /1e-3 3825 /1e-3 3981 /1e-3 4217 /1e-3 4607 /1e-3 5374 /1e-3 7669 /1e-3 6 

3336 /4e-4 3634 /4e-4 4009 /4e-4 4496 /4e-4 5153 /4e-4 6088 /4e-4 7524 /4e-4 0062 /5e-4 6985 /5e-4 0611 /3e-3 9 
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 FDدر حل مسئله اول با روش    Lو    Nمختلف    ر ی مقاد   ی متوسط خطا به ازا   ر ی مقاد   - 3جدول  
Table 3. Average error values for different N and L in solving the first problem using the FD method 

 

سازی عددی با هر سه روش با خطای قابل قبولی انجام شده و در بین سه روش،    مدل   شود مشاهده می   3و    2و  1همانطورکه در جداول  

اند. دارای خطاهای کمتری بوده   RBF-DQو در انتها روش    FDدارای متوسط خطای کمتری بوده است پس از آن روش   DQروش  

بستگی دارد که این   ( Cپارامتر شکل ) به مقدار انتخاب شده برای     RBF-DQالبته همانطور که قبلا گفته شد، متوسط خطای روش  

 قابل مشاهده است.  ( 2) موضوع در شکل  
 پارامتر شکل در مسئله اول راتییمتوسط خطا نسبت به تغ رات یی نمودار تغ   - 2  شکل 

 
Fig 2 . Graph of average error variations with respect to shape parameter changes in the first problem 

 

آورده شده است. در این جداول،    5و    4به ترتیب در جداول    RBF-DQو    DQهای  نتایج حاصل از مدلسازی عددی مسئله دوم به روش 

(  گزارش شده است. البته در مورد روش L( و طول دامنه مدل سازی ) N( به ازاء مقادیر مختلف تعداد نقاط ) Errorمقادیر متوسط خطا ) 

RBF-DQ  با توجه به وابستگی مقدار خطا به مقدار انتخاب شده برای پارامتر شکل، مقادیر حداقل خطا به ازای مقادیر مختلف پارامتر

 گیرد. شکل آورده شده است که بعدا مورد بحث قرار می 

 

 DQدر حل مسئله دوم با روش    Lو    Nمختلف    ر ی مقاد   ی حداقل متوسط خطا به ازا   ر ی مقاد   - 4جدول  

Table 4. Minimum average error values for different N and L in solving the second problem using the DQ method 

0.00E+00

2.00E-04

4.00E-04

6.00E-04

8.00E-04

1.00E-03

1.20E-03

1.40E-03

1.60E-03

1.80E-03

0.003 0.093 0.183 0.273 0.363

E
r
r
o

r

C

N=5

N=6

N=9

L (m) 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 N 

2334 /3e-2 623 /2e-2 9394 /1e-2 5950 /1e-2 1773 /1e-3 237 /8e-3 344 /5e-3 094 /3e-3 4906 /1e-3 2949 /5e-4 5 

8953 /1e-2 538 /1e-2 2378 /1e-2 3548 /9e-3 9071 /6e-3 836 /4e-3 078 /3e-3 822 /1e-3 8147 /8e-4 227 /3e-4 6 

964 /5e-3 069 /5e-3 2454 /4e-3 4913 /3e-3 8484 /2e-3 3 /2e-3 584 /1e-3 559 /1e-3 4415 /1e-3 585 /1e-3 9 

L (m) N 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10  

1496 /4e-3 484 /8e-4 025 /2e-4 2545 /1e-3 068 /8e-4 0316 /1e-3 267 /8e-4 053 /8e-4 0056 /8e-4 99 /7e-4 5 

176 /8e-4 032 /3e-4 6078 /3e-4 997 /1e-4 6105 /3e-4 439 /1e-4 9671 /1e-4 0511 /2e-4 8655 /1e-4 72 /1e-4 6 

085 /1e-4 562 /9e-5 1599 /9e-5 5794 /8e-5 4575 /8e-5 224 /8e-5 8019 /7e-5 453 /7e-5 342 /7e-5 2389 /6e-5 9 



در و خوش فطرت رنقی پورکا …مدلسازی جریان آب   در  RBF-DQ و FDM، DQ یعدد یهاروش  یسهو مقا یریکارگبه        

 

111 

 

 RBF-DQدر حل مسئله دوم با روش     Lو    Nمختلف    ر ی مقاد   ی حداقل متوسط خطا به ازا   ر ی مقاد   - 5جدول  

Table 5. Minimum average error values for different N and L in solving the second problem using the RBF-DQ method 

 

روش، روش   این دو روش با خطای قابل قبولی انجام شده و در بین    دو شود مدلسازی عددی با هر  مشاهده می   5و   4همانطورکه در جداول  

DQ    دارای متوسط خطای کمتری بوده است. البته همانطور که قبلا گفته شد، متوسط خطای روشRBF-DQ     به مقدار انتخاب شده برای

 قابل مشاهده است.   ( 3) بستگی دارد که این موضوع در شکل    ( Cپارامتر شکل ) 

 
 پارامتر شکل در مسئله دوم راتییمتوسط خطا نسبت به تغ رات یی تغ   نمودار   - 3  شکل 

 
Fig 3 . Graph of average error variations with respect to shape parameter changes in the second problem 

 

و    DQهای  زمان محاسبات در روش   آورده شده است. همانطور که   7و    6همچنین زمان محاسبات برای هر سه روش در جداول   

FD  به یکدیگر نزدیک است ولی زمان محاسبات در روشRBF-DQ  ای نسبت به دو روش دیگر بیشتر است  به طور قابل ملاحظه

ها جهت تعیین ضرایب وزن است که قبلا در معرفی این روش در  ها از ماتریس گیریکه دلیل آن محاسبات مورد نیاز برای وارون

 مورد آن توضیح داده شده است. 
 

 اول   مسئله   در   استفاده   مورد (  Nمختلف تعداد نقاط )   ر ی سه روش به ازاء مقاد   ی زمان محاسبات برا   - 6  جدول 

Table 6 . Computation time for the three methods for different values of the number of points (N) used in the first problem 

 
 

5.0E-06

3.1E-04

6.1E-04

9.1E-04

1.2E-03

1.5E-03

1.8E-03

2.1E-03

2.4E-03

2.7E-03

1.0 3.0 5.0 7.0 9.0

E
rr

o
r

C

N=5

N=6

N=9

L (m) N 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10  

5478 /7e-3 4435 /7e-3 2843 /7e-3 1110 /7e-3 8752 /6e-3 5596 /6e-3 1060 /6e-3 4042 /5e-3 178 /4e-3 6971 /1e-3 5 

4635 /3e-3 4635 /3e-3 3610 /3e-3 2327 /3e-3 7093 /3e-3 8522 /2e-3 5480 /2e-3 0977 /2e-3 3844 /1e-3 6559 /5e-4 6 

7294 /7e-4 3399 /7e-4 8683 /6e-4 3044 /6e-4 6232 /5e-4 7677 /4e-4 6924 /3e-4 3968 /2e-4 4813 /1e-4 515 /2e-4 9 

FD DQ RBF-DQ N 

68/4e-2 68/4e-2 36/9e-2 5 

24/6e-2 24/6e-2 156/0 6 

1404/0 8/7e-2 967/0 9 
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 دوم   مسئله   در   استفاده   مورد (  Nمختلف تعداد نقاط )   ر ی سه روش به ازاء مقاد   ی زمان محاسبات برا   - 7  جدول 

Table 7 . Computation time for the three methods for different values of the number of points (N) used in the second 

problem 

 

 گیری نتیجه   - 4

محصور استفاده   های آبخوان   سازی جریان آب زیرزمینی در برای مدل   RBF-DQو    DQهای  در این مقاله برای اولین بار از روش   

سازی عددی این نوع جریان نشان داده شده است. نتایج به دست آمده نشان داد که دقت  گردیده است و کارآیی این دو روش برای شبیه 

دارای دقت کمتری نسبت به    RBF-DQبهتر بوده است ولی روش    FDنسبت به روش سنتی    DQهای به دست آمده با روش  جواب 

وابستگی زیادی به مقدار انتخاب شده برای پارامتر    RBF-DQهای به دست آمده از روش  بوده است. همچنین دقت جواب   FDروش  

ای که منجر به کمترین شکل دارد که برای تعیین بهترین جواب باید مقادیر مختلفی برای پارامتر شکل در نظر گرفت تا به مقدار بهینه 

-RBFبرای سه روش نیز نشان داده است که روش مقایسه مدت زمان محاسبات خطا گردد به دست آید که فرآیندی زمان بر است. 

DQ  نسبت به روشDQ  وRBF-DQ  اگرچه در این مسئله که جهت امکان مقایسه سه روش  . دارای زمان محاسباتی بیشتری است

دارای مزیت نسبت به دو روش دیگر است ولی در صورت نامنظم    DQدامنه محاسباتی به صورت منظم در نظر گرفته شده، روش  

های نامنظم نیز قابل استفاده است که باتوجه به  در ناحیه  RBF-DQبودن دامنه محاسباتی امکان استفاده از آن وجود ندارد ولی روش 

 نتایج این تحقیق، تنها مزیت نسبی این روش است. 
 

 تضاد منافع نویسندگان -5

 دارند که هیچ تضاد منافعی در رابطه با نویسندگی و یا انتشار این مقاله ندارند. نویسندگان این مقاله اعلام می 
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