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 ده یچک

زیرزمينی های  باشند، مدیریت منابع آبهای زیرزمينی یک منبع مهم در تامين آب شرب و کشاورزی میاز آنجا که آب

ها و نشست زمين شده  رویه از منابع آب زیرزمينی و کاهش تغذیه، موجب افت آبخوانامری ضروری است. برداشت بی

است. همچنين بخش کشاورزی به عنوان بزرگترین مصرف کننده منابع آب کشور بيشترین سهم را در بروز این ناپایداری  

داشته است. یکی از ملزومات دستيابی به یک برنامه پایدار در زمينه مدیریت منابع آب، آگاهی از طرز رفتار سطح ایستابی 

برا زیرزمينی خصوصاً  زیرزمينی لازم است  آب  منابع آب  از وضعيت  برای آگاهی  منظور  بدین  ی فصول خشک است. 

ریزی  ز آن در برنامهتوان اتخمين نسبتاً دقيقی از نوسانات سطح آب زیرزمينی انجام شود. با تعيين سطح آب زیرزمينی می

در این مطالعه به منظور تخمين پروفيل سطح آب زیرزمينی   تامين آب قابل اعتماد و نيز در مدیریت منابع آب استفاده نمود.

در لایه آبدار آزاد و تحت فشار از روش موجک هار استفاده شده و پروفيل سطح آب زیرزمينی در لایه آبدار آزاد و تحت  

مسائل مهندسی منتخبی با موجک هار حل شده است. در این روش معادله دیفرانسيل به صورت مجموعه ای از در  فشار  

شود. با حل این دستگاه معادلات جبری و تعيين ضرایب مجهول با  معادلات جبری ساده با متغيرهای محدود تبدیل می

دهد حتی با تعداد نقاط  ند. نتایج نشان میشوحل می  مسئله آب زیرزمينیکمک شرایط مرزی و اوليه، معادلات دیفرانسيل  

کالوکيشن محدود روش موجک هار دقت بالایی دارد و حل حاصل از روش موجک هار با روش دقيق ریاضی کاملاً 

 باشد.  یکسان می

 موجک هار ،سطح آب زیرزمينی، تخمين :های کلیدیواژه 

 

https://sanad.iau.ir/journal/sarj/
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 مقدمه

پایداری منابع آب در ایران بيش از هر چيز تحت تاثير  

گيرد زیرا    برداری از منابع آب کشاورزی قرار می  بهره

بخـش کشـاورزی بزرگتـرین مصرف کننده منابع آب  

از   بـيش  و  شده  آب    90محسوب  مصـارف  درصـد 

برداشت  . در سال های اخير،  شود  کشور را شامل می 

هـای آب زیرزمينـی، موجب بر    سـفره  بـيش از تغذیـه 

کـاهش   و  پایـداری  عـدم  سيستم،  توازن  خوردن  هم 

نهایت    ذخيـره در  و  شده  زیرزمينی  آب  های  سفره 

لذا برای  .  توسعه پایـدار کشـاورزی را ناممكن می سازد

به توسعه پایدار کشاورزی، برقراری توازن ميان  دستيابی  

بسياری   اهميت  از  زیرزمينی  منابع  برداشت  و  تغذیه 

برخوردار است. تخمين سطح آ ب زیرزمينی می تواند  

ی به برنامه ریزی و مدیریت ارزشمند آب  کمک شایان

 نماید.  

بار توسط گراسمن ) برای اولين  ( 1984نظریه موجک 

توجه   کوتاهی  زمان  مدت  در  و  گردید  معرفی 

این   کرد.  جلب  خود  به  را  دنيا  سراسر  پژوهشگران 

طرف   یک  از  دارد:  متعددی  دلایل  موجک  موفقيت 

نظریه از  ترکيبی  موجک  علوم  مفهوم  در  موجود  های 

باشد و از طرف دیگر این  مهندسی، ریاضی و فيزیک می

 ,Young)  .توابع ابزارهای ساده ای در ریاضيات هستند

(. اصول اوليه تحليل سيگنال توسط فوریه در قرن  2012

مطرح شد. کارهای فوریه پایه ای برای ابداع تئوری    19

محققان با استفاده از تحليل فوریه  ها  موجک بود. سال 

-های نامنظم و متناوب میاقدام به تجزیه و تحليل داده

نمودند. در بسياری از موارد نتایج خوبی از این روش  

ها تحقيق در  مورلت پس از سال .  آوردنددست نمی  به

تيمب  1980سال   در    تحقيقاتی  ا کمک گراسمن و یک 

، موفق  مرکز تحقيقات فيزیک نظری مارسی در فرانسه

موجک    1910در سال  گذاری تئوری موجک شد.  به پایه

  متقارن و  متعامد ترین موجک اولين و ساده عنوان  هار به 

حل معادله    ،عددی . در آناليز ( Haar, 1910) معرفی شد  

خسته   و  پيچيده  معمولًا  جزئی  و  معمولی  دیفرانسيل 

باشد و همچنين روش اجرایی آن بسيار آهسته  کننده می

می  حل  صورت  در  معمولًا  به پذیرد.  مربوط  معادلات 

باشد.  های مهندسی روش اجرایی سریع مدنظر میرشته

معادلات   حل  در  محاسباتی  سریع  و  ساده  روش  یک 

می موجک  از  استفاده  موجک  مربوطه،  آناليز  باشد. 

تر و همچنين محاسبات را به  محاسبات طولانی را کوتاه

دهد که  های نرم افزاری انجام میوسيله دستور و فرمان

 کمک شایانی در حل معادلات مربوطه خواهد داشت.

( از روش موجک هار با استفاده از  1997چن و هيسو )

مورد  پایه دیفرانسيل  معادلات  توانستند  انتگرال  های 

. چانگ و  ( Chen & Hsiao, 1997) بررسی را حل کنند 

( معادلات  2008پيو  حل  برای  ساده  ماتریسی  روش   )

. (  Piau, 2008 &Chang)    دیفرانسيل معمولی ارائه داد

لپيک به کاربرد موجک هار برای    2014تا    2005از سال  

انتگرال خطی و غيرخطی و حل عددی   حل معادلات 

معادلات دیفرانسيل با مرتبه بالاتر با استفاده از موجک  

هریهاران و همكاران از   .  ( ,Lepik 2011)  هار پرداخت

حل چندین معادلات دیفرانسيل از   2019تا   2009سال 

ناگومو و ... را با استفاده   -جمله معادلات فيشر، فيتزهيو

داد   ارائه  هار  موجک  و  ( Hariharan, 2019) از  شسا   .

( به حل معادله برگر با استفاده از روش  2017) همكاران

محمدی   .( Shesha et al., 2017)   موجک هار پرداخت

( همكاران  حل 2019و  برای  هار  موجک  روش  از   )

 ,.Mohammadi et al) فور استفاده کرد  -معادلات امدن

( معادله حرارت را با  2021. سپاراوا و همكاران )( 2019
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از سری موجک هار حل نمود  Saparova et) استفاده 

al., 2021 )                        . 

در این مطالعه روش عددی موثر بر اساس روش موجک  

هار به منظور تخمين پروفيل سطح آب زیرزمينی ارائه  

شده است. تاکنون بر اساس مطالعات صورت گرفته این  

توسط روش موجک هار  آب زیرزمينی مسائل مهندسی  

آب   مهندسی  مسائل  مطالعه  این  در  است.  نشده  حل 

حل  راه  و  شده  حل  هار  موجک  روش  با  زیرزمينی 

ریاضی این مسائل با حل روش موجک هار مقایسه شده  

این مسائل   هار در حل  است و کارآیی روش موجک 

 مهندسی نشان داده شده است.

 

 مواد و روش ها 
 در حل معادله دیفرانسیل موجک هار

برای    هار  موجک  زیر    xϵ[0,1]خانواده  صورت  به 

 : ( Heydari et al., 2022) شود  تعریف می

hi(x) = {
1 ,         for xϵ[α, β)                             

−1,            , for x ϵ[β, γ)           (1)      
0,           elsewhere                            

      

𝛾  که =
𝑘+1

𝑚
  ,   𝛽 =

𝑘+0.5

𝑚
, α =

k

m
صحيح ،       عدد 

    𝑚 = 2𝑗  (j = 0,1,2,3,… , J)    را موجک  درجه 

𝑘و  دهد  نشان  می = 0,1,2,3,… ,𝑚 − پارامتر انتقال    1

اندیسمی رابطه    𝑖  باشد.  از  استفاده                               با 

i = m + k + می  1 مقدار   آیدبدست  کمترین          که 

i = ازای   2 m  به  = 𝑘   و   1 = آید.   بدست    0 می 

  باشد.می 2𝑀  برابر با  i  بيشترین مقدار

نقاط 𝑥𝑗  مجموعه  =
(𝑙−0.5)

2𝑀
که                            بطوری 

𝑙 = 1,2,3,… ,2𝑀 شود. در نظر گرفته می 

   باشد:به صورت زیر  می  h𝑖(𝑥)معادلات انتگرالی رابطه  

pi(x) = ∫hi(x
′)

x

0

dx′                      (2)     

q𝑖(𝑥) = ∫p𝑖(𝑥
′)

𝑥

0

𝑑𝑥 ′                               (3)         

که   ازای  iبه  > به    qi(x)و    ℎ𝑖(𝑥)    ،pi(x)مقادیر    1

 شود: صورت زیر تعریف می 

ℎ𝑖(𝑥) = {
1 ,         𝑓𝑜𝑟 𝑥𝜖[𝛼, 𝛽)                    

−1,            𝑓𝑜𝑟 𝑥 𝜖[𝛽, 𝛾)                  (4)  
0,           𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒                            

  

 

pi(x) = {
x − α ,         for xϵ[α, β)                    

γ − x,          for x ϵ[β, γ)                  (5)  
0,           elsewhere                            

  

  

q𝑖(𝑥)

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
(x − α)2

2
 ,       for xϵ[α, β)                                         

(x − β)2 + (β − γ)2 − (γ − x)2

2
, for x ϵ[β, γ)

(x − β)2 + (β − γ)2

2
,        for x ϵ[γ, 1)      (6)      

0,                    elsewhere                                
                          

  

 که  𝑦𝑛(𝑥)  با توجه به خصوصيات تبدیل موجک هار،

باشد، به وسيله تابع موجک هار به صورت  می  𝑥  تابعی از

می از  زیر  گيری  انتگرال  با  شود.  سازی  تقریب  تواند 

 آید:( بدست می9( و )8روابط ) ،(7رابطه )

𝑦(𝑛)(𝑥) =∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥𝑗)

2𝑀

𝑖=1

                               (7)  

y(n−1)(x) = ∑aipi(xj) + Cm

2M

i=1

                           (8)  

y(n−2)(x) = ∑aiqi(xj) + x Cm + Cm+1     (9)

2M

i=1

 

با اعمال شرایط مرزی و اوليه و حل دستگاه معادلات  

هار موجک  ضرایب  مقادیر  آمده،  محاسبه    𝑎𝑖  بدست 

( جواب  7در رابطه )  𝑎𝑖شود و با جایگذاری مقادیر  می

  آید.معادله دیفرانسيل بدست می

 
 معادله پروفیل سطح آب زیرزمینی 

های  در زیرزمين از مهمترین جنبهمطالعه حرکت آب   

باشد. زمانی که سطح ایستابی  مهندسی هيدرولوژی می

های آبدار آزاد یا تحت فشار در وضعيت ثابت در لایه

حالت   در  جریان  نكند  تغيير  زمان  به  نسبت  و  بماند 

می آب  ماندگار  جریان  معادله  حل  به  اینجا  در  باشد. 
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هار   موجک  روش  با  ماندگار  حالت  در  زیرزمينی 

 پرداخته شده است.
بعدی   آزاد در جریان یک  پروفیل سطح آب زیرزمینی در لایه آبدار  معادله 

 ماندگار 

معادله جریان در لایه آبدار آزاد با تغذیه از بالا در محيط  

 : ( Fetter, 2018) باشد همگن به صورت زیر می
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
) +

𝑅

𝐾
=
𝑆𝑦

𝐾

𝜕ℎ

𝜕𝑡
                     (10) 

ضریب    S𝑦هدایت هيدروليكی و    𝐾شدت تغذیه،    Rکه  

 باشند.ذخيره می

h∂ در جریان ماندگار

∂t
= ( بدین شكل در  11معادله )  ،  0

 آید:می

∂

∂x
(h
∂h

∂x
) = −

R

K
                               (11) 

 

 

 

 

 

تغذیه بارش در   پروفيل جریان ماندگار آب زیرزمينی با -1شکل 

 لایه آبدار آزاد 

به   زیرزمينی  آب  سطح  پروفيل  دیفرانسيل  معادله  حل 

 باشد: صورت زیر می

ℎ = (ℎ1
2 −

(ℎ1
2 − ℎ2

2)𝑥

𝐿
+
𝑅

𝐾
(𝐿 − 𝑥)𝑥)

0.5

 (12)    

ارتفاع آب در    ℎ2  بالادست وارتفاع آب در    ℎ1  که در آن

فاصله    𝐿  فاصله از مبدا و  𝑥  باشد. همچنيندست میپایين

دونقطه اندازهبين  آن  در  آب  ارتفاع  که  شده  ای  گيری 

   است.

 تعیین پروفیل سطح آب زیرزمینی لایه آبدار آزاد با روش موجک هار  

(، معادله دیفرانسيل جریان آب  11با ساده سازی رابطه )

(  13زیرزمينی حاکم بر آبخوان آزاد به صورت رابطه )

 آید:میدر زیر

1

2
(
𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
) = −

𝑅

𝑘
                                 (13)    

( تقریب13رابطه  جایگذاری  با  تابع    𝑦"(𝑥)سازی  (  با 

 آید:میزیر در  موجک هار به صورت

y"(x) =∑𝑎i hi(xj)

2M

i=1

=
−2R

k
              (14)     

𝑎1ℎ1(𝑥𝑗) + 𝑎2ℎ2(𝑥𝑗) + 𝑎3ℎ3(𝑥𝑗) + 𝑎4ℎ4(𝑥𝑗)

=
−2𝑅

𝐾
                            (15)    

نقطه کالوکيشن در رابطه    4به منظور تعيين ضرایب،    

 شود.( جانشين می15)

{
 
 
 

 
 
 𝑥𝑗 = 0.125 → 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =

−2𝑅

𝑘

𝑥𝑗 = 0.375 → 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 =
−2𝑅

𝑘
  

𝑥𝑗 = 0.625 → 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎4 =
−2𝑅

𝑘

𝑥𝑗 = 0.875 → 𝑎1 − 𝑎2 − 𝑎4 =
−2𝑅

𝑘

   (16)  

 آید: به صورت زیر بدست می 𝑎iضرایب      

𝑎1 =
−2𝑅

𝑘
            𝑎2 = 𝑎3 =  𝑎4 = 0    (17) 

تقریب جایگذاری  تابع  y(𝑥) سازی با  هار  با  موجک 

 آید: میرابطه به صورت زیر در 

y(𝑥)

=∑𝑎𝑖 𝑞𝑖(𝑥𝑗) +  𝑥 𝑐𝑚 + 𝑐𝑚+1 =

2𝑀

𝑖=1

𝑎1 𝑞1(𝑥)

+ 𝑎2 𝑞2(𝑥) + 𝑎3 𝑞3(𝑥) + 𝑎4 𝑞4(𝑥) + 𝑥𝑐1
+ 𝑐2                                                              (18) 

𝑦(𝑥) = ℎ2 =
−2𝑅

𝑘
(
𝑥2

2
) + 𝑥𝑐1 + 𝑐2        (19)   

ℎ(0)جایگذاری شرایط مرزی با   = ℎ1,      ℎ(𝐿) = ℎ2 

آمده، حل معادله     𝑐2و    𝑐1و جانشينی مقادیر   بدست 

 آید. ( بدست می20دیفرانسيل به صورت رابطه ) 

h2 = (h1
2 −

(h1
2 − h2

2)x

L
+
R

k
(L − x)x)   (20) 

𝑅 

 سطح ایستابی

Table 

h1 آبخوان آزاد 
hmax 

ناپذیر لایه نفوذ  

h2 

x 

L 

d 
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حل معادله آب زیرزمينی لایه آبدار آزاد با روش موجک  

( رابطه  )20هار  رابطه  دیفرانسيل  معادله  حل  با   )12  )

 . دقيقاً یكسان است

 
یک  جریان  در  فشار  تحت  آبدار  لایه  در  زیرزمینی  آب  پروفیل سطح  معادله 

 بعدی ماندگار 

آبخوان  در  ماندگار  برجریان  حاکم  دیفرانسيل  معادله 

است      زیر  صورت  به  بالا  از  تغذیه  با  فشار  تحت 

 (, 2018Fetter )        : 

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
−𝑅

𝑇
                                          (21)    

ضریب انتقال    Tبار آبی و   hميزان تغذیه،    Rکه در آن  

باشند. حل معادله دیفرانسيل با شرایط مرزی  سفره می

در   آبی صفر  𝑥بار  = −L    یا𝑥 = 𝐿    و𝜕ℎ

𝜕𝑥
= در    0

𝑥 =  صورت زیر ارائه شده است: 0

h(x) =
R(L2 − x2)

2T
                          (22)   

 

 

 

 

 

تغذیه بارش در   زیرزمينی باپروفيل جریان ماندگار آب  -2شکل 

 لایه آبدار تحت فشار 

با   تعیین معادله دیفرانسیل پروفیل سطح آب زیرزمینی لایه آبدار تحت فشار 

 روش موجک هار  

درجه  مقدار  هار  موجک  روش  از  مسئله   حل  برای 

𝑀موجک   = در نظر گرفته شده است. بنابراین مقادیر    2

h𝑖(𝑥)    ،p𝑖(𝑥)    وq𝑖(𝑥)    برایi = طبق روابط    1,2,3,4

در رابطه مسئله     h𝑖(𝑥)آید. مقادیر  ( بدست می6( تا )1)

 شود. جایگذاری می

𝑦"(𝑥) =∑𝑎𝑖  ℎ𝑖(𝑥𝑗)

2𝑀

𝑖=1

=
−𝑅

𝑇
              (23) 

𝑎1ℎ1(𝑥𝑗) + 𝑎2ℎ2(𝑥𝑗) + 𝑎3ℎ3(𝑥𝑗) + 𝑎4ℎ4(𝑥𝑗)

=
−𝑅

𝑇
                              (24) 

( رابطه  جبری  معادلات  حل  از  مقادیر  24بعد   ،)𝑎𝑖 

 آید:بدست می

𝑎1 =
−𝑅

𝑇
            𝑎2 = 𝑎3 =  𝑎4 = 0    (25)   

جایگذاری   𝑙با  = بدست   1,2,3,4 جبری      معادلات 

صورت  می بدین  گرفته    4آید  درنظر  کالوکيشن  نقطه 

 شده است: 

{
 
 
 

 
 
 𝑥𝑗 = 0.125 → 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =

−𝑅

𝑇

𝑥𝑗 = 0.375 → 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 =
−𝑅

𝑇
 

𝑥𝑗 = 0.625 → 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎4 =
−𝑅

𝑇

𝑥𝑗 = 0.875 → 𝑎1 − 𝑎2 − 𝑎4 =
−𝑅

𝑇

   (26)  

تقریب جایگذاری  تابع    y(𝑥) و    y′(𝑥)سازی  با  با 

 آید:موجک هار روابط زیر بدست می

𝑦′(𝑥) = ∑𝑎𝑖  𝑝𝑖(𝑥𝑗) +  𝑐𝑚 =

2𝑀

𝑖=1

𝑎1 𝑝1(𝑥) + 𝑎2 𝑝2(𝑥)

+ 𝑎3 𝑝3(𝑥) + 𝑎4 𝑝4(𝑥) + 𝑐1

=
−𝑅

𝑇
 (𝑥)  + 𝑐1                    (27)   

𝑦(𝑥) =∑𝑎𝑖  𝑞𝑖(𝑥𝑗) +  𝑥 𝑐𝑚 + 𝑐𝑚+1 =

2𝑀

𝑖=1

𝑎1 𝑞1(𝑥)

+ 𝑎2 𝑞2(𝑥) + 𝑎3 𝑞3(𝑥)
+ 𝑎4 𝑞4(𝑥) + 𝑥𝑐1 + 𝑐2

=
−𝑅

𝑇
(
𝑥2

2
) + 𝑥𝑐1 + 𝑐2    (28) 

y(−L)  بنابراین با توجه به شرایط مرزی = y(L) = 0 

y′(0)و   = به صورت زیر بدست    𝑐2و     𝑐1،مقادیر     0

 آید:می

c1 = 0 ,   c2 =
RL2

2T
                                 (29)   

، معادله پروفيل سطح آب  c2و    c1با جایگذاری مقادیر 

 آید: زیرزمينی بدست می

𝑦(𝑥) =
−𝑅𝑥2

2𝑇
+
𝑅𝐿2

2𝑇
=
𝑅(𝐿2 − 𝑥2)

2𝑇
       (30)   

حل معادله آب زیرزمينی لایه آبدار تحت فشار با روش  

( با حل معادله دیفرانسيل رابطه  30موجک هار رابطه )

 ( دقيقاً تطابق دارد.22)

X = -L X = 0 X = L 

R 

b  خط مقسم
 آبی
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 بحث و نتایج 
 . تعیین پروفیل آب زیرزمینی لایه آبدار آزاد با روش موجک هار 1مسئله 

  002/0ضریب نفوذپذیری در یک لایه آبدار غيرمحصور  

آبخوان  است.    27/0سانتی متر بر ثانيه و تخلخل موثر آن  

-متر از سطح زمين می  31در بستری از شن به فاصله  

فاصله  ب به  چاه  دو  امتداد    175اشد.  در  یكدیگر  متراز 

جریان حفر شده است. سطح ایستابی در چاه اول و دوم  

متر زیر سطح زمين قرار گرفته    5/23متر و    21به ترتيب  

است. سطح ایستابی را در وسط فاصله بين دو چاه بدین  

 صورت محاسبه می شود:

تقریب آبی،  بار  محاسبه  از  تابع    y(𝑥) سازیبعد  با 

 شود: ( ارائه می33به صورت رابطه )  موجک هار

h1 = 31 m − 21 m = 10 m                    (31) 
ℎ2 = 31 𝑚 − 23.5 𝑚 = 7.5 𝑚                 (32)  

𝑎1ℎ1(𝑥𝑗) + 𝑎2ℎ2(𝑥𝑗) + 𝑎3ℎ3(𝑥𝑗) + 𝑎4ℎ4(𝑥𝑗)

= 0                                                                 (33)  

 ( رابطه  در  کالوکيشن  نقاط  جایگذاری  مقادیر  33با   ،)

     آید.همگی صفر بدست می 𝑎i ضرایب  

جانشين مرزی  با  شرایط  ℎ(0)کردن  = 10,

ℎ(175) = هار    y(𝑥)سازی  درتقریب   7.5 موجک  با 

مقدار ارتفاع سطح    𝑐2و 𝑐1( و تعيين ضرایب  34رابطه )

فاصله   در  بدست    5/87ایستابی  زیر  به صورت  متری 

 :آیدمی

𝑦(𝑥) = ℎ2 = 𝑥𝑐1 + 𝑐2                                     (34) 

c2 = (10)2         , c1 = −
(10m)2 − (7.5m)2

175
(35) 

ℎ = √(10m)2 − [(10m)2 − (7.5m)2]
87.5m

175m
= 8.8 m   (36) 

فاصله   وسط  در  ایستابی  ارتفاع سطح  دو بنابراین  بين 

 باشد.متر می 8/8چاه، 

 
 . تعیین پروفیل آب زیرزمینی آبخوان تحت فشار با روش موجک هار2مسئله 

متر و عرض آن   33ضخامت یک لایه آبدار تحت فشار  

مشاهده  7 چاه  دو  است.  فاصله  کيلومتر  به    1/ 2ای 

اند. هر دو چاه تا لایه  کيلومتر در جهت جریان حفر شده

اند. بار هيدروليكی  افقی زیرین حفر شدهغيرقابل نفوذ و  

متر است. ارتفاع    89متر و در چاه دوم    5/97در چاه اول  

کيلومتر از چاه اول    3/0ای به فاصله  پيزومتریک در نقطه

 بدین صورت بدست می آید:  

با تابع موجک هار به صورت رابطه    y"(x) سازیتقریب

 باشد: ( می37)

𝑎1h1(xj) + 𝑎2h2(xj) + 𝑎3h3(xj) + 𝑎4h4(xj) = 0  (37) 

ضرایب   می  𝑎i مقادیر  بدست  صفر  آید.     همگی 

 باشد: ( می38با موجک هار رابطه )  𝑦(𝑥)سازی  تقریب

y(𝑥) =∑𝑎𝑖  𝑞𝑖(𝑥𝑗) +  𝑥 𝑐𝑚 + 𝑐𝑚+1 =

2𝑀

𝑖=1

𝑎1 𝑞1(𝑥)

+ 𝑎2 𝑞2(𝑥) + 𝑎3 𝑞3(𝑥)
+ 𝑎4 𝑞4(𝑥) + 𝑥𝑐1 + 𝑐2

= 0(
𝑥2

2
) + 𝑥𝑐1 + 𝑐2           (38) 

جانشين مرزی  با  شرایط  ℎ(0)کردن  = 97.5,

ℎ(1200) = با موجک هار   y(𝑥)سازی  درتقریب  89

(، مقدار  39رابطه )  𝑐2و 𝑐1( و تعيين ضرایب  39رابطه )

کيلومتر به صورت زیر    3/0ارتفاع پيزومتریک در فاصله  

 آید:بدست می

c2 = 97.5   , c1 = −
97.5 − 89

1200
= −0.007         (39) 

ℎ = −0.007 × 300 + 97.5 = 95.4𝑚                (40) 

 

 گیری نتیجه

معادلات تخمين سطح  آب زیرزمينی در    طالعهم  نیادر  

لایه آبدار آزاد و تحت فشار در نظر گرفته شده است.  

معادلات دیفرانسيل این مسائل به روش موجک هار حل  

شده است و با حل دقيق معادله دیفرانسيل این مسائل  

مقایسه شده است. در روش موجک هار شرایط مرزی  
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کند. و اوليه مسئله در تعيين ضرایب نقش مهمی ایفا می

گونه  بدین  بر اساس موجک هار  ساده  یعدداین روش  

است که معادله دیفرانسيل به دستگاه معادلات جبری با  

شود و با حل دستگاه معادلات  متغير محدود تبدیل می 

جبری و جایگزین کردن شرایط مرزی و اوليه، ضرایب  

می دیفرانسيل حل  معادله  و  آمده  یكسان  بدست  شود. 

در حل    بودن زیرزمينی  آب  مهندسی  مسائل  دقيق 

با حل بدست آمده از روش  آبخوان های آزاد و تحت 

.  کندتایيد میموجک هار را    صحت روشموجک هار  

  جی که راه حل هار نتا  مقایسه این دو راه حل نشان داد

ئه  ارا  محدود کالوکيشنچهار نقطه    یبرا  یرا حتی  قيدق

 دهد.  یم
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ABSTRACT 
 

Water Since groundwater resources are the major source of water supply, therefore, the 

estimation of the groundwater level profile plays an important role in the management of 

valuable water resources. Nowadays, due to the increasing aquifer use, groundwater levels are 

declining. The sustainable management of groundwater resources requires high level of 

knowledge and skills in planning. Accurate groundwater level estimation allows water 

managers and engineers to develop better strategies to manage groundwater resources. In recent 

years, the Haar wavelet method has been very effective in solving engineering problems. In this 

study, in order to investigate the efficiency of the Haar wavelet method, governing  equations 

of groundwater level profile estimation in confined and unconfined aquifer have been used. In 

this method, the differential equation is converted into a system of algebraic equations that 

contains a few variables and solution of differential equation is obtained. After solving the 

algebraic equations, the values of multipliers are obtained. By substituting the boundary 

conditions in Haar wavelet functions, the values of coefficients determined.  After putting the 

values of coefficients in the basic equation, differential equations are solved. The results of 

engineering problems using Haar wavelet compared with the solution of the exact mathematical 

method in related references. The comparisons indicate both of the solution in problems are the 

same. The results of show that even with a finite number of collocation points, the Haar wavelet 

method is highly accurate and the solution obtained from the Haar wavelet method is quite 

similar to the exact mathematical method . 
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