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  1400خرداد  28: ذیرشپ

  1400 مرداد 16: ارائه در سایت

 کیمتر يدر فضاها F: X × X → X ینگاشت انقباض يرا برا دوتایی  نقطه ثابت هی، قضمقاله نیا در
سپس منحصر به فرد  م،یکن یهستند، ثابت م E تهی ریغ ثابت F -کامل يرفضایز کی يکه دارا يفاز

 کیمتر يدر فضا يادیزنقطه ثابت  يای. اگرچه قضامیکن یرا اثبات م E دردوتایی بودن نقطه ثابت 
نقطه ثابت  میکن یثابت م رایز، است ایقضا نیاز ا يدیما نوع جد هیقض ، اماداردوجود  يفاز

 کیمتر يمثال جالب در فضا کی ت،یاست. در نها X در E ابتث -Fکامل  رمجموعهیز فرد در منحصربه
 صدق می کند.ما  هیقض طیکه در شرا میده یکامل ارائه م يفاز
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 In this present work, we prove fixed point theorem for contractive mapping 
F: X × X → X in fuzzy metric spaces that have a nonempty F −invariant 
complete subspace E, then prove the uniqueness the fixed point in E.  
Though many theorems in fuzzy metric space in this case, our theorem is a 
new type of these theorems. because we prove unique fixed point is in F − 
invariant complete subset E in X. Finally, we give an interesting example in 
complete fuzzy metric space that satisfies in the conditions of our theorem. 
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  مقدمه  - 1
] در سال 8در ابتدا توسط زاده [ يفاز يمفهوم مجموعه ها

و  يمفهوم در توپولوژ نیاستفاده از ا يشد. برا یمعرف 1965
 يمجموعه ها و کاربردها هینظر سندگانیاز نو ياریبس ،آنالیز

] 2[ یرامانیرا به طور گسترده توسعه داده اند. جورج و و يفاز
و  لیکراموس توسطارائه شده  يفاز کیمتر يمفهوم فضا

 يایقضا ي] نسخه فاز7[ ی] را اصلاح کردند. واسوک4[ چالکیم
بود،  یاضاف طیشرا ينقطه ثابت مشترك را به دست آورد که دارا

 يقو فیرا با تعر ينقطه ثابت مشترك فاز هیقض کیدر واقع، او 
  .میکن یم انیرا ب یفی] اثبات کرد. ابتدا تعار2[ یدنباله کوش

 - tیک  [1 ,0] →- 2[1 ,0]:*   گر دوتایی] عمل6[ 1-1 فیتعر
 دیمونو کی، (*,[0,1]) شود اگر یم دهینام وستهیپ نرم

  یعنیباشد.  یآبل یکیتوپولوژ

  است، ییو جابجاشرکتپئیر  ∗  الف)

  است، وستهیپ ∗ب) 

        a ∈ [0, 1]،. a ∗ 1 = aر ه يبرا پ) 

 ≥ aهر گاه  a, b, c, d ∈ [0,1]، a ∗ b ≤ c ∗ dهر  يبرا ت) 

c  وb ≤ d. 

  ، عبارتند ازوستهیپ نرمهاي - tاز  مثالدو 

a ∗1 b = ab ،a ∗2 b = {a + b - 1,0}.  

 يفاز کیمتر يفضایک  (∗ ,X, M) تایی 3] 2[ 2- 1 فیتعر
 نرم - t کی ∗، ناتهیمجموعه دلخواه  کی X شود اگر یم دهینام

 که در باشد(∞ ,X2 × [0 در يمجموعه فاز کی  M  و وستهیپ
  t, s > 0و  x, y, z ∈ X هر يکند، برا یم صدق ریز طیشرا

،M (x, y, t) > 0 1 (  

،M (x, y, t) =1  اگر و تنها اگر x = y 2 (  

،M (x, y, t) = M (y, x, t) 3 (  

،M (x, y, t) ∗ M (y, z, s) ≤ M (x, z, t + s) 4 (  

)M (x, y,.): (0, ∞) → [0,1] 5 پیوسته است.   

 و یمعمول کیمتر يفضا کی  (X, d)دی] فرض کن7[ 3- 1مثال 
ψ از  وستهیو پ یشیتابع افزا کی R+ يباشد به طور  (0,1)به 
  ψ(t) = e(-1/x). به عنوان مثال lim t→∞ ψ(t) = 1 که

 ∋ tي هربرا a, b ∈ [0,1]. ر ه يبرا a ∗ b ≤ ab فرض کنید 

  یمکنمی  فی، تعر  (∞ ,0)

M (x, y, t) = [ψ(t)] d (x, y) 

 يفاز کیمتر يفضا کی  (∗ ,X, M) ذال .x, y ∈ X ر ه يبرا
  است.

 کیمتر يفضا کی (∗ ,X, M) دی] فرض کن2[ 4-1 فیتعر
  .باشد يفاز

 اگر ندیگو یهمگرا م x ∈ X نقطه بهرا  X در    دنبالهالف)  
  t>0  ،limn→∞ M (  , x, t) =1 براي هر

 هر  يشود اگر برا یم دهینام یدنباله کوش X در    دنبالهب)  

 0 <ℇ<1و  t > 0  

n0 ∈ N   اي چنان موجود باشد کهM (  ,   , t) > 1-ℇ  
  n, m ≥ n0براي هر 

همگرا باشد  یکه در آن هر دنباله کوش يفاز کیمتر يفضاپ)  
  شود. یکامل گفته م

 يفاز کیمتر يفضا کی (∗ ,X, M) دی] فرض کن5[ 5-1 فیعرت
  شود اگر یگفته م یبه کوش X در  {  } نباله. دباشد

limn→∞ M (    ,   , t) = 1 ر ه يبراt > 0   وp > 

0.  

 ریتابع غ کیx, y ∈ X  ،, M (x, y,.) ره ي] برا3[ 6- 1 لم
 است. یکاهش
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 کیمتر يفضا کی  (∗ ,X, M) دی] فرض کن7[ 7-1 فیتعر
هر است  وستهیپ بر   X2× (0, ∞) بر دنباله اي Mباشد.  يفاز

  M (  , x, t) = M (x, y, t) →     گاه 

است که  X2 × (0, ∞)دنباله اي در  (   ,   ,  )که در آن
 ,M (  , x, t) =     → M (  , y →      همگراست. یعنی  X2 × (0, ∞) ∋ (x, y, t)به نقطه  

t) = 1 and     → M (x, y,   ) = M (x, 
y, t).  

 

  .است X2 × (0, ∞) در وستهیتابع پ کی M  [3]  8- 1 لم

 کیمتر يفضا کی (∗ ,X, M) دی] فرض کن7[ 9-1 فیتعر
 ،دارد  X2 × (0, ∞) را در n یژگیو Mگویند باشد.  يفاز

  1 = (np) [M (x, y,    )]  →      هرگاه

  .p > 0 وx, y ∈X, k > 1 در آن که

 یمعمول کیمتر يفضا کی  (X, d) دی] فرض کن7[ 10- 1 مثال
  وa, b ∈ [0,1] ره يبرا  a ∗ b = abباشد، 

  ( , ,  ) = سپس  .t > 0و  x, y ∈ Xبراي هر   ( , )  
, , ) ] →      میدار    )]  =    → (   ( , )  )      →    ( , )     = 1.  

 است. X2 × (0, ∞)در  n یژگیو يدارا M ن،یبنابرا

 يفاز کیمتر يفضا کی   (∗ ,X, M)ید] فرض کن7[11 - 1لم 
ی ژگي ویدارا M ، وa, b ∈ [0,1]ر ه يبرا  a∗ b ≥ abباشد، 

n در يدنباله ا {  }دیاست. فرض کن X که  ياست به طور
  n ∈ N هر  يبرا

M (  , xn+1, kt) ≥ M (    ,   , t)   0 ي هربرا < k 

  .است یدنباله کوش کی {  } ، سپس دنباله1 >

نقطه ثابت  کی X × X ∋ (x, y) ] عنصر1[ 12-1 فیتعر
  هرگاه  شود یم دهینام  F: X × X → Xنگاشت دوتایی

F (x, y) = x ،F (y, x) = y  

 ,X) دیباناخ). فرض کن يانقباض فاز هی] (قض5[ 13 - 1هیضق

M, ∗) يکامل باشد به طور يفاز کیمتر يفضا کی  

  ، x, y ∈ X براي هر  

     → M (x, y, t) = 1 

نگاشتی باشد که در شرط زیر صدق  T: X → X فرض کنید  و
  کند

M (T(x), T(y), kt) ≥ M (x, y, t) 

نقطه ثابت  کی T. سپس k < 1 > 0و  x, y ∈ X ره يبرا
 منحصر به فرد دارد.

 ∋ a, bر ه يبرا a ∗ b ≥ ab دی] فرض کن6[ 14 -1جهینت

 يفاز کیمتر يفضا کی  (∗ ,X, M) دیفرض کنو   [0,1]
 دیباشد. فرض کن تیخاص n يدارا M که يکامل باشد به طور

  است که جود چنان مو  F: X × X → Xتابع 

M (F (x, y), F (u, v), kt) ≥ 

 M (x, u, t) ∗ M (y, v, t) 

 x ∈ X کآنگاه ی. k < 1 > 0و  x, y, u, v ∈ X ره يبرا
= که  يمنحصر به فرد وجود دارد به طور  ( ,  ).  

 نتایج اصلی -2
 يدر فضادوتایی نقطه ثابت  يرا برا یو مثال هیقض در این بخش

 نقطه ثابت هی. اگرچه هزاران قضدهیمارایه می  يفاز کیمتر
 يدیما نوع جد هیوجود دارد، قض يفاز کیمتر يدر فضا دوتایی

منحصر به فرد  دوتایی نقطه ثابت میثابت کرد رایاست، ز هیاز قض
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 (∗ ,X, M) يفاز کیمتر يفضا - Fکامل ثابت  يفضازیر در 
 .قرار دارد

باشد  يفاز کیمتر يفضا کی(∗ ,X, M) دیفرض کن 1-2 هیضق
 ≤ a ∗ bفرض کنید باشد و  -n یژگیو يدارا M که يبه طور

ab ره يبرا  a, b ∈ [0,1]  .دیفرض کن F: X × X −→ X کی 
کامل  رمجموعهیز کیو    k < 1 > 0 دیباشد. فرض کن نگاشت

F- تهیریغ ثابت E از X ره يکه برا يوجود دارد به طور t > 

0 ;  

M (F (x, y), F (u, v), kt) ≥  

M (x, u, t) ∗ M (y, v, t) 

  و  x, y, u, v ∈ Eبراي هر 

M (F (x, y), F (u, v), kt) > 
 M (x, u, t) ∗ M (y, v, t) 

,که  x, y, u, v ∈ Xبراي هر  u ≠ x, y ≠ v اینصورت یک در
x ∈ X  منحصر به فرد وجود دارد کهx = F (x, x).  

 تهی ریثابت غ  F - کامل رمجموعهیز کی E که ییاز آنجا :باتاث
  است و نگاشت کی F |E×E: E × E → E نیاست، بنابرا X از

(E, M, ∗) کامل است. اکنون، از  يفاز کیمتر يفضا کی
 ,F (x .که يوجود دارد، به طور کتای x ∈ E کی)، 1,14 جهی(نت

x) = x دیفرض کن u ∈ X − E که يطور هوجود دارد ب. F (u, 

u) = u جا که از آنu ∈ X−E بنا براین ،u ≠ x :و داریم  

M (x, u, kt) = M (F (x, x), F (u, u), kt) > M (x, u, t) ∗ M (x, u, t) ≥ [M (x, u, t)]2  

  نیبنابرا

  

   

  رو نیا از. 2n ≤ np است که  يبه گونه ا p در آن که

  

تناقض  کی نیا. M (x, u, t) = 1. یعنی   ∞ → nهرگاه 
 نقطه ثابت  E × E ∋ (x, x)همه نقاط به جز ن،یاست. بنابرا

  نیستند.  Fدوتایی 

 دوتایینقطه ثابت  کی Fکه  میده یمثال نشان م نیا در
دوتایی لزوماً به نقطه ثابت   {F n (x, y)}منحصر به فرد دارد و

  .شود یهمگرا نم

= قرار دهید   2-2مثال {0} ∪ {1 +   ; ∈ ℕ}  و یک
 ∋ a, bبراي هر  a ∗ b = abتعریف کنید. فرض کنید  x, y ∈ X براي هر  |d (x, y) = |x| + |yبه صورت  Xبر  dمتریک 

یک فضاي متریک فازي کامل  (∗ ,X, M). در اینصورت [0,1]
 x, y ∈ X ,است که در آن براي هر 

M(x, y, t) = e  ( , )  

( , )   را به صورت زیر تعریف می کنیم: F: X × X → Xنگاشت 
=  0                                                 = =  یا 0 01 + 1 + 1                = 1 + 1 ,  = 1 + 1  

در شرایط قضیه  F. در اینصورت N = max {n, m}که در آن 
  همگرا نیست.  {F n (2, 2)}قبل صدق می کند اما 
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