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  مقدمه -1
ها و پوسته هاها، ورقي رفتار ديناميكي تيرها، كابلمطالعه

ي تحت بارگذاري متحرك از پركاربردترين انواع مسائل در حوزه
اي از اين كاربردها . به عنوان نمونهباشدمي هاي مهندسيسازه
ها، طراحي ها و بزرگراهتوان به حركت وسايل نقليه روي پلمي

هاي سقفي، باند فرودگاه، پروسه ماشينكاري سرعت بالا، جرثقيل
پيچيده بودن تعامل بين سازه و ها و غيره اشاره كرد. تله كابين

بار متحرك در كاربردهاي مرتبط، منجر به تبديل اين موضوع به 
هاي اخير شده است. در هاي محققين در سالمنديعلاقه
ي بارگذاري متحرك، بر اساس در نظر گرفتن يا صرف نظر مسأله

اين  ،يكيناميمتحرك در معادلات د يبارها ينرسيا راتيتأث از
 و جرم متحرك متحرك روين ي به دو دسته نوع بارگذاري

متحرك كه در آن  گذارياز بار ي. به حالتشوديم بنديميتقس
. نديگو يم ر نظر گرفته شود، حالت جرم متحركد ينرسياثرات ا

 ،از نوع جرم متحرك است بارگذاري معمولاً يواقع طيااگرچه شر
بستر  ي به وزن سازه كتحرمجرم وزن اما در مواردي كه نسبت 

 اريهاي بسجرم متحرك در سرعت ايباشد و  يقابل چشم پوش
حركت  ي بسترتشكيل موج در سازهنسبت به سرعت  يكم
 يرويرا به صورت ن طيشرا يقابل قبول بيبا تقر توان يم ،كند يم

ها براي  از نقطه نظر تاريخي اولين تلاش. متحرك در نظر گرفت
] و 1[ توان در مطالعات ويليس ميبار متحرك را  ي حل مسأله
در  جستجو كرد. آهن چستر ] در فرو ريختن پل راه2[ استوكس

اي از ميان انبوه مطالعات انجام شده در اين زمينه، دسته
ها تمركز مطالعات اساساً بر تحليل پايداري ديناميكي اين سيستم

يي از سيستم دارند. در اين مطالعات، به شناسايي پارامترها
ي ارتعاشات دامنه رويهبي شود كه باعث افزايشپرداخته مي
شوند يا به عبارت ديگر دليلي بر ايجاد ناپايداري در سيستم مي

در ادامه تعدادي از مقالات ارائه شده در اين زمينه 	شوند.آن مي
  گيرند.مورد بررسي قرار مي

	با	كه	1برنولي- راويل	تير	ديناميكي	پاسخ ]،3نلسون و كونوور [
	مساوي بارگذاري	فاصله	با	عبوري	هايجرم	از	پيوسته	سري	يك

-براي گسسته	گالركين	روش	از	هاآن .كردند	مطالعه	را	است	شده

	و	پايدار	و نواحي	حاكم بر سيستم استفاده كردند يسازي معادله
	فلاكه	تئوري	از	استفاده	با	را	ي پارامترهاي مسألهناپايدار صفحه

اي تير پله ]، پايداري ديناميكي4[آلدرايهم و باز كردند. 	مشخص
از  با استفادهها تحت عبور جرم متحرك را بررسي كردند. آن

تئوري تحريك پارامتريك تكانشي، پايداري تير را هنگامي كه 
                                                            
1.	Euler‐Bernoulli	beam	theory 

، بررسي كردند.  تحت تحريك پارامتريك متناوب قرار دارد
	واقع	ساده	هايگاهكيهت	با	يتير	ديناميكي	پايداري ]،5ماكرتيچ [

	با	متحرك	هايسري جرم	يك	عبور	تحت	كه	الاستيك	بستر	بر
	كرد.	بررسي	را	است	قرار گرفته	يكسان	فواصل	و	ثابت	هايسرعت

	نواحي پايدار و ناپايدار	ي پارامتريكمطالعه	براي	فلاكه	تئوري

	تئوري	دو	هر	شد.	استفاده	عبوري،	جرم	ي پارامترهايصفحه

	توجه	مورد	مقاله	اين	در	برنولي- تيراويلر	و	2تيموشنكوتير 	معروف

 پايدارنا	ناحيه	برنولي- اويلرتير 	تئوري	كه	شد	داده	نشان	و	واقع
. در دهدمي	اختصاص	خود	به	پارامترها يصفحه	در	را	تريوسيع

برنولي - تيرهاي اويلر	]6،7[مطالعات اخير، پيرمراديان و همكاران 
هاي متحرك يك سري جرمو تيموشنكوي تحريك شده با 

ها از روش هارمونيك يكسان را مورد مطالعه قرار دادند. آن
ي نواحي جدا كننده 	بالانس نموي براي تعيين منحني مرزي

ي پارامترهاي هاي تشديد در صفحهپايدار و ناپايداري و منحني
  جرم عبوري استفاده كردند.

ل پايداري ي تحليبا مروري بر مقالات ارائه شده در زمينه
هاي الاستيك تحت بارهاي متحرك، مشاهده ديناميكي سازه

ي تحت بارگذاري شود كه اين موضوع براي تير به عنوان سازهمي
جرم متحرك مورد مطالعه قرار گرفته است اما با توجه به بهترين 
دانش نويسندگان، تاكنون تحليل پايداري ديناميكي براي ورق به 

گذاري جرم متحرك انجام نشده است. در ي تحت بارعنوان سازه
جرم متحرك به - اين مقاله، پايداري ديناميكي سيستم ورق

گيرد. بر ي متغير با زمان مورد بررسي قرار ميعنوان يك مسأله
-كه داراي حل تحليلي ميهاي با ضرايب ثابت خلاف سيستم

داراي پاسخ  هاي با ضرايب متغير با زمان معمولاً، سيستمباشند
توان خصوصياتي را براي دسته با اين وجود ميتحليلي نيستند. 

هستند،  با زمان هاي با ضرايب متناوبها كه سيستمخاصي از آن
تواند با گذشت ها ميپاسخ ديناميكي اين سيستم آشكار ساخت.

زمان به طور مستمر افزايش يافته و منجر به ناپايداري پاسخ 
ها حائز ي پايداري اين نوع سيستمطالعهگردد. از اين رو م
هاي پريوديك دو هاي تحليل پايداري سيستماهميت است. روش

دسته هستند. دسته اول با استفاده از حل عددي به تحليل اين 
هايي مانند توان به روشپردازند كه از جمله ميها ميسيستم

ي تهاشاره كرد. دس ]8[و روش نرخ انرژي  ]3،5[تئوري فلاكه 
هاي گذار را تحليلي هستند كه منحنيهاي نيمهدوم شامل روش

مانند روش  ،كنندي پارامترهاي مسأله مشخص ميدر صفحه

                                                            
2.	Timoshenko	beam	theory	
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و روش  ]10[، روش پارامترهاي فشرده ]9[ 1هاتوازن هارمونيك
  . ]11[ 2اغتشاش هوموتوپي

ي حاكم بر ارتعاشات عرضي يك در اين تحقيق، ابتدا معادله
با شرايط  )]12[ 3مستطيلي شكل نازك (ورق كيرشهفورق 

متحرك  هايدر معرض عبور جرم	هاي ساده كهگاهمرزي تكيه
 4روش گالركينشود. در نظر گرفته مي ،يكسان واقع شده است

ي ديفرانسيل براي تبديل معادلهبه همراه توابع شكل مثلثاتي 
از  عرضي ورق به يك مجموعه حاكم بر ارتعاشاتاي پاره

- بوسيله ،شود. در ادامهاستفاده مي ،معادلات ديفرانسيل معمولي

 ي پارامترهاي جرمي تئوري فلاكه نواحي پايدار و ناپايدار صفحه
شود و همچنين با استفاده از روش عبوري مشخص مي

ي نواحي پايدار هاي مرزي جدا كنندهپارامترهاي فشرده منحني
شوند. براي بررسي صحت يين ميي پارامترها تعو ناپايدار صفحه

هاي عددي براي پارامترهاي سازيو دقت نواحي حاصل، از شبيه
- شود. مسألهانتخابي از نواحي پايدار و ناپايدار مسأله استفاده مي

-شود، وجود پديدهي ديگري كه در اين مقاله به آن پرداخته مي

جرم متحرك با استفاده از - زمان در سيستم ورقي پاسخ هم
دهد كه روش پارامترهاي فشرده است. اين پديده هنگامي رخ مي

-در صفحه ناپايدار ييك زبانه يدهنده تشكيلدو منحني مرزي 

بر روي هم منطبق شوند و باعث ايجاد يك  ي پارامترها كاملاً
شوند. در مطالعات اخير، مي ي،ي ناپايدار بسته و پنهانزبانه
 ها،هارمونيك توازن روش از فادهاست با ]9[پور و همكاران كريم

 ديناميكي پايداري يمطالعه در زمانهم پاسخ يپديده وجود به
 اشاره متحرك هايجرم متناوب عبور تحت برنولي- اويلر تير

	.شدند متذكر را آن از آگاهي اهميت و كردند

 سازي سيستممدل -2

شود كه جرمي روي مسيري دلخواه واقع بر يك ورق فرض مي
هاي گاهشكل نازك و يكنواخت با شرايط مرزي تكيه مستطيلي

 ߩجرم واحد حجم ورق  .كندحركت مي 1ساده، مطابق با شكل 
اي حاكم ي ديفرانسيل پارهاست. معادله ܦو سختي خمشي آن 

) بيان 1ي (توان به صورت رابطهبر ارتعاشات عرضي ورق را مي
	].13نمود [

ݓସ׏ܦ  )الف - 1( ൅ ݄ߩ
߲ଶݓ
ଶݐ߲

ൌ ,ݔሺ݌ ,ݕ  ሻݐ
ܦ  )ب - 1( ൌ

ଷ݄ܧ

12ሺ1 െ ଶሻߥ
 

                                                            
1.	Harmonic	balances	method 
2.	Homotopy	perturbation	method 
3.	Kirchhoff’s	plate	
4.	Galerkin	method 

  
 روي سطح ورق جرم متحرك در طول مسيري دلخواهحركت  1شكل 

,ݔሺݓالف)، - 1ي (در رابطه ,ݕ ,ݔሺ݌، ሻݖ ,ݕ به ترتيب  ݄و  ሻݐ
بيانگر جابجايي عرضي سطح مياني ورق، تحريك خارجي و 

مدول  ܧب)، - 1ي (ضخامت ورق هستند. همچنين در رابطه
ضريب پواسون است. عبارت تحريك خارجي براي  ߥيانگ و 

) در نظر 2ي (توان به صورت رابطهبارگذاري جرم متحرك را مي
	گرفت.

,ݔሺ݌ ,ݕ ሻݐ ൌ ቆ݃ܯ െ
݀ଶݓ଴
ଶݐ݀

ቇ ݔ൫ߜ െ ݕ൫ߜሻ൯ݐ଴ሺݔ െ 	ሻ൯ݐ଴ሺݕ

)2(		

گرانش و  شتاب عبوري، بارهاي جرم ترتيب به ଴ݓو ݃	، ܯكه 
 دلتاي تابع بيانگر ߜ .جابجايي عمودي جرم متحرك هستند

- مي ݐزمان  در ورق روي جرم موقعيت ሻݐ଴ሺݕو  ሻݐ଴ሺݔديراك، 

 تماس فرض و اينرسي هايترم يهمه گرفتن نظر در با	.باشند
  شود. ) حاصل مي3ي (با ورق، رابطه جرم كامل

݀ଶݓ଴
ଶݐ݀

ൌ ቈ
߲ଶݓ
ଶݐ߲

൅
߲ଶݓ
ଶݔ߲

൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅
߲ଶݓ
ଶݕ߲

൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

	

					൅2
߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲

൬
ݔ݀
ݐ݀
൰ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰ ൅ 2

߲ଶݓ
ݐ߲ݔ߲

൬
ݔ݀
ݐ݀
൰	൅ 2

߲ଶݓ
ݐ߲ݕ߲

൬
ݕ݀
ݐ݀
൰ 

)3(  					൅
ݓ߲
ݔ߲

ቆ
݀ଶݔ
ଶݐ݀

ቇ ൅
ݓ߲
ݕ߲

ቆ
݀ଶݕ
ଶݐ݀

ቇ቉
௫ୀ௫బሺ௧ሻ
௬ୀ௬బሺ௧ሻ

	

- ) در نظر گرفته مي4ي (صورت رابطه به ورق آزاد ارتعاش پاسخ

  شود.

,ݔሺݓ  )4( ,ݕ ሻݐ ൌ෍߶௜ሺݔ, ሻݕ
ஶ

௜ୀଵ

݁ఫ̅ఠ೔௧ 

ଔ̅كه  ൌ √െ1، ߶௜ሺݔ, امين تابع شكل ورق - ݅به ترتيب  ௜߱و  ሻݕ
امين فركانس طبيعي ورق مستطيلي شكل - ݅بدون حضور جرم و 

	شوند.) بيان مي6) و (5هستند كه با استفاده از روابط (
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)5(

߶௜ሺݔ, ሻݕ ൌ ߶௠௡ሺݔ, ሻݕ

ൌ
2

√ܾܽ
sin ቀ

ݔߨ݉
ܽ

ቁ sin ቀ
ݕߨ݊
ܾ
ቁ 

)6(߱௜ ൌ ߱௠௡ ൌ ඨ
ܦସߨ
݄ߩ

൬ቀ
݉
ܽ
ቁ
ଶ
൅ ቀ

݊
ܾ
ቁ
ଶ
൰ 

هاي ارتعاشي در راستاي طول و مود ݊و  ݉)، 6) و (5در روابط (
 - 1چپ ( سمت ) در4ي (رابطه	جايگذاري عرض ورق هستند. با

  .شودمي نتيجه )7ي (الف)، رابطه
,ݔସ߶௜ሺ׏ܦ )7( ሻݕ ൌ ௜݄߱ߩ

ଶ߶௜ሺݔ,  ሻݕ
سازي گسسته براي گالركين روش از استفاده منظور به
-رابطه از استفاده با را جابجايي عرضي ورق توانمي )،1ي (رابطه

  كرد. جداسازي مكان و زمان يدامنه به )8ي (

,ݔሺݓ  )8( ,ݕ ሻݐ ൌ෍߶௜ሺݔ, ሻݐ௜ሺݍሻݕ
ஶ

௜ୀଵ

 

- ݅براي  زمان به وابسته مودال يدامنه ሻݐ௜ሺݍ)، 8ي (در رابطه
,ݔ௜ሺ߶شكل  تابع امين ) 1) در (8ي (با جايگذاري رابطه. است ሻݕ

) حاصل 9ي ()، رابطه7ي (گرفتن رابطه نظر در با و همچنين
  شود.مي

෍ቊቆ߱௜
ଶݍ௜ሺݐሻ ൅

݀ଶݍ௜ሺݐሻ
ଶݐ݀

ቇ ,ݔ௜ሺ߶݄ߩ ሻቋݕ

ஶ

௜ୀଵ

	

								ൌ െܯ෍ሾെ݃ ൅ ଵ݂௜ሺݔ, ሻݐሷ௜ሺݍሻݕ ൅ ଶ݂௜ሺݔ, ,ݕ ሻݐሶ௜ሺݍሻݐ
ஶ

௜ୀଵ

	

൅ ଷ݂௜ሺݔ, ,ݕ ሻሿ௫ୀ௫బሺ௧ሻݐ௜ሺݍሻݐ
௬ୀ௬బሺ௧ሻ

ݔ൫ߜ െ ݕ൫ߜሻ൯ݐ଴ሺݔ െ  ሻ൯ݐ଴ሺݕ
)9( 

  ):9ي (كه در رابطه
ଵ݂௜ሺݔ, ሻݕ ൌ ߶௜ሺݔ, 	ሻݕ

ଶ݂௜ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ,ݔሻ߶௜,௫ሺݐሶ଴ሺݔ2 ሻݕ ൅ ,ݔሻ߶௜,௬ሺݐሶ଴ሺݕ2 	ሻݕ

ଷ݂௜ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ,ݔሻ߶௜,௫௫ሺݐሶ଴ଶሺݔ ሻݕ ൅ ,ݔሻ߶௜,௬௬ሺݐሶ଴ଶሺݕ 	ሻݕ
൅2ݔሶ଴ሺݐሻݕሶ଴ሺݐሻ߶௜,௫௬ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሻ߶௜,௫ሺݐሷ଴ሺݔ ሻݕ

)10( ൅ݕሷ଴ሺݐሻ߶௜,௬ሺݔ,  ሻݕ
ي توان رابطهدهاي ارتعاشي، ميوشرايط تعامد بين مبا توجه به 

  ) را در نظر گرفت.11(

)11( ඵ߶௜ሺݔ, ሻݕ
஺

߶௝ሺݔ, ሻݕ ݔ݀ ݕ݀ ൌ ௜௝ߜ ൌ ൜
1, ݅ ൌ ݆
0, ݅ ് ݆ 

,ݔ௝ሺ߶در  )9ي (رابطه	طرفين ضرب با  گيريو سپس انتگرال ሻݕ
معادلات  يمجموعه ورق، سطح روي بر ي حاصلاز رابطه

ماتريسي به صورت  فرم در بر مسأله حاكمديفرانسيل معمولي 
  شود.) حاصل مي12ي (رابطه

ሷܙሻݐሺۻ  )12( ሺݐሻ ൅ ۱ሺݐሻܙሶ ሺݐሻ ൅ ۹ሺݐሻܙሺݐሻ ൌ ۴ሺݐሻ 

،12ي (در رابطه ሻݐሺܙ) ൌ ሾݍଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݍ … , آرايه  ሻሿ்ݐ௡ሺݍ
	هاي ظاهر شده درهاي ماتريسمختصات مودال است. مولفه

  شوند.) تعريف مي13ي (به صورت رابطه 	)12(
௜௝ܯ ൌ ௜௝ߜ ൅

ܯ
݄ߩ

߶௜൫ݔ଴ሺݐሻ, ,ሻݐ଴ሺݔሻ൯߶௝൫ݐ଴ሺݕ 	ሻ൯ݐ଴ሺݕ

௜௝ܥ ൌ 2
ܯ
݄ߩ

,ሻݐ଴ሺݔሻ߶௜,௫൫ݐሶ଴ሺݔൣ 	ሻ൯ݐ଴ሺݕ

												൅ݕሶ଴ሺݐሻ߶௜,௬൫ݔ଴ሺݐሻ, ,ሻݐ଴ሺݔሻ൯൧߶௝൫ݐ଴ሺݕ 	ሻ൯ݐ଴ሺݕ

௜௝ܭ ൌ ߱௜௝
ଶ ௜௝ߜ ൅

ܯ
݄ߩ

,ሻݐ଴ሺݔሻ߶௜,௫௫൫ݐሶ଴ଶሺݔൣ 	ሻ൯ݐ଴ሺݕ

												൅ݕሶ଴ଶሺݐሻ߶௜,௬௬൫ݔ଴ሺݐሻ,  ሻ൯ݐ଴ሺݕ
												൅ݔሷ଴ሺݐሻ߶௜,௫൫ݔ଴ሺݐሻ, ,ሻݐ଴ሺݔሻ߶௜,௬൫ݐሷ଴ሺݕሻ൯൅ݐ଴ሺݕ ሻ൯ݐ଴ሺݕ
												൅2ݔሶ଴ሺݐሻݕሶ଴ሺݐሻ߶௜,௫௬൫ݔ଴ሺݐሻ, ,ሻݐ଴ሺݔሻ൯൧߶௝൫ݐ଴ሺݕ ሻ൯ݐ଴ሺݕ

௝ܨ)13( ൌ
݃ܯ
݄ߩ

߶௝൫ݔ଴ሺݐሻ,  ሻ൯ݐ଴ሺݕ
شود كه جرم عبوري بر روي يك مسير مستقيم و حال فرض مي

 2مطابق با شكل  ܸهاي طولي ورق با سرعت ثابت موازي لبه
م روي ورق با استفاده از كند. از اين رو مكان جرحركت مي

  شود.) توصيف مي15) و (14روابط (
ሻݐ଴ሺݔ )14( ൌ  ݐܸ
ሻݐ଴ሺݕ )15( ൌ

ܾ
2
 

 مود گرفتن نظر در و) 12(در  )15) و (14روابط ( جايگذاري با
 به مودال مختصات در حاكم بر سيستم ارتعاشي، معادله اول

  شود.) حاصل مي16ي (صورت رابطه
൬1 ൅ 4

ܯ
ܾ݄ܽߩ

sinଶ ൬
ݐܸߨ
ܽ
൰൰ ሷݍ ሺݐሻ	

					൅ ൬8
ߨܸܯ
ଶܾ݄ܽߩ

sin ൬
ݐܸߨ
ܽ
൰ cos ൬

ݐܸߨ
ܽ
൰൰ ሶݍ ሺݐሻ 

					൅ቆ߱ଵଶ െ 4
ଶߨଶܸܯ

ଷܾ݄ܽߩ
sinଶ ൬

ݐܸߨ
ܽ
൰ቇݍሺݐሻ 

)16(  					ൌ
ܯ2

ܾܽ√݄ߩ
݃ sin ൬

ݐܸߨ
ܽ
൰ 

بعد به بي پارامترهاي بعد،بي فرم به حاكم يمعادله تبديل براي
  شوند.) تعريف مي17ي (صورت رابطه

  
حركت جرم متحرك در طول مسيري مستقيم روي سطح  2شكل 

  ورق
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ߙ ≜
ܯ

ܾ݄ܽߩ
, ߚ ≜

ܸߨ
ܽ߱ଵ

, ߬ ≜ ܳ								,ݐଵ߱ߚ ≜
ݍ
ܾܽ
, 	

)17( ݃̅ ≜
݃

ଵ߱
ଶ√ܾܽ

,  
بعد بي اي و پارامترهايي مشتق زنجيرهاستفاده از قاعده با

حاصل ) 18ي (صورت رابطه به بعدبي يشده، معادله تعريف
  شود.مي

ሺ1 ൅ ߙ4 sinଶሺ߬ሻሻܳᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ߙ8 sinሺ߬ሻ cosሺ߬ሻܳᇱሺ߬ሻ

)18(  ൅൬
1
ଶߚ

െ ߙ4 sinଶሺ߬ሻ൰ܳሺ߬ሻ ൌ 2
ߙ
ଶߚ

݃̅ sinሺ߬ሻ 
 τكه بالانويس پرايم به معناي مشتق نسبت به زمان بي بعد 

  است.
. است زمان با متغير ضرايب با خطي ايرابطه) 18( يرابطه

 زمان با ضرايب آن كندمي حركت ورق روي جرم كه زماني تا
 ضرايب كند ترك را صفحه جرمه اينك محض به. كنندمي تغيير
 نتيجه در و رفت خواهند بين از) 18( يزمان رابطه با متغير
 بنابراين	.شوندمي حذف سيستم در ارتعاش تقويت عوامل يهمه

 ترك را صفحه جرم يك وقتي كه فرض اين گرفتن نظر در با
 تحريك يك شود، صفحه وارد بعدي جرم بلافاصله كندمي

 دوره با متناوب) 18( يضرايب رابطه و افتدمي اتفاق تكراري
ܶتناوب  ൌ  يرابطه ضرايب يفوريه بسط انجام با. شوندمي ܸ/ܽ

  شود.مي نتيجه ) 19ي (، رابطه)18(
൫1 ൅ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ൯ܳᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ߙ4 sinሺ2߬ሻܳᇱሺ߬ሻ

൅൭
1
ଶߚ

െ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ൱ܳሺ߬ሻ 

)19( ൌ
ߙ2
ଶߚ

݃̅ ൭
2
ߨ
൅෍

4
ሺ1ߨ െ 4݇ଶሻ

cosሺ2݇߬ሻ
ஶ

௞ୀଵ

൱ 

نظر از پايداري ديناميكي سيستم، با صرف يبه منظور مطالعه
  شود.) حاصل مي20ي ()، رابطه19ي (سمت راست رابطه

൫1 ൅ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ൯ܳᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ߙ4 sinሺ2߬ሻܳᇱሺ߬ሻ

)20( ൅൭
1
ଶߚ

െ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ൱ܳሺ߬ሻ ൌ 0	

  تئوري فلاكه -3
 هايسيستم پايداري تحليل براي كلي تئوري يك فلاكه تئوري
توان براي باشد. اين تئوري را ميمي پريوديك ضرايب با خطي

  برد. به كار 	)21ي (فرم رابطه به معادله هر
ሶݔ )21( ൌ Aሺݐሻݔ

 .است ܶماتريس متناوب با دوره تناوب  ሻݐAሺ)، 21ي (در رابطه
 پاسخ ماتريس يك ሻݐXሺاگر  است، متناوب ሻݐAሺكه  آنجايي از

ݐXሺآنگاه  باشد، )21ي (رابطه	براي پايه ൅ ܶሻ پاسخ  يك نيز

 Bبا استفاده از ماتريس ثابت  ሻݐXሺبا  آن يرابطه و است	براي آن
  شود.) بيان مي22ي (به صورت رابطه

)22( Xሺݐ ൅ ܶሻ ൌ XሺݐሻB 
Xሺ0ሻبا انتخاب  ൌ I ݐي ، در لحظه ൌ ماتريس پاسخ پايه به  0

  شود.) حاصل مي23ي (صورت رابطه
)23( Xሺ0 ൅ ܶሻ ൌ Xሺ0ሻB			 ⇒ 			XሺTሻ ൌ B	

را با  B توان ماتريس) واضح است كه مي23ي (بر اساس رابطه
) در بازه زماني يك دوره تناوب 21ي (گيري عددي رابطهانتگرال

 مقادير تمامي اگر كه كندمي بيان فلاكه بدست آورد. تئوري
 ሺ0,0ሻ مركز به واحد يدايره يك داخل B يپايه ماتريس يويژه
 پايداري مجانبي است سيستم داراي باشند، مختلط يصفحه در
 ناپايدار سيستم باشند واحد يدايره خارج اگر اينصورت غير در و

	. است
 Aሺ߬ሻ ماتريس ،)21( يرابطه فرم به) 20( يرابطه تبديل با

  شوند.) تعريف مي24ي (به صورت رابطه ሺ߬ሻݔو بردار 
Aሺ߬ሻ ൌ 

		ቌ

0 1

െ

ଵ

ఉమ
െ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ

1 ൅ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ
െ

ߙ4 sinሺ2߬ሻ

1 ൅ ሺ1ߙ2 െ cosሺ2߬ሻሻ

ቍ 

ሺ߬ሻݔ)24( ൌ ൬
ܳሺ߬ሻ
ܳᇱሺ߬ሻ

൰	

ܶمتناوب با دوره تناوب  Aሺ߬ሻكه  ൌ - در نرم اياست. برنامه ߨ

 B ييهپا يسماتر تشكيل از بعد كه است شده نوشته  متلب افزار
آن را محاسبه  ييژهو يرمسأله، مقاد يانتخاب يپارامترها يبه ازا

 ين. اكنديم يرا بررس يستمس يداريپا يطو سپس شرا كنديم
 بعديب يپارامترها يصفحه زنقطه ا 1000×2000 يبرنامه برا

,ߙሺ يعنيمسأله  و  يدارپا يفلاكه نواح ياجرا شد و تئور ሻߚ
 مايشن 3در شكل  ينواح ينصفحه را مشخص كرد. ا ينا يدارناپا

  ينو همچن يدارهاشور خورده رفتار ناپا يداده شده است. نواح
  

	
  نواحي پايدار و ناپايدار حاصل از تئوري فلاكه. 3شكل 
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 3در شكل  .دهنديرا نشان م يداررنگ، رفتار پا يدسف ينواح
ي پارامترها، ي پايدار صفحهتوان مشاهده كرد كه در ناحيهمي
ي ناپايدار بسيار باريكي ظاهر شده است كه وجود اين زبانه زبانه

  واهد شد.تحليلي بررسي خدر ادامه توسط روش نيمه

  روش پارامترهاي فشرده -4
 روي پريوديك، ضرايب با معادلات براي فلاكه تئوري با مطابق
 ناپايدار، و پايدار نواحي بين پارامترها يصفحه در گذار منحني
اين  دارد. در وجود 2ܶ و ܶتناوب  دوره با متناوبي هايپاسخ
- پاسخ فشرده، پارامترهاي روش اغتشاشي از استفاده با بخش،

ي صفحه در هاپاسخ اين در امتداد گذار منحني و پريوديك هاي
ߙ െ 	.آيندمي بدست ߚ

توان بر اساس روش پارامترهاي فشرده، پاسخ سيستم را مي
  ].10) بيان كرد [25ي (با استفاده از رابطه

)25( ܳሺ߬ሻ ൌ ܳ଴ሺ߬ሻ ൅ ߳ܳଵሺ߬ሻ ൅ ϵଶܳଶሺ߬ሻ ൅⋯ 
پارامتر اغتشاش كوچك است. به طور مشابه  ߳)، 25ي (در رابطه
	شود.) تعريف مي26ي (به صورت رابطه ߜشود كه فرض مي

ߜ )26( ൌ ݇ଶ ൅ ଵߜ߳ ൅ ߳ଶߜଶ ൅ ⋯ 
݇)، 26ي (در رابطه ൒ ها پارامترهايي هستند كه براي ௜ߜ و 0

شوند. با هاي سكولار انتخاب ميجلوگيري از ظاهر شدن ترم
  ) را تعريف كرد.27ي (توان رابطه)، مي20ي (بازگشت به رابطه

ߜ )27( ≜
1
ଶߚ

, ߳ ≜ 	ߙ

) 28ي () به صورت رابطه20ي ()، رابطه27ي (بر اساس رابطه
  شود.بازنويسي مي

൫1 ൅ 2߳ሺ1 െ cosሺ2߬ሻሻ൯ܳᇱᇱሺ߬ሻ ൅ 4߳ sinሺ2߬ሻܳᇱሺ߬ሻ

)28( ൅൫ߜ െ 2߳ሺ1 െ cosሺ2߬ሻሻ൯ܳሺ߬ሻ ൌ 0	

  شود:)، نتيجه مي28) در (26) و (25از جايگذاري روابط (
൫1 ൅ 2߳ሺ1 െ cosሺ2߬ሻሻ൯ሺܳ଴

ᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ߳ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ⋯ሻ	
൅4߳ sinሺ2߬ሻ ሺܳ଴ᇱ ሺ߬ሻ ൅ ߳ܳଵᇱ ሺ߬ሻ ൅ ߳ଶܳଶᇱ ሺ߬ሻ ൅ ⋯ሻ	
൅൫ሺ݇ଶ ൅ ଵߜ߳ ൅ ߳ଶߜଶ ൅ ⋯ሻ െ 2߳ሺ1 െ cosሺ2߬ሻሻ൯

)29( ሺܳ଴ሺ߬ሻ ൅ ߳ܳଵሺ߬ሻ ൅ ߳ଶܳଶሺ߬ሻ ൅ ⋯ሻ ൌ 0	

، ߳با مساوي صفر قرار دادن مجموع ضرايب عبارات هم توان 
  آيند.)  بدست مي32) تا (30روابط (

)30( ߳
଴
: ܳ଴ᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ݊ଶܳ଴ሺ߬ሻ ൌ 0

  
)31(  

߳
ଵ
: ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ݊ଶܳଵሺ߬ሻ ൌ 2ሺcosሺ2߬ሻ െ 1ሻܳ଴ᇱᇱሺ߬ሻ	
െ4 sinሺ2߬ሻܳ଴

ᇱ ሺ߬ሻ 
െሺߜଵ െ 2 ൅ 2 cosሺ2߬ሻሻܳ଴ሺ߬ሻ 

)32(  
߳
ଶ
: ܳଶᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ݊ଶܳଶሺ߬ሻ ൌ 2ሺcosሺ2߬ሻ െ 1ሻܳଵᇱᇱሺ߬ሻ	
െ4 sinሺ2߬ሻܳଵᇱ ሺ߬ሻ 
െሺߜଵ െ 2 ൅ 2 cosሺ2߬ሻሻܳଵሺ߬ሻ െ  ଶܳ଴ሺ߬ሻߜ

- ) تعريف مي33ي (به صورت رابطه )30ي (رابطه عمومي جواب

  شود. 
)33(  ܳ଴ሺ߬ሻ ൌ ܿ cosሺ݇߬ሻ ൅ ݀ sinሺ݇߬ሻ	

 باشد فرد اگر و	ߨ	تناوب دوره با متناوب ଴ܳ باشد زوج	݇	اگر كه
هاي پريوديك در ادامه پاسخ .است	ߨ2	تناوب دوره با متناوب
  آيند.بدست مي ݇) براي مقادير مختلف 32) تا (30روابط (

࢑ ازايها به پاسخ 1- 4 ൌ ૙  
݇با جايگذاري   ൌ ) برابر 30ي (، پاسخ رابطه)33(ي در رابطه 0

  است با:
)34(  ܳ଴ሺ߬ሻ ൌ ܿ 

-) نتيجه مي35ي ()، رابطه31) در (34ي (از جايگذاري رابطه

  شود:
)35(  ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൌ ሺ2 െ ଵሻܿߜ െ 2ܿ cosሺ2߬ሻ	

انتخاب شود، عبارتي كه  2برابر  ଵߜ ) اگر مقدار35ي (در رابطه
رود. شود، از بين ميمي ଵሺ߬ሻܳمنجر به ايجاد ترم سكولار در 
) 36ي () به صورت رابطه35ي (بنابراين جواب خصوصي رابطه

  شود.حاصل مي
)36(  ܳଵሺ߬ሻ ൌ

1
2
ܿ cosሺ2߬ሻ	

-)، نتيجه مي32ي () در رابطه36) و (34با جايگذاري روابط (

  شود: 
ܳଶᇱᇱሺ߬ሻ ൌ െܿ ൬

1
2
൅ ଶ൰ߜ ൅ 4ܿ cosሺ2߬ሻ െ

9
2
ܿ cosሺ4߬ሻ	

)37(	
) بايد 37ي (هاي سكولار، در رابطهبراي از بين بردن ترم

ଶߜ ൌ െ1/2 ي انتخاب شود. در نتيجه جواب خصوصي رابطه
  شود.) حاصل مي38ي () به صورت رابطه37(
)38(  ܳଶሺ߬ሻ ൌ െܿ cosሺ2߬ሻ ൅

9
32

ܿ cosሺ4߬ሻ	

) حاصل 39ي ()، رابطه26ي (در رابطه ଶߜو  ଵߜبا جايگذاري 
  شود.مي

ߜ )39( ൌ 2߳ െ
1
2
߳ଶ ൅ ܱሺ߳ଷሻ	

 اولين منحني )39(در ) 27(ي رابطه جايگذاري توان باحال مي
) 40ي (هاي پريوديك را به صورت رابطهگذار در امتداد پاسخ

  بيان كرد.

ߚ )40( ൌ ඨ
1

ߙ2 െ
ଵ

ଶ
ଶߙ
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࢑ها به ازاي پاسخ 2- 4 ൌ ૚  

݇با جايگذاري  ൌ ) به 30ي ()، پاسخ رابطه33ي (در رابطه 1
  شود.) حاصل مي41ي (صورت رابطه

)41( ܳ଴ሺ߬ሻ ൌ ܿ cosሺ߬ሻ ൅ ݀ sinሺ߬ሻ

- ) نتيجه مي42ي ()، رابطه31در ( )41ي (از جايگذاري رابطه

  .شود
)42( ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ܳଵሺ߬ሻ ൌ ሺ4ܿ െ ଵሻߜܿ cosሺ߬ሻ	

൅ሺ4݀ െ ଵሻsinሺ߬ሻߜ݀ െ 4ܿ cosሺ3߬ሻ െ 4݀ sinሺ3߬ሻ
) واضح است كه پاسخ سيستم شامل 42ي (با بررسي رابطه

-توان پاسخسيسنوسي و كسينوسي است. بنابراين مي جملاتي

هاي سينوسي و كسينوسي را به طور مجزا تحليل كرد و 
  ها را بدست آورد.هاي گذار از اين پاسخمنحني

) به صورت 42ي (با در نظر گرفتن جملات كسينوسي، رابطه
	شود.) بازنويسي مي43ي (رابطه

ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ܳଵሺ߬ሻ ൌ ሺ4ܿ െ ଵሻߜܿ cosሺ߬ሻ െ 4ܿ cosሺ3߬ሻ
)43( 	

ଵߜهاي سكولار، به منظور حذف ترم ൌ شود. انتخاب مي 4
  شود با:) برابر مي43ي (بنابراين جواب خصوصي رابطه

)44( ܳଵሺ߬ሻ ൌ
1
2
ܿ cosሺ3߬ሻ 

଴ሺ߬ሻܳ) و 44ي (با جايگذاري رابطه ൌ ܿ cosሺ߬ሻ ي در رابطه
  شود:)، نتيجه مي32(

ܳଶ
ᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ܳଶሺ߬ሻ ൌ െሺ2ܿ ൅ ଶሻߜܿ cosሺ߬ሻ ൅ 8ܿ cosሺ3߬ሻ

)45(	െ8ܿ cosሺ5߬ሻ	

ଶߜبا انتخاب  ൌ െ2شوند و پاسخ هاي سكولار حذف مي، ترم
  شود.) حاصل مي46ي () بصورت رابطه45ي (رابطه

)46( ܳଶሺ߬ሻ ൌ െܿ cosሺ3߬ሻ ൅
1
3
ܿ cosሺ5߬ሻ 

) بدست 47ي ()، رابطه26ي (در رابطه ଶߜو  ଵߜبا جايگذاري 
  آيد.مي

ߜ )47( ൌ 1 ൅ 4߳ െ 2߳ଶ ൅ ܱሺ߳ଷሻ 
گذار در امتداد  ، منحني)47(در ) 27( يرابطه جايگذاري حال با
-) بيان مي48ي (هاي پريوديك كسينوسي به صورت رابطهپاسخ

  شود .
  
ߚ )48( ൌ ඨ

1
1 ൅ ߙ4 െ ଶߙ2

 

توان ) را با در نظر گرفتن جملات سينوسي مي42ي (رابطه
  ) بازنويسي كرد.49ي (به صورت رابطه

)49( ܳଵᇱᇱሺ߬ሻ ൅ ܳଵሺ߬ሻ ൌ ሺ4݀ െ ଵሻߜ݀ sinሺ߬ሻ 
െ4݀ sinሺ3߬ሻ

 ଵߜ)، مقدار 49ي (هاي سكولار در پاسخ رابطهبراي حذف ترم
هاي شود و به دنبال آن منحني گذار از پاسخانتخاب مي 4برابر 

  شود.) حاصل مي51) و (50پريوديك به صورت روابط (
ߜ )50( ൌ 1 ൅ 4߳ െ 2߳ଶ ൅ ܱሺ߳ଷሻ 

ߚ )51( ൌ ඨ
1

1 ൅ ߙ4 െ ଶߙ2
 

هاي كسينوسي و است كه منحني گذار از پاسخواضح 
ي گر وجود پديدهسينوسي با هم برابر هستند. اين تساوي بيان

ي آن منطبق شدن دو منحني زمان است كه نتيجهپاسخ هم
ߙي ي ناپايدار و بسته در صفحهگذار و تشكيل يك زبانه െ  ߚ

-يباشد. لازم به ذكر است كه ايجاد تغييراتي در سيستم ممي
ي به ظاهر پايدار و به دنبال آن تواند منجر به باز شدن اين ناحيه

ي ي ناپايدار گردد ازين رو اين پديده در زمينهايجاد يك ناحيه
طراحي مهندسي حائز اهميت است. لازم به ذكر است كه تئوري 

ي پاسخ فلاكه بدليل استفاده از روش عددي قادر به بيان پديده
  باشد.زمان نميهم

ها به براي پاسخ	2- 4	با تكرار مراحل انجام شده در قسمت
݇ازاي  ൌ ) و 53) و (52هاي گذار به صورت روابط (منحني 2

݇همچنين براي  ൌ - ) بدست مي55) و (54به صورت روابط ( 3

  آيند.

ߚ  )52( ൌ ඨ
1

4 ൅ ߙ10 െ
ଶହ

ସ
ଶߙ

 

ߚ  )53( ൌ ඨ
1

4 ൅ ߙ10 െ
ଶ଻

ସ
ଶߙ

 

ߚ  )54( ൌ ඨ
1

9 ൅ ߙ20 െ ଶߙ14
 

ߚ  )55( ൌ ඨ
1

9 ൅ ߙ20 െ ଶߙ14
 

هاي هاي گذار بدست آمده با روش پارامترمنحني 4شكل 
هايي كه با خط چين نمايش دهد. منحنيفشرده را نشان مي

زمان هستند. با ي پاسخ هماند بيانگر وجود پديدهداده شده
واضح است كه اين دو ) 53) و (52(هاي ي منحنيمقايسه

حالت  منحني داراي تفاوتي جزئي هستند. بنابراين در اين
افتد زيرا در اين پديده دو زمان اتفاق نميي پاسخ همپديده

 ي ناپايدار بايد دقيقاً با يكديگري يك زبانهمنحني تشكيل دهنده

ߙሺي برابر باشـند. ايـن دو منحني كـه از نقطه ൌ 0, ߚ ൌ 0.5ሻ 
   يدار بسيار باريكي را در صفحهـي ناپايشوند، يك زبانهشروع مي
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  نواحي پايدار و ناپايدار حاصل از روش پارامترهاي فشرده.  4شكل 

 نيز توسط تئوري فلاكه 3دهند كه در شكل پارامترها تشكيل مي
  وجود آن گزارش شده است.

  صحت سنجي - 5
)) به ازاي 16ي (ي حاكم بر مسأله (معادلهبا حل عددي معادله

اين پارامترهاي متعلق به نواحي پايدار و ناپايدار، دقت و صحت 
ها يك ورق سازينواحي بررسي شده است. در اين شبيه

10ሺmሻمستطيلي شكل فولادي با ابعاد  ൈ 5ሺmሻ ൈ 20ሺcmሻ ،
ߩجرم واحد حجم  ൌ 7850	kgmିଷ߭پواسون  ، ضريب ൌ و  0.3

ܧمدول يانگ  ൌ 200 ൈ 10ଽ	Pa  .در نظر گرفته شده است
ߙ൫اولين نقطه  ൌ 0.3, ߚ ൌ 1.3൯ ي پايدار در مجاورت از ناحيه

ߙ൫ پايدار و ناپايدار، دومين نقطهمرز بين نواحي  ൌ 0.3, ߚ ൌ

0.692൯ زمان، سومين پارامترهاي متعلق به منحني پاسخ هم از
ߙ൫نقطه  ൌ 0.3, ߚ ൌ 1.4൯ ي ناپايدار و مجاورت مرز از ناحيه در

ߙ൫ همچنين چهارمين نقطه ൌ 0.7, ߚ ൌ 0.324൯ ي از زبانه
 5 ها در شكلسازينتايج شبيه 	باريك ناپايدار انتخاب شده است.

ي ارتعاش سيستم الف دامنه- 5نمايش داده شده است. در شكل 
باشد اين بدين معناست كه ورق به با گذشت زمان محدود مي

دهد. در ازاي پارامترهاي انتخابي رفتاري پايدار از خود نشان مي
ب رفتار سيستم براي پارامترهاي انتخابي از منحني - 5شكل 

وديك است. همچنين در زمان به صورت محدود و پريپاسخ هم
ي ارتعاش سيستم با گذشت زمان د، دامنه- 5ج و - 5هاي شكل

گر وقوع يابد و اين پاسخ نامحدود بيانبه طور مستمر افزايش مي
ناپايداري در ارتعاشات ورق به ازاي پارامترهاي انتخابي از نواحي 

  باشد.ي ناپايداري ميناپايدار و زبانه

  بنديگيري و جمعنتيجه -6
شكل ر اين پژوهش، پايداري ارتعاشات عرضي ورق مستطيلي د

  هاي ساده كه تحت عبور متناوبگاهنازك با شرايـط مرزي تكيه

 
  (الف)

 
 (ب)

 

 (ج)

 
 (د)
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αسازي عددي براي پارامترهاي الف) شبيه 5شكل  ൌ 0.3, ߚ ൌ

αب)  1.3 ൌ 0.3, ߚ ൌ αج)  0.692 ൌ 0.3, ߚ ൌ د)  1.4
α ൌ 0.7, ߚ ൌ 0.324  

ي يكسان قرار دارد، تحليل شد. ابتدا معادلههاي متحرك جرم
و  اكم بر ارتعاشات عرضي ورق بيان گرديداي حديفرانسيل پاره

هاي ي ترمسپس بارگذاري جرم متحرك با در نظر گرفتن همه
به عنوان ترم تحريك خارجي، در معادله جايگذاري شد.  اينرسي
ه توابع شكل حاصل با بكارگيري روش گالركين به همرا يمعادله

عادلات ديفرانسيل معمولي تبديل مثلثاتي به يك مجموعه م
هاي عبوري روي يك مسير مستقيم موازي با . حركت جرمگرديد

هاي طولي ورق در نظر گرفته شد و سپس پايداري سيستم لبه
با استفاده از تئوري فلاكه تحليل شد. روش پارامترهاي فشرده 

ي نواحي پايدار ي جداكنندههاي مرزبراي مشخص كردن منحني
ي پارامترها  بكار گرفته شد كه اين نواحي به و ناپايدار صفحه

خواني داشت. نتايج بدست آمده با خوبي با نتايج تئوري فلاكه هم
زمان در ي پاسخ همروش پارامترهاي فشرده بيانگر وجود پديده

جرم متحرك بود. صحت نواحي پايدار و ناپايدار - سيستم ورق
دست آمده با دو روش تحليلي به كار گرفته شده، با استفاده از ب

هاي عددي سازيهاي عددي تاييد شد. نتايج شبيهسازيشبيه
	حاكي از دقت بالاي دو روش در تحليل پايداري سيستم بود.

  فهرست علايم -7
  )mطول ورق (ܽ
 )mعرض ورق (ܾ
  )N.m( سختي خمشي ورقܦ
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  )m.s‐2شتاب گرانش (	݃
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 مود ارتعاشي سيستم݊
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