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  دهچكي
با استفاده از روش منظم سازي كم كردن جعبه ها محاسبه شده و  با توپولوژي  كروي روي يك سطحو بدون جرم سكالر جرم دار مربوط به ميدان اانرژي كازمير در اين مقاله 

له انرژي دو ساختار شده است اما در اين مقابه فضاي مورد نظر محاس فضاي مينكوفسكي از انرژي نقطه صفر نقطه صفرِبا كم كردن انرژي  ديگر مقالات گذشتهاين انرژي در است. 
مقاله بر آن تاكيد گرديده است استفاده از روش منظم سازي جعبه ها در انجام محاسبات كازمير  مشابه با يكديگر مقايسه و در نهايت از هم كم خواهند شد. در واقع آنچه در اين

واهد شد. مقايسه پاسخهاي بدست آمده در اين مقاله با آنچه در گذشته بدست آمده اين روش بصورت خودبخودي منجر به حذف واگرايي هاي موجود در فرايند محاسبات خ است.
  سب و منطقي بين جوابها وجود دارد.سازگاري منااست نشان مي دهد كه 

  انواژگ دكلي
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Abstract:	
In	 this	 article	we	 investigate	 the	Casimir	 energy	 for	massive	 and	massless	 scalar	 field	 on	3‐	 sphere	with	 		 topology	by	Box	 Subtraction	
Scheme	(BSS).	This	method	spontaneously	eliminate	divergences	that	is	appeared	in	the	Casimir	energy	calculation	process.	Usually,	in	the	
BSS	 to	 remove	 divergences	 from	 zero	 point	 energy	 expressions,	 two	 comparable	 configurations	 are	 designed	 and	 then	 the	 zero	 point	
energies	of	these	two	configurations	are	subtracted	from	each	other.	This	setup	for	configurations	made	us	an	ability	to	divide	divergences	
clearly	 and	 it	 would	 be	 to	 show	 all	 divergences	 are	 removed	 without	 resorting	 to	 any	 other	 techniques	 such	 as	 analytic	 continuation	
techniques.	In	final	we	compare	our	results	with	those	reported	in	the	literature,	which	are	obtained	from	other	regularization	techniques.	
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  مقدمه -1
در صورت حضور شرط مرزي  1انرژي كازمير از اختلاف بين دو انرژي خلأ

اين سال پيش  60بيش از  شود.و عدم حضور شرط مرزي حاصل مي 2غير بديهي
در  براي اولين بار پيش بيني و محاسبه گرديد. او 3اثر توسط هندريك كازمير

ميزان جاذبه بين دو صفحه رسانا بدون بار موازي را كه در خلأ معروف خود  مقاله
با محاسبه ]. 2-1[ دادهستند براي قطبش هاي ميدان الكترومغناطيس توضيح 

نسبت به ابعاد شرايط مرزي و يا ساختار موجود مي توان كازمير  گراديانِ انرژي
 اندازه گيريلين تلاش براي اونيروي كازمير وارد بر آن ساختار را بدست آورد. 

تقريباً ده سال  نيزو يافتن يك شاهد معتبر در آزمايشگاه براي اين اثر  اين پديده
اندازه گيري ] و بعدها نيز 3[رفتپذيانجام  1958در سال  4توسط اسپارنايبعد 

  هاي دقيقتري بر درستي پيش بيني كازمير صحه گذاشتند.
ا به عنوان اثر منحصر به فرد و بسيار جالب با توجه به اينكه اثر كازمير بعده

از قطبش (ارتعاشات) خلاء شناخته شد لذا جوانب و كاربرد هاي فراواني براي آن 

                                                            
1	Zero	point	energy	
2.	Non‐trivial	boundary	condition	
3	H.B.G.	Casimir 
4.	M.	J.	Sparnaay	

 QFTهاي متعدد فيزيك، نظير اين اثر، نقش مهمي در حوزهپديدار گشته است. 
-ملكولي، گرانش، كيهان-يزيك اتمي، ف]9-6[فيزيك ماده چگال ]4-5[5

بررسي اثرات كوانتومي روي كند. ايفا مي] 12[و رياضي فيزيك  ]11- 10[شناسي
يكي از موارد جالب اثرات پديده شناختي اثر كازمير به شمار مي  6جهان شامه ها

  رود. 
محاسبه انرژي كازمير هميشه مستلزم كم كردن دو عبارت بينهايت از 

وت منظم سازي روشهاي متفانياز به استفاده از يكديگر است كه اين امر هميشه 
براي محاسبه انرژي كه ]. روشهاي متفاوتي 13مي باشد[ 7و يا  بازبهنجارش

بسته به نوع مساله و سازي و بازبهنجارش طراحي شده است، كازمير اعم از منظم 
چگونگي واگرايي هاي موجود در مساله هريك از اين بازبهنجارش ها و يا منظم 

خود بهانه اي براي  اين امرواهد كرد. سازي ها اهميت فوق العاده اي پيدا خ
در جهت حذف واگرايي ها  8تدوين روشها و تكنيكهاي متفاوت منظم سازي

گرديد و به سرعت تكنيك هاي بسيار زيادي در اين راستا معرفي شده است كه 

                                                            
5. Quantum	Field	Theory	
6.	Braneworld	
7.	Renormalization 
8.	Regularization	techniques	



	ولوئيان ددعليم   S^3                                                                                                               كروي سطح يك روي اسكالر ميدان براي كازمير انرژي محاسبه

 1393، پاييز 3، شماره 5دوره ، مجله مهندسي مكانيك و ارتعاشات   27

]، منظم سازي تابع 15،14[1توان به تكنيك منظم سازي تابع زتااز آن جمله مي
]، منظم سازي كم 17اي پراكندگي[ زي بسط چند جمله]، منظم سا16[2گرين

سازي ها و ] و.... اشاره نمود. در خصوص هريك از اين منظم 18[3كردن جعبه ها
مزيت ها و يا معايب احتمالي آنها در كتب و مقالات گذشته مطالب فراواني يافت 

خصوص به تفصيل در اين ] 22ه به اينكه در مقاله [] كه با توج21- 19مي شود[
در  ذكر گرديده است از تكرار اين توضيحات در اين مقاله خودداري خواهيم كرد.

در اختيار داريم كه ميدان  فرض مي كنيم كره اي به شعاع بخش بعد 
با استفاده از حل معادله حركت روي اين كره تعريف شده است.  اسكالر با جرم 

 - لاگرانژ  روشگردد و با توجه به استخراج مي ميدان اسكالر مورد نظر مساله 
در نهايت و  ه شدهنوشتنيز مربوط به اين ميدان  4تكانه- تانسور انرژيهميلتوني 

انرژي نقطه صفر مي توان با ساندويچ كردن تانسور مذكور بين حالتهاي خلا 
. در ادامه نيز با استفاده از روش كم كردن جعبه ها و با در نمودمحاسبه ميدان را 
فتن ساختارهاي مشابه سعي در حذف واگرايي ها و استخراج مقدار انرژي نظر گر

پس از بدست آوردن انرژي كازمير براي در بخش بعد كازمير خواهيم داشت. 
ميدان جرم دار مساله را براي حالتهاي خاصي چون ميدان بدون جرم و يا ميداني 

ج حاصله را با نتايج با جرم سنگين نيز محاسبه خواهيم كرد و در نهايت نيز نتاي
  خواهد شد.انرژي كازمير كه در گذشته بدست آمده است مقايسه 

  

 انرژي نقطه صفر محاسبه - 2

در ابتدا لازم است رويه اي كه ميدان اسكالر بر روي آن تعريف شده است را 
زير را مي نويسيم. اين  6خود ژئودزي(متريك) 5اي منيفلدمشخص كنيم. لذا بر

  را توصيف مي كند: به شعاع  متريك رويه ي يك كره
sin sin 	

	
)1(  
كره مي باشد. همانطور كه مي دانيم معادله  7ضريب اندازه  كه در آن  
3روي يك فضاي خميده  براي ميدان اسكالر با جرم  موج دي را مي بع 1

  ]24،23[صورت زير نوشت:ه توان ب
φ 2 ′ Δ 1

′′
0 

)3(  
لاپلاسين كروي براي يك سطح سه بعدي است.  اي قسمت زاويه Δكه در آن 

مي توان به عنوان حل معادله را  هاي متعامد و يكه زير مجموعه جواب
  بدست آورد:ديفرانسيل فوق 

ℓ , , ,

1

2 sin

1 !
ℓ 1 !

ℓ
cos ℓ , 	

)4(  
ℓكه در آن  خ براي پاس همچنين مي باشد. 8تابع هماهنگ هاي كروي ,

  داريم: 9الحاقي مختلط
		 ℓ , , , ℓ , , ,

∗
 

 )5(  

                                                            
1.	Zeta	function	regularization	
2.	Green's	function	regularization 
3.	Box	subtraction	scheme	
4.	Energy‐Momentum	Tensor 
5.	Manifold	
6.	Metric	
7.	Scale	factor	
8.	Spherical	harmonics	Function 
9.	Complex	Conjugate	solution	

  پاسخ معادله زير است: كه در آن 
0	

)6(  
  صورت زير خواهد بود:نيز به  فركانسهاي مجاز كه 

,				

														 1,2,3, … 			ℓ 0,1,2, … , 1		,				 0, 1, 2, … , ℓ 
)7 (  

و به دست  10كوانتش دومپس از طي شدن مراحل محاسباتي مربوط به 
آوردن ميدان اسكالر روي كره برحسب بسطي از توابع متعامد بدست آمده در 

در خلا، انرژي نقطه صفر تكانه -اري تانسور انرژيمقدار انتظ) و محاسبه 4(رابطه 
  مي آيد:بدست به صورت زير خلا 

0| |0
4

λ 2 1  

)8(  
  بدست مي آيد: به صورت زير و بر حسب تابع  كه در آن 

1
4

| ′| | | 2 	

)9(  
نكته اي كه اشاره به ) مي باشد. 7كليه فركانسهاي مجاز بدست آمده از رابطه ( 

آن ضروري است اين است كه براي يك جهان استاتيك مي توان نشان داد كه به 
) بصورت زير ساده 8د. بنابراين رابطه (برابر صفر خواهد بو  تابع  ازاي هر 

  خواهد شد:

4
λ 	

)10(  
انرژي نقطه صفر بدست چگالي ) نيز مشخص است 10همانطور كه از عبارت (

يك براي بدست آوردن انرژي كازمير از بوده و لازم است  11آمده يك عبارت واگرا
روش منظم سازي انتخاب شده در اين مقاله  گردد.استفاده ازي منظم س روش

منظم سازي به روش كم كردن جعبه ها مي باشد كه به تفصيل در بخش بعد در 
  خصوص آن بحث كافي صورت مي پذيرد. 

  
شكل چگونگي در نظر گرفتن ساختارها در روش كم كردن جعبه ها در اين  1 شكل

را ساختار  سمت چپو ساختار   مت راست را ساختارس ساختار نمايش داده شده است. 
  گوئيم. 

 انرژي كازمير - 3

دو  )1(همانند شكل روش منظم سازي جعبه در اين مساله  پياده سازيبراي      
و  ساختار  سمت چپ) به ساختار 1در شكل (گيريم. ميرا در نظر  ساختار مجزا

ه سازي روش كم كردن جعبه ها پياد . باگوئيم ساختار  سمت راستبه ساختار 
  ]22[:نوشتبه صورت زير را تعريف انرژي كازمير  مي توان

                                                            
10.	Second	quantization	
11.	Divergent		
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. lim

⁄ →
	

)11(  
با در مي باشد.  و  انرژي نقطه صفر مربوط به ساختار  و  كه در آن 

  ) داريم: 10ابطه (و ر )11نظر گرفتن معادله (

4

4
 

)12(  
 

  
ها بوده و  ) بدون محاسبه حد12رابطه (توضيح اينكه كليه عبارات نوشته شده در 

) را در آخرين مرحله از محاسبات انجام 11محاسبه حد هاي مندرج در رابطه (
پلانا به فرمت زير روي هريك از عبارتهاي جمع -با اعمال رابطه ايبل خواهيم داد.

  فوق مي توان روابط مربوطه را به انتگرال تبديل نمود:
1
2

0
1

	

)13(  
در واقع با تبديل كليه جملات جمع به انتگرال منظم سازي ديگري به عبارات 

موجود در جمع هاي اعمال رابطه فوق روي هريك از عبارتاضافه خواهد شد. 
كند كه در تبديل مي  جملهسه به  ها) را جمع ها (سيگماهريك از ) 12رابطه (

و جمله دوم » جمله صفر«طرف راست رابطه ايبل پلانا را  اينجا نام جمله اول در
با توجه به مي ناميم.  »1جمله برنچكات«م را سوو نام جمله  »جمله انتگرالي«را 

) مشخص است كه جملات صفر داراي مقدار 12عبارت جمع موجود در معادله (
صفر خواهند بود و هيچ سهمي از اين عبارات باقي نخواهد ماند. اما جملات 

اگر در كليه جملات انتگرالي حاصل شده از اعمال رابطه انتگرالي واگرا بوده و 
را بكار ببريم در آن صورت كليه  	تغيير متغير ) 12) در رابطه (13(

  صورت زير بدست مي آيد:ه جملات انتگرالي ب

4

4
	

)14(  
براي حذف واگرايي ناشي از جملات انتگرالي از منظم سازي مقدار قطع استفاده 

هاي اول به ترتيب در حد بالاي انتگرال  ′و  مي كنيم. با قرار دادن مقدار قطع 
 ′و  ها توابعي برحسب ) و محاسبه انتگرال 14و دوم سمت راست رابطه (

تي از اين دو مقدار قطع مي توان كليه دست خواهد آمد. با تعيين مقادير درسب
) باقي خواهد ماند تنها 12بنابراين آنچه از رابطه (ها را حذف نمود.  واگرايي

جملات برنچكات از ايبل پلانا است. براي اينكه از تكرار بعضي محاسبات مشابه 
به عنوان () را 12به عنوان نمونه يكي از عبارات برنچكات رابطه ( جلوگيري گردد

  را محاسبه مي كنيم لذا داريم:)  ساختارثال م

                                                            
1.	Branch‐cut	term 

1

1

2

1
																						 	

)15(  
  ساختاربراي جمله برنچكات  )15ه از عبارت بدست آمده در رابطه (با استفاد

  :داريم

2
1

	

)16(  
و داراي فرم بسته نبوده صورت تحليلي قابل محاسبه ه انتگرال فوق ب سفانهأمت

باشد لذا براي محاسبه آن مخرج كسر را با استفاده از رابطه زير را به صورت نمي
  يك عبارت جمع مي نويسيم:

2
2

1

1

1
tj

t
j

e
e










   

  
)17(  

انتگرال  ايبر با استفاده از تغيير متغير  ) و همچنين17با توجه به رابطه (
  ) داريم:16(

2
1
1

2 1

2
2 2 3 2 	

	
)18(  
 ) مي توان بخش برنچكات مربوط به 18در رابطه ( بجاي  جايگذاري  با 

و استفاده از نمود. با جايگذاري جملات برنچكات بدست آمده  ايجادرا  ساختار 
  ) داريم:11رابطه (

. lim
⁄ → 4 4

	

)19(  
با محاسبه حد مشاهده مي شود كه جمله دوم داخل كروشه به سمت صفر رفته 

بنابراين رابطه انرژي  انرژي كازمير باقي نخواهد گذاشت و و هيچ تاثيري در
بدست خواهد آمد.  روي يك صفحه با توپولوژي دار  كازمير ميدان اسكالر جرم

  لذا داريم: 

. 2 2
2 2 3 2 	

)20(  
اسكالر را براحتي مي توان از رابطه بالا بدست آورده كه به حد بدون جرم ميدان 

  فرمت ذيل مي باشد:

. 2 1 2

2
3

8 480
	

)21(	
  ت زير منتهي مي شود:به عبار محاسبات هاي سنگين نتيجه جرمبراي ن همچني

.
√

8
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)22(  

  
 هـاي  جـرم  بـه ازاء  شـعاع برحسـب تغييـرات   در اين نمودار ميزان انرژي كازمير  2 شكل

اولين نمودار سمت چـپ بـه ازاي    رسم شده است. 2,1,0.5,0.01 ميدانمتفاوت 
رسم شده است و به ترتيب از سمت چپ به راست در هر نمودار جرم نسبت بـه   2

بـا  انـرژي كـازمير   روند اين نمودار نشـان مـي دهـد    ه است. نمودار سمت چپ كاهش يافت
افزايش شعاع به شدت افت مي كند و در حد ميدان بدون جرم بـا پاسـخ بدسـت آمـده از     

همچنين با افزايش جرم شيب كاهش انرژي كازمير افزايش  ) نيز همخواني دارد.21رابطه (
ري مناسب دارد و در واقع اين رفتـار  مي يابد كه البته اين امر با انتظارات فيزيكي ما سازگا

  در نظر گرفته شده است. 1در اين نمودار  قابل انتظار است.

  
رسم  جرمتغييرات برحسب و  1در اين نمودار ميزان انرژي كازمير به ازاء  3 شكل 

هـر  ميزان انرژي كازمير مثبت است و  اولا اين نمودار بوضوح نشان مي دهد كه شده است.
در اين نمـودار   خواهد بود. كمترانرژي كازمير آن  ميزانباشد  بيشترزان جرم ميدان چه مي

  در نظر گرفته شده است. 1

  
يك مقدار مثبت بدست آمده و نشان از دافعه بودن نيروي  انرژيميزان اين 

) و همچنين رابطه 3با توجه به نمودار شكل (كازمير موجود روي رويه مي باشد. 
باشد مقدار  سنگينتر) هر چقدر ذره اي كه روي رويه وجود دارد 21بدست آمده (

اي با جرم بسيار بزرگ انرژي كازمير مرتبط با آن نيز كوچكتر بوده و براي ذره 
ضروري اين مقاله ميزان انرژي كازمير برابر صفر است. نكته اي كه توضيح آن در 

با شرط مرزي  يك كره رويميدان جرم دار براي انرژي كازمير است اين است كه 
با آنچه در اين مورد در مقالات گذشته آمده است پاسخ بدست آمده وساني ن

توانمندي روش كم  مويد بركه اين امر خود  ]24[ داشتهكامل وجود همخواني 
البته روش كم كردن جعبه  ست.ا ها كردن جعبه ها در امر منظم سازي واگرايي

از  همانطور كهمعاف مي نمايد. هنجارش ثانويه ها ما را از استفاده مجدد از بازب
روشن است از هيچيك از تكنيك هاي تمديد تحليلي و مانند نيز متن محاسبات 

) بدون هيچگونه ابهامي 20آن در محاسبه اين انرژي استفاده نشده است و پاسخ (
موضوع اين مقاله براي ديگر شرايط مرزي از جمله شرايط  است. بدست آمده

ريكله، نيومن و ... نيز مي توان تعميم داد كه البته اين محاسبات توسط مرزي دي
  نگارنده در حال انجام مي باشد. 
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