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 ۱۰/۰۶/۱۳۹۷تاريخ پذيرش مقاله:        ۱۱/۰۵/۱۳۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
شوند.  تعريف ميهاي آن گراف  يالي يک گراف همبند ساده بر اساس فواصل بين رئوس و يال-هاي وينر رأسي اي چندجمله

شوند. در اين مقاله برخي خواص اساسي  يالي ناميده مي-هاي وينر رأسي ها در يک، شاخص اي مشتق اول اين چندجمله
يالي اول و دوم -هاي وينر رأسي هاي همبند ساده را بيان کرده و شاخص يالي اول و دوم گراف- هاي وينر رأسي اي چندجمله

هاي معروف محاسبه  ها را براي برخي از گراف ها و شاخص اي کنيم. همچنين، اين چندجمله ها را با يکديگر مقايسه مي آن
اي وينر و  ها را با چندجمله ضرب دکارتي گراف يالي حاصل-هاي وينر رأسي اي کنيم. سپس ارتباط بين چندجمله مي

يالي -هاي وينر رأسي ي شاخص بههاي اوليه بررسي کرده و نتايج را در محاس يالي گراف- هاي وينر رأسي اي چندجمله
ي  هاي دقيقي براي محاسبه عنوان کاربردهايي از اين نتايج، فرمول گيريم. به کار مي ها به ضرب دکارتي گراف حاصل

ها  ها، گراف همينگ و ابرمکعب نانوچنبره-4Cها، نانولوله-4Cهاي مستطيلي، يالي اول و دوم مشبکه- هاي وينر رأسي شاخص
  کنيم.  ارائه مي

  
  نانولوله، نانوچنبره. ها، دکارتي گرافضرب  ک، حاصليشاخص توپولوژ هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
و متناهي در نظر  را همبند، ساده ها گراف مقاله اين در

گرافي با مجموعه رئوس  Gفرض کنيد .گيريم مي
( )V G هاي  و مجموعه يال( )E G ي دو  باشد. فاصله

باشد.  ترين مسير بين آن دو رأس مي رأس، طول کوتاه
را با نماد  Gدر گراف  vو uي بين دو رأس فاصله

( , )d u v دهيم. قطر يک گراف بيشترين  نشان مي
هاي آن گراف است. قطر گراف  ي بين تمام رأس فاصله
G  را با( )d G ي  ي همه دهيم. مجموعه نمايش مي

از اين گراف مجاور  uکه با رأس Gرئوسي از گراف 
ناميده  Gدر گراف  uرأس  باشند، همسايگي باز

ي رأس  ، درجهuشود و تعداد رئوس مجاور با رأس مي
u  در گرافG ي  شود. همسايگي باز و درجه ناميده مي

)ترتيب با نمادهاي  را به Gدر گراف  uرأس  )N u 
)degو  )u ي  ي دو نقطه دهيم. مجموعه نشان مي

)پاياني يال )e E G  را با نماد( )V e دهيم نشان مي .
)منظور از  )G در ۳ها (دورهاي به طول  تعداد مثلث (

)اي  ي چندجمله باشد. درجه مي Gگراف  )f q  را با
deg ( )f q دهيم. نشان مي  

ي  ترين مسائل مطرح در شيمي، مطالعه يکي از مهم
کمي بين ساختار يک مولکول و خواص فيزيکي، ارتباط 

) و ارتباط 1QSPR٢شيميايي و بيولوژيکي آن مولکول (
هاي آن مولکول  کمي بين ساختار يک مولکول و فعاليت

)2QSARباشد. براي اين منظور گرافي به مولکول  ) مي٣
هاي آن  شود که رئوس آن اتم موردنظر نسبت داده مي

ها  دهاي شيميايي بين اتمهاي آن پيون مولکول و يال
۳است. اين گراف، گراف مولکولي

نام دارد. در بين اين  ٤
هاي منتسب به ساختارهاي نانو از اهميت  ها، گراف گراف

۴باشند. شاخص توپولوژيک بسياري برخوردار مي
يک  ٥

گراف عددي حقيقي است که به آن گراف نسبت داده 
قدار ها پايا است. م شود و تحت يکريختي گراف مي

شاخص توپولوژيک يک گراف مولکولي مطرح در علوم 
تواند مبين خاصيتي  مختلف مانند فيزيک و شيمي مي

هاي  فيزيکي يا شيميايي از آن مولکول باشد. شاخص
                                                
1. Quantitative Structure-Property Relationship 
2. Quantitative Structure-Activity Relationship   
3. Molecular graph 
4. Topological index 

ي  ي بين رئوس يا درجه توپولوژيک اغلب بر اساس فاصله
هاي توپولوژيک  شوند. شاخص رئوس در گراف تعريف مي

ها  اند و بسياري از آن في شدهفراواني تاکنون معر
کاربردهاي فراواني در رياضيات و ساير علوم به خصوص 

اند.  شناسي و داروسازي پيدا کرده شيمي، فيزيک، زيست
هاي توپولوژيک  ي شاخص براي اطلاعات بيشتر درباره

  ] را ببينيد.۲، ۱مراجع [
۵ي رأسي شاخص وينر نسخه

ترين شاخص  اولين و مهم ٦
 ۱۹۴۷توپولوژيک يک گراف است. اين شاخص در سال 

هارولد وينر معرفي  دان آمريکايي به نام توسط يک شيمي
ي  ي بين اين شاخص و نقطه ] او توانست رابطه۳شد. [

ها را پيدا کند. شاخص وينر گراف  جوش بعضي از آلکان
G  با نماد( )W G صورت زير  نشان داده شده و به

  شود:  تعريف مي

{ , } ( )
( ) ( , )

u v V G
W G d u v



  . 

  
برابر نصف مجموع  Gدر واقع شاخص وينر گراف 

باشد.  مي Gي جفت رئوس گراف  هاي بين همه فاصله
، ۵، ۴ي شاخص وينر، مراجع [ ي بيشتر درباره براي مطالعه

  ] را ببينيد.۱۰، ۹، ۸، ۷، ۶
۶اي هوسوياي چندجمله

توسط  ۱۹۸۸يک گراف در سال  ٧
اي را  ] هوسويا اين چندجمله۱۱هارو هوسويا معرفي شد. [

 Gاي وينر گراف  اي وينر نام نهاد. چندجمله چندجمله
)با نماد  qبرحسب متغير  ; )W G q  نشان داده شده و

 شود: صورت زير تعريف مي به
( , )

{ , } ( )
( ; ) d u v

u v V G
W G q q



  . 

  
1qدر  Gاي وينر گراف  مشتق اول چندجمله   برابر

عبارت ديگر  باشد. به با شاخص وينر اين گراف مي
( ;1) ( )W G W G ي  . اطلاعات بيشتر درباره

] آمده ۱۶، ۱۵، ۱۴، ۱۳، ۱۲اي وينر در مراجع [ چندجمله
  است.

هاي ديگري با کاربردهاي  پس از شاخص وينر، شاخص
هاي  توان به شاخص مختلف معرفي شدند. از جمله مي

                                                
5. Wiener index 
6. Hosoya polynomial 
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۷يالي-أسيوينر ر
] مشابه با ۱۹، ۱۸، ۱۷اشاره کرد. [ ٨

توان  ي بين دو رأس در يک گراف، مي تعريف فاصله
ي بين يک رأس و يک يال در گراف را تعريف کرد  فاصله

ي اول و  پذير است. فاصله که به دو صورت امکان
eو يال uي دوم بين رأس فاصله ab در گرافG 

)1ترتيب با نمادهاي  به , )D u e  2و( , )D u e  نشان
  شوند: صورت زير تعريف مي داده شده و به

1

2

( , ) min{ ( , ), ( , )},
( , ) max{ ( , ), ( , )}.

D u e d u a d u b
D u e d u a d u b




 

  
به  Gيالي اول و دوم گراف-هاي وينر رأسي شاخص

)(يب با نمادهاي ترت
1
GWve  و)(

2
GWve  نشان داده

  شوند:  صورت زير تعريف مي شده و به

( ) ( )
( ) ( , ), {1,2}.

ive i
u V G e E G

W G D u e i
 

  
  

  
۸يالي-هاي وينر رأسي اي چندجمله

 Gاول و دوم گراف ٩
);(به ترتيب با نمادهاي  qبرحسب متغير 

1
qGWve و

);(
2

qGWve صورت زير تعريف  نشان داده شده و به
  ]۲۰[ شوند: مي

( , )

( ) ( )
( ; ) , {1,2}.i

i
D u e

ve
u V G e E G

W G q q i
 

  
  

  
يالي -هاي وينر رأسي اي مشتق اول هر يک از چندجمله

1qدر  Gگراف  يالي -برابر با شاخص وينر رأسي
، i}2,1{ازاي  عبارت ديگر به باشد. به متناظر با آن مي

)()1;( GWGW
ii veve ي بيشتر  . براي مطالعه
يالي، -هاي وينر رأسي ها و شاخص اي جمله ي چند درباره

  ] را ببينيد.۲۵، ۲۴، ۲۳، ۲۲، ۲۱مراجع [
ي رئوس  توپولوژيک بر اساس درجههاي  برخي از شاخص

ها،  شوند. در بين اين شاخص در گراف تعريف مي
۹هاي زاگرب شاخص

به دليل کاربردهاي فراواني که در  ١٠
دارند، از اهميت بيشتري  QSPRو  QSARمطالعات 

توسط  ۱۹۷۲زاگرب در سال  هاي برخوردارند. شاخص

                                                
7. Vertex-edge Wiener indices 
8. Vertex-edge Wiener polynomials 
9. Zagreb indices 

] شاخص ۲۶گوتمان و تريناجستيک معرفي شدند. [
)1که با نماد  Gاول گراف  زاگرب )M G  نشان داده

  شود:  صورت زير تعريف مي شده، به
2

1
( )

( )

( ) deg( )

[deg( ) deg( )].
u V G

uv E G

M G u

u v






 



  

  
ها و  اي خواص اساسي چندجمله - ۲

 يالي- هاي وينر رأسي شاخص
هاي وينر  اي در اين بخش برخي خواص اساسي چندجمله

هاي  ها و شاخص اي بيان کرده و چندجملهيالي را - رأسي
کنيم.  هاي معروف را محاسبه مي يالي گراف- وينر رأسي

يالي اول و دوم -هاي وينر رأسي همچنين شاخص
ها را بيان  ها را با يکديگر مقايسه کرده و ارتباط آن گراف

  کنيم. مي
  

يک گراف همبند ساده از G فرض کنيد: ۱- ۲قضيه 
اي وينر  چندجمله باشد. mي  و اندازه nي  مرتبه
  کند: در روابط زير صدق مي Gيالي اول گراف - رأسي

)(الف) اگر حداقل يک رأس  )u V G و يک يال
( )ab E G که طوري موجود باشند به

( , ) ( , ) ( )d u a d u b d G ي  گاه درجه ، آن
);(اي چندجمله

1
qGWve  برابر با قطر گرافG 

اي برابر  ي اين چندجمله صورت، درجه باشد. در غير اين مي
)با  ) 1d G  باشد. مي  

  است. 2mاي برابر با ي ثابت اين چندجمله جمله(ب) 
اي برابر با  در اين چندجمله q(ج) ضريب 

1( ) 3 ( ) 2M G G m   باشد. مي  
1qاي در (د) مقدار اين چندجمله  برابر با nm 

  باشد. مي
  

 بديهي است که  (الف)اثبات: 

1

1

deg ( ; )

max{ ( , ) : ( ), ( )}.
veW G q

D u e u V G e E G



 
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)اگر حداقل يک رأس  )u V G و يک يال 
( )ab E G که  طوري موجود باشند به

( , ) ( , ) ( )d u a d u b d G گاه ، آن: 

1 1deg ( ; ) ( , ) min{ ( , ),

( , )} min{ ( ), ( )} ( ).
veW G q D u ab d u a

d u b d G d G d G

 

 
 

  
دو رأس از گراف aو  uکنيدصورت، فرض  در غير اين

G که  طوري باشند به( , ) ( )d u a d Gگاه براي  . آن
)هر رأس  )b N a ،( , ) ( ) 1d u b d G  درنتيجه .

  داريم:

1 1deg ( ; ) ( , )

min{ ( ), ( ) 1} ( ) 1.
veW G q D u ab

d G d G d G



   
 

  
);(اي  ي ثابت چندجمله (ب) جمله

1
qGWve  برابر با

)هاي  ي زوج تعداد همه , ) ( ) ( )u e V G E G  
)1 باشد که مي , ) 0D u e  واضح است که براي هر .

( )u V G  و)(GEe ،1( , ) 0D u e   اگر و
نتيجه  باشد. در eيکي از نقاط پاياني يال  uفقط اگر 

);(اي  ي ثابت چندجمله جمله
1

qGWve  2برابر باm 
  است.

);(اي  در چندجمله q(ج) ضريب 
1

qGWve  برابر با
)هاي  ي زوج تعداد همه , ) ( ) ( )u e V G E G  

)1باشد که  مي , ) 1D u e  واضح است که براي هر .  
  

( )u V G  و( )e ab E G  ،1( , ) 1D u e    
  

مجاور b و  aبا هر دو رأس  uرأُساگر و فقط اگر 
 عبارت ديگر،  باشد. به

( ( ) ( )) { , }u N a N b a b   . 
  
);(اي  در چندجمله qنتيجه ضريب   در

1
qGWve برابر 

  است با:

( )

( )

( )

( ( ) ( )) { , }

[ ( ) ( ) ( ) ( )

2] [deg( ) deg( )]

ab E G

ab E G

ab E G

N a N b a b

N a N b N a N b

a b









  

  









  

( )

1

( ) ( ) 2

( ) 3 ( ) 2 .
ab E G

N a N b m

M G G m


 

   

 
 

  
  ■اثبات اين قسمت بديهي است.  (د)
  

يک گراف همبند ساده از G فرض کنيد :۲- ۲قضيه 
اي وينر  چندجمله باشد. mي  و اندازه nي  مرتبه
  کند: در روابط زير صدق مي Gيالي دوم گراف- رأسي

);(اي  ي چندجمله (الف) درجه
2

qGWve  برابر با قطر
  باشد. مي Gگراف 

  اي برابر با صفر است. ي ثابت اين چندجمله (ب) جمله
اي برابر با  در اين چندجمله q(ج) ضريب 

3 ( ) 2G m  باشد. مي  
1qاي در  (د) مقدار اين چندجمله   برابر باnm 

  باشد. مي
  

 Gدو رأس از گراف aو  uفرض کنيد (الف)اثبات: 
)که  طوري باشند به , ) ( )d u a d Gگاه براي هر  . آن

)رأس  )b N a :داريم  

2 2deg ( ; ) ( , )

max{ ( ), ( , )} ( ).
veW G q D u ab

d G d u b d G



   
  

اي  ي ثابت چندجمله (ب) جمله
2
( ; )veW G q  برابر با

)هاي  ي زوج تعداد همه , ) ( ) ( )u e V G E G  
)2باشد که  مي , ) 0D u e  واضح است که براي هر .

( )u V G  و)(GEe ،2 ( , ) 1D u e  .
);(اي  ي ثابت چندجمله درنتيجه جمله

1
qGWve  برابر

  با صفر است.
اي  در چندجمله q(ج) ضريب 

2
( ; )veW G q  برابر با

)هاي  ي زوج تعداد همه , ) ( ) ( )u e V G E G  
2باشد که  مي ( , ) 1D u e واضح است که براي هر .  

  

 ( )u V G  و( )e ab E G  ،2 ( , ) 1D u e    
  

 uبوده يا eيکي از نقاط پاياني يال  uاگراگر و فقط 
، سه رأس يک مثلث (دور به eي پاياني يال  و دو نقطه

عبارت ديگر،  باشند. به G) در گراف۳طول 
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( ( ) ( )) { , }u N a N b a b   درنتيجه ضريب .
q اي  در چندجمله

2
( ; )veW G q است با: برابر  

( )

( )

( ( ) ( )) { , }

[ ( ) ( ) 2]

3 ( ) 2 .

ab E G

ab E G

N a N b a b

N a N b

G m





 

  





 



   
  ■اثبات اين قسمت بديهي است.  (د)
  

 دوبخشي است اگر و فقط اگر Gگراف : ۳- ۲قضيه 
2 1
( ; ) ( ; )ve veW G q qW G q.  

  
 Gدوبخشي است اگر و فقط اگر Gگرافاثبات: 

  شامل دوري به طول فرد نباشد. پس براي هر
  

( )u V G و   ( )e ab E G   ،
( , ) ( , )d u a d u b  . 

  
2نتيجه  در 1( , ) ( , ) 1D u e D u e  بنابراين گراف .G 

  دوبخشي است اگر و فقط اگر
2

2

1

1

( , )

( ) ( )

( , ) 1

( ) ( )

( ; )

( ; ).

D u e
ve

u V G e E G

D u e

u V G e V G

ve

W G q q

q

qW G q

 



 







 

   

  
  ■کند.  اين اثبات را کامل مي

  
ي از مرتبه Gبراي هر گراف همبند ساده: ۴- ۲قضيه 

n ي  و اندازهm ،nmGWGW veve  )()(
12

 .
دوبخشي  Gتساوي برقرار است اگر و فقط اگر گراف 

  باشد.
  

)واضح است که براي هر  اثبات: )u V G  و
)(GEe ،2 1( , ) ( , ) 1D u e D u e نتيجه . در:  

2 2
( ) ( )

1
( ) ( )

( ) ( , )

( ( , ) 1)

ve
u V G e E G

u V G e E G

W G D u e

D u e
 

 



 

 

 
 

1
( ) .veW G nm   

  
دوبخشي است اگر و فقط  G، گراف ۳- ۲طبق قضيه 

 اگر
2 1
( ; ) ( ; )ve veW G q qW G qگيري از  . با مشتق

  اين رابطه داريم:
2 1 1
( ; ) ( ; ) ( ; ).ve ve veW G q W G q qW G q     

  
1qسپس با جايگذاري    و استفاده از قسمت (د) قضيه

 داريم: ۲-۱
2 1
( ) ( ) .ve veW G W G nm   

  
بنابراين در نامساوي فوق تساوي برقرار است اگر و فقط 

  ■دوبخشي باشد.  Gاگر گراف
  

 گاه  رأس باشد، آن nدرختي با  Tاگر: ۵-۲نتيجه 
 

2 1
( ) ( ) ( 1)ve veW T W T n n    . 

  
رأسي يک گراف دوبخشي با  nهر درخت  اثبات:

1n  نتيجه موردنظر  ۴-۲باشد. حال از قضيه  يال مي
  ■شود.  حاصل مي

  
ي  از اندازه Gسادهبراي هر گراف همبند : ۶- ۲قضيه 
m،

2 1
( ) ( ) 2ve veW G W G m  تساوي برقرار .

  گراف کامل باشد. Gاست اگر و فقط اگر
  

  يالي دوم داريم:-طبق تعريف شاخص وينر رأسي اثبات:

2 2
( ) ( )

( ) ( ); ( )

( ) ( , )

1

ve
u V G e E G

u V G e E G u V e

W G D u e
 

  





 

 
 

1

2
( ) ( ); ( )

1
( ) ( ) ( ); ( )

( , )

deg( ) ( , )

2 ( ).

u V G e E G u V e

u V G u V G e E G u V e

ve

D u e

u D u e

m W G

  

   



 

 

 

  

  
  در نامساوي فوق تساوي برقرار است اگر و فقط اگر براي 
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)هر  )u V G  و)(GEe  که( )u V e ،
2داشته باشيم 1( , ) ( , )D u e D u e  و اين برقرار است

  ■کامل باشد.  Gاگر و فقط اگر گراف
ترتيب  به nKو  nP ،nC ،nS ،nWفرض کنيد 

و کامل هاي مسير، دور، ستاره، چرخ ي گراف دهنده نشان
n  رأسي بوده وbaK ي گراف کامل  دهنده نشان ,

aدوبخشي با  b هاي بعد،  رأس باشد. در قضيه
ها را محاسبه  يالي اين گراف-هاي وينر رأسي اي چندجمله

  کنيم. مي
  

يالي اول - اي وينر رأسي چندجمله: ۷- ۲قضيه 
  هاي معروف عبارتند از: گراف

(الف)
1

2

0
( ; ) 2 ( 1)

n
k

ve n
k

W P q n k q




  ،  

(ب) 
1

1
2

0
3

12
2

0

2 2
( ; )

2 2

n

k

k
ve n n

n
k

k

n q n
،W C q

n q nq n












 

 






�



∣
  

(ج) 
1
( ; ) ( 1)[2 ( 2) ]ve nW S q n n q   ،  

1(د)

2

( ; ) ( 1)[4 ( 1)

( 5) ],
ve nW W q n n q

n q

   

 
  

(ه)
1
( ; ) 2 3

2 3ve n
n n

W K q q   
    

   
،

  
(و) 

1 ,( ; ) [2 ( 2) ]ve a bW K q ab a b q   .  
  

يالي -رأسياي وينر  (الف) طبق تعريف چندجملهاثبات: 
  اول داريم:

1
1

( , )

( ) ( )

0 1 2 0 0 1

3 1 0 0 1 4

3 4 0 0 2 3

0 0 1 2 0 1

3 0 1 0

( ; )

( ... ) ( ...

) ( ... ) ...
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u V P e E P

n

n n

n n n n

n

n
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
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0 1 2
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2[( 1) ( 2) ... ]

2 ( 1) .
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n
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k

n q n q q

n k q
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
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 داريم: nC(ب) با توجه به تقارن گراف 

1
1

( , )

( ) ( )

10 1 2

1 110 1 2 2

1
2

0

3
12

2

0
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2 ( ... ) 2

[2( ... ) ] 2

2 2

2 2 .
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  داريم: nS(ج) با توجه به تقارن گراف 

1
1

( , )

( ) ( )

0 1 0

( ; )

( 1)[ ( 2) ] ( 1)
( 1)[2 ( 2) ].

n n

D u e
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  داريم: nW(د) با توجه به تقارن گراف 

1
1
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0 1 2

2
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  داريم: nK(ه) با توجه به تقارن گراف 
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baK(و) با توجه به تقارن گراف    داريم: ,
1

1
, ,

( , )
,

( ) ( )

[ ( ) ] [ ( ) ]
[2 (

( ;

2) ].

)
a b a b

D u e
ve a b

u V K e E K

a b ab b q b a

W
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K q q

q
ab a b q
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     
   

  

  

  
  ■کند.  اين اثبات را کامل مي

  
هاي  يالي اول گراف-شاخص وينر رأسي :۸- ۲نتيجه 

  معروف عبارتند از:

(الف) 
1
( ) 2

3ve n
n

W P
 

  
 

،  

(ب) 
1

2

2

( 2) 2
4( )

( 1) 2
4

ve n

n n n
W C

n n n

 
 
 


∣



،  

(ج) 
1

1
( ) 2

2ve n
n

W S
 

  
 

،  

(د)
1
( ) 3( 1)( 3)ve nW W n n  ،  

(ه) 
1
( ) 3

3ve n
n

W K
 

  
 

،  

(و) 
1 ,( ) ( 2)ve a bW K ab a b  .  

  
گيري از  و با مشتق ۷-۲با توجه به قضيه  اثبات:

1qيالي اول هر گراف در -اي وينر رأسي چندجمله  ،
   ■آيد. دست مي يالي اول آن به- شاخص وينر رأسي

  
يالي دوم -اي وينر رأسي چندجمله :۹-۲قضيه 

  هاي معروف عبارتند از: گراف

(الف)
2

1

1
( ; ) 2 ( )

n
k

ve n
k

W P q n k q




 ،  

(ب) 
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(ه)
2
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 
،  

(و)
2

2
,( ; ) [2 ( 2) ]ve a bW K q ab q a b q   .  

  
که  اين با توجه به اثبات قسمت (ه) بديهي بوده واثبات: 

a,و nP ،2nC ،nSهاي  گراف bK  ،دوبخشي هستند
هاي (الف)،  ، اثبات قسمت۷-۲و  ۳-۲هاي  طبق قضيه

(ج)، (و) و حالت اول (ب) نيز بديهي است. حال به اثبات 
   پردازيم. ساير حالات مي

فرد باشد. با توجه به تقارن گراف  n(ب) فرض کنيد 
nC :داريم  
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  داريم: nW(د) با توجه به تقارن گراف 
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  ■کند.  اين اثبات را کامل مي

  
هاي  يالي دوم گراف-شاخص وينر رأسي :۱۰-۲نتيجه 

  معروف عبارتند از:

(الف) 
2

1
( ) 2

3ve n
n

W P
 

  
 

،  

(ب) 
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
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(ج) 
2

2( ) 2( 1)ve nW S n ،  
(د) 

2
( ) ( 1)(4 7)ve nW W n n  ،  
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(ه) 
2
( )

2ve n
n

W K n
 

  
 

،  

2 (و) ,( ) 2 ( 1)ve a bW K ab a b  .  
  

گيري از  و با مشتق ۹-۲با توجه به قضيه  اثبات:
1qيالي دوم هر گراف در -اي وينر رأسي چندجمله  ،

   ■آيد.  دست مي يالي دوم آن به- شاخص وينر رأسي
 ۸- ۲هاي ارائه شده در نتايج  لازم به ذکر است که فرمول

هاي  يالي گراف- هاي وينر رأسي براي شاخص ۱۰-۲و 
  اند. ] به روشي ديگر محاسبه شده۱۸معروف، در مرجع [

  
-هاي وينر رأسي ها و شاخص اي چندجمله - ۳

  ها  ضرب دکارتي گراف يالي حاصل
هاي  ها و شاخص اي ي بين چندجمله در اين بخش رابطه

ها را با  ضرب دکارتي گراف حاصل يالي-وينر رأسي
هاي  يالي گراف-هاي وينر رأسي ها و شاخص اي چندجمله
آوريم. سپس نتايج حاصل را در  دست مي اوليه به

هاي  يالي مشبکه-هاي وينر رأسي ي شاخص اسبهمح
۱۰مستطيلي

١١،4C -۱۱ها نانولوله
١٢ ،4C- ۱۲ها نانوچنبره

١٣ ،
۱۳گراف همينگ

۱۴ها و ابرمکعب ١٤
  گيريم. کار مي به ١٥

۱۵ضرب دکارتي حاصل
که با 2Gو  1Gدو گراف  ١٦

1 2G G شود، گرافي با مجموعه رئوس نشان داده مي
1 2( ) ( )V G V G 1باشد. دو رأس  مي 2( , )u u  و

1 2( , )v v مجاورند اگر و فقط اگر از آن  
  

2 2 2 1 1[ ( ), ]u v E G u v    
  يا

1 1 1 2 2[ ( ), ]u v E G u v   . 
  

آساني  توان به بيش از دو گراف نيز به تعريف فوق را مي
1تعميم داد. اگر 2 ... kG G G G   گاه  ، آن

1گراف 2 ... kG G G   را باkG نشان داده و آن را  
  

                                                
10. Rectangular girds 
11. C4-nanotubes 
12. C4-nanotori  
13. Hamming graph 
14. Hypercubes 
15. Cartesian product 

 k-۱۶توان دکارتي امين
  ناميم.  مي Gگراف ١٧

  
2] فرض کنيد ۱۳[ :۱-۳قضيه  1,..., ,kG G G 

ي بين رئوس  هاي همبند ساده باشند. فاصله گراف
1 2( , ,..., )ku u u u 1 و 2( , ,..., )kv v v v  در

1گراف  2 ... kG G G    برابر با مجموع فواصل بين
1ازاي  به iGدر گراف  ivو  iuرئوس  i k  

  باشد. مي
  

kiبراي  :۲-۳قضيه  1 فرض کنيد ،iG  يک
ازاي  گاه به باشد. آن inي گراف همبند ساده از مرتبه

{1,2}r  :داريم  
1 2

1 1

( ... ; )

( ; ) (2 ( ; ) ).

r

r

ve k

kk

ve i j j
i i j

W G G G q

W G q W G q n
  



 

  
 

  
1 قرار دهيداثبات:  2 ... kG G G G   .  ابتدا

ي  زير مجموعه kرا به  Gمجموعه رئوس گراف
2 1,..., ,kE E E که براي هر  طوري کنيم به افراز مي
ki 1:داشته باشيم ،  

1

1 1 1

{ ( ) : ( ,..., ,..., ),
( ,..., , , ,..., ),

( ), ( )}.

i i k

i i i k

j j i i i

E xy E G x a a a
y a a b a a
a V G a b E G

 

  

 

 

  
),...,()(فرض کنيد  1 GVuuu k   و

ie xy E ،ki 1که طوري ، به 
1 1 1( ,..., , , ,..., )i i i kx a a a a a    

  و
1 1 1( ,..., , , ,..., )i i i ky a a b a a   . 

  
  داريم: ۱-۳طبق قضيه 

1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

( , ) min{ (( ,..., ), ( ,..., )),
(( ,..., ), ( ,..., , , ,..., ))}
min{ ( , ) ... ( , ),
( , ) ... ( , ) ( , )

( , ) ... ( , )}

k k

k i i i k

k k

i i i i

i i k k

D u e d u u a a
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 
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16. k-th Cartesian power 



  ۱۵۷                                                                  ۱۳۹۷ پاييز، پانزدهم، شماره چهارمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش مهديه آذري
 
 

 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1

( , ) .... ( , )
min{ ( , ), ( , )} ( , )
... ( , )

( , ) ... ( , ) ( , )
( , ) ... ( , ).

i i

i i i i i i

k k

i i i i i

i i k k

d u a d u a
d u a d u b d u a
d u a

d u a d u a D u a b
d u a d u a

 

 

 

 

  
 
 
   
  

  

  
  شود: طريق مشابه ثابت مي به

2 1 1 1 1

2 1 1

( , ) ( , ) ... ( , )
( , ) ( , ) ... ( , ).

i i

i i i i i k k

D u e d u a d u a
D u a b d u a d u a

 

 

   
  

 
 داريم:r}2,1{ ازاي حال به

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

( , )

( )
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( ) ( )
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, ( ) , ( )
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i
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k
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i j
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q
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W G q W G q n

 

  

 

  

 

 

 
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

 

 

 

 
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  داريم:r}2,1{ ازاي نتيجه به در

( , )

1 ( )

1 1

( ; )

( ; ) (2 ( ; ) ).

r
r

i

r

k
D u e

ve
i u V G e E

kk

ve i j j
i i j

W G q q

W G q W G q n

  

  





  

     

  
  ■کند.  اين اثبات را کامل مي

هاي  توان شاخص مي ۲-۳اي از قضيه  عنوان نتيجه به
ها را محاسبه  ضرب دکارتي گراف يالي حاصل- وينر رأسي

  کرد.
  

kiبراي  :۳- ۳نتيجه  1فرض کنيد ،iG  يک
باشد.  imي  و اندازه inي  گراف همبند ساده از مرتبه

r{1,2}ازاي  گاه به آن  :داريم  

2
1 2

1
( ... )

r

k

ve k i
i

W G G G n


    

2 2
1 1 1

( )( )
2 .r
k k k

ve iji

i i j ii j i

W GW Gm
n n n   

 
  
 
    

  
توان  مي ۳-۳و نتيجه  ۲-۳عنوان نتايجي از قضيه  به

 امين-kيالي-هاي وينر رأسي ها و شاخص اي چندجمله
  را محاسبه کرد. Gتوان دکارتي گراف 

  
يک گراف همبند ساده از  Gفرض کنيد :۴-۳نتيجه 

ازاي  گاه به باشد. آن mي  و اندازه nي  مرتبه
{1,2}r  :داريم  

1

2 3

( ; ) ( ; )(2 ( ; ) ) ,

( ) [2 ( 1) ( ) ( )].
r r

r r

k k
ve ve

k k
ve ve

W G q kW G q W G q n

W G kn m k W G nW G





 

  

 
 ۳- ۳و نتيجه  ۲-۳عنوان حالت خاصي از قضيه  به

يالي -هاي وينر رأسي ها و شاخص اي توان چندجمله مي
  ضرب دکارتي دو گراف را محاسبه کرد. حاصل

  
دو گراف همبند  2Gو  1Gفرض کنيد  :۵- ۳نتيجه 
 1mهاي  و اندازه 2nو  1nهاي  ترتيب از مرتبه ساده به

r{1,2}ازاي  گاه به باشند. آن 2mو   :داريم  
1 2

1 1 2

2 2 1

1 2 2 2 1

2
2 1 1 1 2

2
1 2

( ; )

(2 ( ; ) ) ( ; )

(2 ( ; ) ) ( ; ),

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

( ).

r

r

r

r

r

r

ve

ve

ve

ve

ve

ve

W G G q

W G q n W G q

W G q n W G q

W G G n m W G

n W G n mW G

n W G





 



 





   

  
هاي وينر  ي شاخص را در محاسبه ۵-۳و  ۳-۳حال نتايج 

ي عمل  هاي مولکولي که نتيجه يالي برخي گراف- رأسي
گيريم. از لم زير در  کار مي ضرب دکارتي هستند به حاصل

  شود. اثبات نتايج بعدي استفاده مي
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هاي مسير، دور و  ] شاخص وينر گراف۱۲[: ۶- ۳لم 
  مل عبارتند از:کا

1(الف) 
( )

3n
n

W P
 

  
 

،  

(ب)

 

3

2

2
8( )
( 1) 2

8

n

n n
W C

n n n


 




∣



،  

)(ج)  )
2n
n

W K  
  
 

.  

  
mnPگراف  P  نشان داده شده است را  ۱که در شکل
ناميم. با استفاده از  مي mدر  nي مستطيلي  مشبکه
توان  مي ۶-۳و لم  ۱۰-۲و  ۸-۲، نتايج ۵- ۳نتيجه 
mnPيالي گراف-هاي وينر رأسي شاخص P  را محاسبه

  کرد.
 

يالي گراف -هاي وينر رأسي شاخص :۷-۳نتيجه 

mnG PP  :برابر است با  

1
( ) [( )(2 1)

3
2(2 1)],

ve
nmW G n m nm n m

nm

    

 
 

2
( ) [( )(2 2)

3
2( 1)].

ve
nmW G n m nm n m

nm

    

 
 

  
2nPگراف  P  نشان داده شده است  ۲که در شکل

رأس نام دارد. اين گراف در واقع  2n با ۱۷گراف نردبان
باشد  آميني مي گراف مولکولي منتسب به ساختارهاي پلي

عنوان  به شود. نيز ناميده مي ۱۸آميني خطي و زنجير پلي
هاي وينر  توان شاخص مي ۷- ۳حالت خاصي از نتيجه 

  يالي گراف نردبان را محاسبه کرد.- رأسي
  
  

  
  

  
  mدر   nي مستطيلي  : مشبکه۱شکل 

  

   
  ١٩   ١٨رأس n۲: گراف نردبان با ۲شکل 

                                                
17. Ladder graph 
18. Linear polyomino chain 
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يالي گراف -هاي وينر رأسي شاخص: ۸-۳نتيجه 

2nL PP  :برابر است با  

1

2

2

2

( ) 2 ( 1),

( ) 2 ( 2 2).
ve

ve

W L n n

W L n n n

 

  
 

  
ها  نانولوله -4Cها،  يکي از معروفترين انواع نانولوله

نشان  نانولوله -4C، ساختار يک ۳باشند. در شکل  مي
4ي  نانولوله - 4Cداده شده است.  ( , )R TUC m n 

 mCو  nPهاي  ضرب دکارتي گراف توان حاصل را مي
 ۸- ۲، نتايج ۵-۳] با استفاده از نتيجه ۱۴در نظر گرفت. [

يالي -هاي وينر رأسي توان شاخص مي ۶- ۳و لم  ۱۰-۲و 
4C- ها را محاسبه کرد. نانولوله  
  

 -4Cيالي -هاي وينر رأسي شاخص :۹- ۳نتيجه 
4ي نانولوله ( , )R TUC m n :برابر است با  

1

2

2

2

[3 (2 1) 2
12
2 (4 9) 4],

( )
[3 (2 1) 2

12
2 (4 9 2) 3],

ve

nm m n m

mn n
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m n n
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[3 (2 1) 2
12
2(4 3 4)],

( )
[3 (2 1) 2

12
2 (4 3 4) 3(4 1)].

ve
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n n
W R
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m n n n


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
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 
 

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∣



 
 ها نانوچنبره-4Cها،  ترين انواع نانوچنبره يکي از معروف

نشان  نانوچنبره- 4C، ساختار يک ۴باشند. در شکل  مي
ي  نانوچنبره-4Cداده شده است. در واقع 

4 ( , )S TC m n ضرب دکارتي  توان حاصل را مي
] با استفاده از ۱۴در نظر گرفت. [ mCو  nCهاي  گراف

توان  مي ۶-۳و لم  ۱۰-۲و  ۸-۲، نتايج ۵- ۳نتيجه 
ها را  نانوچنبره -4Cيالي -هاي وينر رأسي شاخص

 محاسبه کرد.
  

  

  
  نانولوله - C4: يک ۳شکل 

  

  
 نانوچنبره - C4: يک ۴شکل 
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 -4Cيالي -هاي وينر رأسي شاخص: ۱۰- ۳نتيجه 
4ي  نانوچنبره ( , )S TC m n :برابر است با 

1

2

2 2

2 2

2
2

( ) ( 2),
2

( 2), 2 ,
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گراف همينگ

1,..., Nn nH  گرافي است که مجموعه
1هاي  تايي Nي  رئوس آن مجموعه 2.... Nb b b  بوده

,...,0,1} که 1}i ib n   2وin  دو رأس از .
اين گراف مجاورند اگر دقيقا" در يک مؤلفه تفاوت داشته 

توان نشان داد آساني مي باشند. به

1 21 ,...,
...

NN
n n nn n

H K K K    استفاده از . با

توان  مي ۶-۳و لم  ۱۰-۲و  ۸-۲، نتايج ۳- ۳  نتيجه
يالي گراف همينگ را محاسبه -هاي وينر رأسي شاخص

  کرد.
  

يالي گراف -هاي وينر رأسي شاخص: ۱۱- ۳نتيجه 
همينگ

1,..., Nn nH :برابر است با  

1 1
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1 1 1
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  

 

 



 
  

  

  
21...2در حالت خاصي که   Nnnn ،

گراف همينگ 
NnnH ,...,1

بعدي  ناميده  Nرا ابرمکعب 
دومين  NQدهيم. در واقع گراف نشان مي NQو با 

، ۵باشد. در شکل  مي 2Kتوان دکارتي گراف 
اند.  هاي صفر تا چهار بعدي نشان داده شده ابرمکعب

توان  مي ۱۱-۳عنوان حالت خاصي از نتيجه  به
بعدي را براي Nيالي ابر مکعب-هاي وينر رأسي شاخص
N .دلخواه محاسبه کرد  

  
بر مکعبيالي ا-هاي وينر رأسي شاخص: ۱۲-۳نتيجه 
N برابر است با: بعدي  

1

2

1

1

( ) 4 ( 1),

( ) 4 ( 1).

N
ve N

N
ve N

W Q N N

W Q N N




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  هاي صفر تا چهار بعدي : ابرمکعب۵شکل
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