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  مقدمه - ۱
 يجد يماريک بي) يمنينقص ا ي(سندروم اکتساب دزيا

روس نقص ياست که توسط و يزندگ ي د کنندهيتهد
ن بار ياول يجاد شده، که براي) اHIVبدن انسان ( يمنيا

دز يکا کشف شد. ايالات متحده آمريدر ا ۱۹۸۱در سال 
 دارد ييبالا رياست که نرخ مرگ و م ينديناخوشا يماريب

ون نفر در يليست و پنج ميش از بيکه هر ساله بيبطور
ن يشوند. همچن يروس کشته مين ويا توسط ايسراسر دن

است که روزانه چهارده هزار  ياسرعت گسترش آن بگونه
دز حدود شش ماه تا پانزده يشرفت ايکند. پ ينفر را مبتلا م
۴ܦܥ روس و انهدامين ويکشد. حمله ا يسال طول م

ା  در
 يهان رفتن سلوليباعث اختلال و از ب ܶ	 يهاسلول

 يروس از راه تماس جنسين ويشود. ايبدن م يمنيا
 يد خون با به اشتراک گذارير توليبدون حفاظت، مس

ن يشود. همچن يا انتقال خون آلوده منتقل ميسوزن آلوده 
ا ي، يردهي، شياش در طول باردار تواند از مادر به بچه يم
به علت  ابد. فرد مبتلا عموماًير طول تولد انتقال د

دو  يافته در سراسر بدن، طيگسترش  يميعفونت و بدخ
شود. يده ميا کمتر از آن به کام مرگ کشيسال 

 ييايبه مطالعه گسترش پو ياديدانان علاقه زياضير
HIVافتن ي يست شناسان برايکمک به ز يدز براي/ا

ها به دنبال از  دارند، آن افراد آلوده يدرمان مناسب برا
 يها ت هستند. مدليبشر يد براين تهدين بردن ايب
ل گسترش و کنترل يدر تحل يابزار مهم ياضير

HIVکوتاه مدت و  يها ينيب شيها پ را آنيدز هستند زي/ا
  دهند.  يدز را ارائه ميو ا HIV يها يماريبلند مدت ب

ن يدر اموجود و مطالعات انجام شده  يها از مدل ياريبس
توان توسط يفوق را م يماريب ييايدهد پويراستا نشان م

بدون  يرخطيغ يل عاديفرانسيستم از معادلات ديک سي
ن حال، در نظر ي]. با ا۴،۶در نظر گرفت [ ير زمانيتاخ

و  يل عاديفرانسيمعادلات د يها ر در مدليگرفتن تاخ
ن يسازد. بنابرا يانه ميشتر واقع گرايهارا ب ، آنياپاره

۱نارش رممانند  يمحققان
ک مدل ي] ۱۳و همکارانش [ ٣

بر  ير زمانير تاخيتاث يبررس يرا برا يرخطيغ ياضير
اند  دز توسط افراد آلوده ارائه کردهي/اHIVوع انتقاليش

                                                
1. Ram Naresh 

۲يپاتيترن يهمچن
 يرخطيک مدل غي] ۱۷و همکارانش[ ٤

ناخواسته بر  يها يآلودگ ير غربالگريتاث يبررس يرا برا
ک جامعه همگن با مهاجرت يدز در يا/HIVگسترش 

 ير غربالگرين تاثيها همچن است. آن شنهاد کردهيپ يدائم
 HIV يماريناخواسته را در مورد گسترش ب يها عفونت

۳رائو  واساينيريسکردند.  يبررس
 يک چارچوب نظري] ۱۶[ ٥

دز در هند ارائه کرد. ي/اHIVر يفراگ يماريانتقال ب يبرا
۴يکا

را با درمان  HIVک مدلي] ۴و همکارانش [ ٦
ل يتشک يها مدل را با دو مرحله عفون آن کردند، يبررس

به طور  يماريگسترش ب ييايدادند و ثابت کردند که پو
 ي، که در ادامه معرفRه يکامل براساس عدد مولد پا

  شود. ين مييخواهد شد، تع
مل که شا ير، موضوع حسابان کسرياخ يهادر سال

دلخواه  ي ها از هر مرتبه مشتقات و انتگرال يها هينظر
 ياريف بسياست، به طور گسترده در توص يحير صحيغ

، مدل ]۲[يشناس عت مانند: آبيموجود در طب يها دهياز پد
 ي، مال]۱۰[ا يته پويسيسکوالاستي، مدل و]۱۵[انتقال گرما

، ]۸[گريد يها دهيو پد ]۳[، کنترل موتور و دما ]۷[
 يبرا ييها روش ين، معرفياده شده است. بنابرااستف

ت ياز اهم يکسر ي با مرتبه يها مدل يها ن جوابييتع
ها شامل معادلات  ن مدليبرخوردار است. اغلب، ا ياديز
هستند. هدف  يل کسريفرانسيد-ل و انتگراليفرانسيد

با مرتبه  يرخطيغمدل ک ين مقاله ارائه يما درا ياصل
 ،0 يکسر 1  يبرا HIVل آن يو تحل دزي/ا

۵کاپوتو ياست. مشتق کسر
ف يدو تعر کفيلتن-گرانوالد و ٧

 يها و مشتقات کسر ف انتگرالين تعاريتر از پر استفاده
مشتق کف يلتن-، گرانوالد۱۸۶۷]، در سال ۵،۹هستند [

  ف کرد:ين صورت تعريرا به ا يکسر
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)ک تابع ياز  ي، مشتق کسرکاپوتو۱۹۶۷در سال  )f x
 ف کرد:ير تعريرا به صورت ز
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ستم مرتبه يک سيدز را به ي/اHIVن مقاله مدل يدر ا
کاپوتو،  فيتعر به با توجه  ߙياز مرتبه کسر يکسر
تر اگر جامعه را به قيدق يانيبم داد. به يم خواهيتعم

)يماريرش بيچهار گروه از، افراد مستعد پذ )S t افراد ،
)دانند آلوده هستند  يکه نم يا آلوده )I t ،يا افراد آلوده 
) دانند آلوده هستند  يکه م )J tي(با استفاده از غربالگر 
)دز يت ايره) و جمعيا غي يکپزش )A tم يم کني، تقس

 ر خواهد بود:يآنوقت مدل مورد نظر به صورت ز
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 يستم معادلات بالا همگيظاهر شده در س يپارامترها

 Q دارند. ياف شدهيمثبت، ثابت و مقدار تعر يريمقاد
نرخ  1، يماريبرش ينرخ مهاجرت افراد مستعد پذ

بدون علائم  يها سرانه افراد حساس به عفونت
افراد حساس به  ي نرخ سرانه 2(ناخواسته)، 

نرخ مرگ  همراه با بروز علائم (آگاهانه)،  يها عفونت
 يها نرخ عفونت دز، يرمرتبط با ايغ يعير طبيم و

 يها به عفونت يناخواسته است که توسط غربالگر
هاست که  نرخ انواع عفونت شوند،  يل ميآگاهانه تبد

ر مرتبط ينرخ مرگ و م کند و  يدا ميوع پيدز شيبا آن ا
)نکه تابع يدز است. با توجه به ايبا ا )A t  در سه معادله

ستم يم سيتوانيشود، لذا م يستم بالا ظاهر نمياول س
ر آمده است ي) را به معادل آن که در ز۱معادلات (
  م:يکاهش ده
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1iگر اگر يد ياز طرف  ک يستم فوق يشوند، س

خواهد شد  يرخطي، غيل عاديفرانسيستم معادلات ديس
] مورد مطالعه قرار گرفته است. ۱۳،۱۶همانطور که در [

 يستم مرتبه کسريک سي يداري] منطقه پا۹بنابر [
ستم، يس يژه ير وياست که در آن مقاد يا شاخه

) ۲ستم (يس يس ژاکوبيل از ماترحاص ي معادله مشخصه
ن، در رابطهيک نقطه تعادل معيدر 

1 2 3max{ , , }
2arg( )      .صدق کند  

مدل  يداريپا ين مقاله بررسيدر ا يهدف اصل
HIVستم مورد بحث يس يدز و ارتباط آن با پارامترهاي/ا

ک يکه  يستم، هنگاميبوده و بعد از آن به مطالعه رفتار س
  م.يپردازيدارد، م   وجود يبالگردر غر ير زمانيتاخ

نقاط ر است: ين مقاله به شرح زيشرفت ايپ يروند کل
 يدز در بخش بعديمدل ا يداريپا يها يژگيوتعادل و 

آن بدست آمده  يبرا يط لازم و کافيارائه شده و شرا
و دقت روش،  يينشان دادن کارآ ياست. در ادامه برا 

   يعدد ز روشيدر بخش سوم با آنال ييها مثال
  است.کوف در نظر گرفته شدهيلتن-گرانوالد

 
  يدارينقاط تعادل و پا - ۲

و ) ۲ستم (ين بخش بدست آوردن نقاط تعادل سيهدف ا
م که يدانيم يآنها است. به خوب يداريرامون پايبحث پ

 ي) با حل کردن معادلات جبر۲ستم (ينقاط تعادل س
  ند. يآير بدست ميز يرخطيغ

31 2( ) ( ) ( ) 0D S t D I t D J t      
  

1Rاگر با حل معادلات بالا،  نقطه  ي) دارا۲ستم (يس  
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)تعادل آزاد ,0,0)QE
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  است و در مقابل اگر

1R   علاوه برE ،ک تعادل عفونت ي
* * * *( , , )E S I J هد داشت که در مثبت وجود خوا

  ] بوده و برابر۵،۹ف شده در [يه تعريعدد مولد پا Rآن 
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 م: يز دارين در نقطه تعادل عفونت نياست. همچن
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 يحال با در دست داشتن نقاط تعادل، رفتار انها را بررس

رامون ي) را پ۲ستم (يرفتار س يداريپار يه زيم. قضيکنيم
  .کند يمان يب Eيمارينقطه تعادل بدون ب

  
1Rاگر: ۱هيقض رامون ي) پ۲ستم (ي، سE دار يپا

دار) خواهد بود و اگر يپا ي(به طور موضع يمجانب
1R دار است.يناپا  

س يد معادله مشخصه ماتريتوان ديم ي: به آساناثبات
به  Eرامون نقطه تعادل ي) پ۲ستم (يس يبرا يژاکوب

 ر بوده يصورت ز
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1وضوح    ر يگر مقاديژه و دير وياز مقاد يکي

  معادله درجه دوم  يها شهيژه ريو
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  جه گرفتيتتوان نيها مبون پارامتر يبا توجه به نامنف

12 2 Q 
     


       

  
1 ن يبنابرا 0q ن از مثبت بودن ياست. همچن

(1 ) 0R  2ز مقدار ين 0q  شود. در يجه مينت
۱تزيهرو- ار رافيان با بکاربردن معيپا

از  يچندجمله يبرا ٨
ن حالت، يدر ا oEقطه شود نيجه ميدرجه دوم نت

1Rاست. حال اگر  يمجانب يداريپا  باشد آنگاه 

2 0q ) مثبت خواهد  يقيشه حقيک ري) ۴و معادله
بوده و لذا اثبات  Eنقطه  يدارين باعث ناپايداشت که ا

   ست.کامل ا
  

1Rاگر :۱لم  حول نقطه ۲ستم (يباشد آنگاه س (
E خواهد بود. يمجانب يداريپا 

1Rاگر  :اثبات  2وقت آن 1q  1و 0q  يم
) ۴معادله ( يها شهين حالت رياست که در ا يهيبدشود. 

2به صورت  0   3و 1q   ن يخواهند بود و ا
 Eستم مورد نظر حول نقطه يدهد که س ينشان م

  است. يدار مجانبيپا
 E*نقطه تعادل عفونت يداريپا يدر ادامه به بررس

ير ارائه ميدر ز يفين منظور تعريا يم پرداخت. برايخواه
معادلات درجه سوم است  يم مفهوم دلتا برايشود که تعم

از آن  E*نقطه تعادل  يداريپا يکه در روند بررس
 استفاده خواهد شد. 

  
۲نيمب :۱ف يتعر

درجه سه ياچند جمله ٩
3 2

1 2 3( )P a a a        را با نماد( )PD   
  

                                                
1. Routh-Hurwitz 
2. Discriminate 
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  دهند و عبارت است ازيش مينما
2

1 2 3 1 2
2 3 2

3 1 2 3

( ) : 18 ( )

4 ( ) 4( ) 27( )

P a a a aa
a a a a

 

  

D  

  
)در واقع )PD يهاياچندجمله يم مفهوم دلتا برايتعم 

ت آوردن بدس يمشابه دلتا برا ياز درجه دوم است و نقش
 يکند. برايفا ميها در درجات بالا اشهير يهايژگيو

تواند به ين مفهوم خواننده ميارامون يشتر پياطلاعات ب
  ] مراجعه کند. ۱۴منبع [

ميدر ادامه اگر قرار ده
* * *

1 2
*: ( ) /k S S IJ          و

 E*) را حول نقطه تعادل۲ستم (يمعادله مشخصه س
 ر خواهد بود: ين معادله به صورت زيم ايآور بدست

3 2
1 2 3 0a a a        

  
,1 يبرا iaب يکه در آن ضرا 2,3i  ر يبه صورت ز

 :خواهند بود
*

*
1 1*

*
2 1 1*

*
3 1 2

2

*( )( ) *

( ( ) ) 0

kIa k S
S

kIa k S k I
S

a kI

  

    

    

    

     

   

  

 
شده در بالا،  يمعرف يهاحال با درنظر گرفتن نماد

است  E*نقطه تعادل  يداريکه در مورد پا ريه زيقض
  شود.يان ميب

  
1Rکه  ي) را در حالت۲ستم (ي: س۲هيقض   است

 يمجانب يداريپا E*نقطه عفونتد. آنگاه يريدرنظر بگ
 ر رخ دهد:ياز دو حالت ز يکيخواهد بود اگر 

هر  يبرا )الف 0,1i  دار ينقطه عفونت پا
)است اگر يمجانب ) 0 P D 1و 2 3a a a  .باشد  

)که  يدر حالت )ب ) 0P D ياست نقطه عفونت برا 

20,1ريمقاد 2 3 3
max{ , , }    


 

 يدار مجانبيپا 
  است.

)يمادهاکه در آن ن )PD ،1a ،2a  3وa يريمقاد   
  

  اند. ف شدهيه تعرياست که قبل از قض
0حالت اول : اثبات ( )PD ،3 1 2a a a  و طبق

  فيتعر
*

* 2
*

1 * 0S

I

Jk S    
  

* و لذا
1S k  جه گرفت يتوان نتين مياست. بنابرا

10ب يضرا a  30و a مثبت هستند.  يريمقاد
  چند  يتز برايهرو-راف اريمع يريحال با به کارگ

هر مقدار يم برايابيياز درجه سه در م يهاياجمله
 0,1i   

.2arg( ) i    
  

E* حول ستم مورد نظريس نيبنابرا  يمجانب يداريپا 
م که يقسمت (ب) فرض کن يبرا  خواهد بود.

( ) 0P D  20,1و 2 3 3
max{ , , }    


 

  .است
د عبارت ک محاسبه ساده نشان دايتوان با يم

* *
1 2( )( )k S S        برابر صفر است. با

  م داشت:يخواه ين تساويکمک از ا
*

* *
2 1 1*

* *
*2

1*

* **
2 2

*

( )

( )( )

( )

(( ))

kIa k S k I
S

S kI k I
S

S k IkI
S

    

     
 

   
   

     

  

 







  

  
د يمثبت اک يريمقاد kو،2ر يکه مقاد ييو از آنجا

2م که يابييهستند در م 0a  .يداريپا طيپس شرا 
] ۱منبع [ ۱فوق طبق گزاره  يمرتبه کسر ستميس يبرا

ز يط قسمت دوم نيبا شرا E*ن يبرقرار است، بنابرا
 خواهدبود و اثبات کامل است. يمجانب يداريپا
  
تم يالگوربا استفاده از  يج عددينتا - ۳

  کفيلتن-گرانوالد
بدست آمده  يليج تحليق نتاين بخش، به منظور تحقيدر ا

مدل  يرا برا يقابل تامل يهاقبل، نمونه يهادر قسمت
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 يم. برايپردازيآنها م يدز در نظر گرفته و به حل عدديا
ر استاندارد و روش يغ ين منظور از روش تفاضل متناهيا

. در ابتدا ستفاده شده استکف ايلتن-گرانوالد يسازگسسته
  ح داده سپس به يبطور مختصر روش فوق را توض

  ان خاطر نشان يم پرداخت. در پايمربوطه خواه يهامثال
افزار  ها با نرم ن مثاليمربوط به ا يها م که برنامهيکنيم

Mathematica اند.  نوشته و اجرا شده  
 

  نکف:يلت-ب گرانوالديتقر .۳,۱
  ميکنير شروع ميز يمرتبه کسر ل ازيفرانسيبا معادله د

( ) ( , ( )),
    (0) ,
     [0, ],

D X t f t X t
X X
t











 

  
0که   وD است. با  يانگر مشتق کسريب

 يمشتق کسر ينکف برايلت-ف گرانوالدياستفاده از تعر
  توان نوشت:يم يک بعدي

( )

0 0

( )

1lim ( 1) ( ( )),
( ( ))

g h
i

h i

D X t

X t ig h
ig h








 
 
 






 
  

 


 
)که در آن  )g h  0]اندازه گام افراز بازه, ] تابع  و

g وسته و برابر صفر بوده و ينقطه صفر پ يگيدر همسا

( )g h
 

 
  

ح، يجزء صح 
 ( )g h

دهد. با توجه به يرا نشان م

ر گسسته يلات فوق به صورت زستم معاديس ين تساويا
  خواهد شد

0

( , ),
        0,1,2,3,...

n
i n i n n

i

C X f t X
n







   

  
)که در بالا  )nt ng h  وiC

بيها ضراGL  
  کنندير صدق ميز يشوند و در رابطه بازگشتيده مينام

1
1(1 ) ,

( ( )) ,
1,2,3,...

i iC C
i

C g h
i

 

 








 




  

۱کنزيراستاندارد ميغ يروش تفاضل متناه با بکار بردن
١٠ 

نکف يلت-گرانوالد يسازک گسستهي] همراه با تکن۱۱،۱۲[
  م داشت ي) خواه۲ستم (يهرکدام از معادلات س يبرا

1

2

3

1
1

0

1 1
1 2

1
1

0

1 1
1 2

1
1

0

1 1

( )

( ) ( )

( )

n
n i

i
i

n n n n

n
n i

i
i

n n n n

n
n i

i
i

n n

C S

Q I J S S

C I

I J S I

C J

I J







  

    

  


 



 



 



 


 



 





   

 

    




  







 

  
بالا و بدست آوردن توابع  يهاعبارت يسازحال با ساده

, ,I J S در مرحله ( 1)n -ريمقاد يام برا 
0,1,2,3,...n  شوديجه مينت  

1

1

1
1

1 1

1 2

,

n
n i

i
n i

n n

Q C S
S

C I J



   


 


 






  


 

2

2

3

3

1
1 1

1 2
1 1

1
1 1

1 1

( )
,

.
( )

n
n n n n i

i
n i

n
n n i

i
n i

I J S C I
I

C

I C J
J

C









 

  



 


  

 




  

 



 


  




 





 
م در بالا يتوجه کن

0 0 0( , , ) ( (0), (0), (0))S J I S J I  همان
0tه مسئله در نقطه يط اوليشرا  بدست  ياست.  برا

 ي، براين روش عدديا ييجه بهتر در همگرايآوردن نت
iCري) مقاد۲ستم (يهر کدام از معادلات س

 را به صورت
  تر قيدق يانيم به بيريگير در نظر ميز

1 1
1( ) ,

heC


 







  

                                                
1. Micken’s scheme 
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2 2

( ) 1( ) ,
heC

  
 

  

 







 
 

3 3

( ) 1( ) ,
heC

 
 

 










 

  
  ميکنيم يادآورين يهمچن

1

1
(1 ) ,         1,2,3,...j jj

i iC C j
i

 



    

  
 يبالا را برا يددک حل عيحال با کمک از روابط، تکن

  م.يکنيم يسازادهيپ يبخش بعد يهامثال
  

   هاآن يدز و حل عددياز مدل ا ييهامثال .۳,۲
  ) ۲ستم (يثابت در س يد پارامترهايفرض کن :۱مثال

  

 ر را داشته باشند:ير زيمقاد

1 2

275,   0.09,
0.092,   0.034,
0.00005,  0.000012

Q 
 
 

  
 
 

  

  
0.739Rهيآنگاه با محاسبه، عدد مولد پا   خواهد

نقطه تعادل  يدارا ۱ه يستم فوق طبق قضيبود و لذا س
E(3055,0,0)آزاد    است. حال با کمک از روش
، توابع يکف ارائه شده در بخش قبليلتن-گرانوالد يعدد

, ,I J S ه يفرض اول را نسبت به زمان با
0 0 0( , , ) (150,50,90)S J I  ر يمقاد يبرا

2از  يتفاوتم 1, 3و۱ يهام. شکليکنيمحاسبه م ،
  دهند.ينمودار توابع فوق را نسبت به زمان نشان م ۳و  ۲

  
  بر حسب زمان Iنمودار تابع : ۱شکل 

  
  بر حسب زمان Jنمودار تابع : ۲شکل 
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  بر حسب زمان Sنمودار تابع : ۳شکل 

  
 

) ۲ستم (يثابت در س يد پارامترهايفرض کن :۲مثال
 ر را داشته باشند:ير زيمقاد

1 2

766,   0.019,
0.74,   0.04,
0.00009,   0.00002

Q 
 
 

  
 
 

  

  
4.594Rه برابريآنگاه با محاسبه، عدد مولد پا  

   يدارا ۲ه يستم فوق طبق قضين سيخواهد بود. بنابرا
  

نقطه تعادل عفونت 
* (8755,39.52,750.03)E   است. حال با

کف که در بخش يلتن-گرانوالد ياستفاده از روش عدد
J,وابعح داده شده بود تيتوض يقبل SوI  را نسبت به

هيفرض اول زمان با
0 0 0( , , ) (1500,16,500)S J I  ر يمقاد يبرا

2از  يمتفاوت 1, 3و۴ يهام. شکليکنيمحاسبه م ،
  دهند.يان منمودار توابع فوق را نسبت به زمان نش ۶و  ۵

  

  
  

  بر حسب زمان Iنمودار تابع : ۴شکل 
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  نبر حسب زما Jنمودار تابع : ۵شکل 

  
  بر حسب زمان Sنمودار تابع : ۶شکل 

  
 يريجه گينت - ۴

 يبرا يرخطيغ ياضيک مدل رين مقاله يدر ا
با  يدز در جامعه انسانيا يماريو عفونت ب HIVروسيو

ستم يس يدارياست. پا ارائه شده  يکسرحسابان کمک از 
 Eشده و نقاط تعادل آن، نقطه تعادل آزاد  يفوق بررس

هر دو مورد بحث قرار  E*) و عفونتيماري(بدون ب
نقاط مورد  يداريپا يبرا يط لازم و کافياند. شرا گرفته

ان شده و بدست يبRه يد مولد پابحث بر اساس عد
دار يفوق متناوبا پا يرخطيکه مدل غ ييآمده است، جا

1Rاست اگر    و در مقابل تعادل عفونت*E  وجود
1Rکه  يدارد وقت  1 باشد. در حالت يداري، پا 

معادلات  يرخطيستم غي) مشابه با س۲ستم (يس
ابه، ج مشي] با نتا۶،۱۳مورد بحث در [ يل عاديفرانسيد

 يها يساز هياست. سرانجام شب قرار گرفته يمورد بررس
و با   متفاوت حل شده يها مجموعه پارامتر يبرا يعدد

  ) سازگار است.۲ستم (يس يبدست آمده برا يليج تحلينتا
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