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 . مقدمه۱
يک  Gهاي يک گروه  از زيرمجموعه(A,B) زوج مرتب 
يک  ABشود هرگاه، هر عضو در  ناميده مي ۱جفت تراگرد

. اين تعريف توسط  نمايش منحصر به فرد داشته باشد
.  مطرح گرديد١٩٩٠در سال  ]۱[در مقاله  ۳و نيمنما ۲کپکا

مورد مطالعه قرار ١٩٩۶در سال  ۴پس از آن توسط لال
هاي يک گروه  ه زيرگروه. با تعميم اين تعريف ب]۲[گرفت

هاي گروه  از زيرگروه (H,M) گردد زوج مرتب نتيجه مي
G  يک جفت تراگرد است اگر و تنها اگرH∩M={eG} .

به ترتيب يک زيرگروه و يک  Mو  Hاکنون اگر 
يک جفت  (H,M) گاه  باشند، آن Gزيرمجموعه از گروه 

 g∈Gاست اگر و تنها اگر براي هر  Gتراگرد از گروه 
باشد  Gشامل فقط يک عضو از گروه  M∩Hgوعه مجم

مطالب   ي جهت مطالعه بيشتر درباره .H∩M = {eG} و 
، ۹، ۵، ۴، ۳، ۲[ توان به ها مي اي براي ساختار تراگرد پايه
ي  . در ادامه روند تحقيق درباره مراجعه نمود ]۱۰

ها وابسته به  تراگردها، نويسندگان مفهوم فراگروه
 ]۷،  ۶[کرده و نتايج جالب توجهي در  تراگردها را تعريف

. در سراسر اين متن از مفاهيمي استفاده  اند  ارائه داده
خواهيم کرد که از اين مراجع انتخاب شدند و به دليل 
اهميت اين مطالب، به برخي از تعاريف و قضاياي مهم 

باشد  Gزيرگروهي از گروه  H. اگر  اشاره خواهيم کرد
ناميم  را يک تراگرد راست مي Gاز گروه  Mزيرمجموعه 

M|داشته باشيم  g∈Gهرگاه براي هر  ∩ Hg| = و  1
eG∈M .بر اين اساس خواهيم داشت  .G = HM تراگرد

هاي چپ  براساس همرده تراگرد راست  چپ را همانند
و  Gيک زيرگروه از گروه  H. لذا اگر  توان تعريف نمود مي
M  يک تراگرد چپ ازH  درG گاه  باشد، آنG = MH . با

شود  يک تراگرد راست باشد نتيجه مي Mفرض آنکه 
MH⊆ HM . بنابراين براي هرa,b∈M  با توجه به آن

 h∈H گيريم عناصر منحصر بفرد نتيجه مي G=HMکه 
و  hعناصر  ab=hm. چنان وجود دارند که  m∈Mو 
m  را به ترتيب با(a,b)h  و [a,b]در  دهيم نشان مي .

 . باشد مي براساس تراگرد راست اين نوشتار تمام مطالب 
به  Mرا روي مجموعه  αتوان عمل دوتايي  بنابراين مي

  صورت زير تعريف نمود:
α: M × M ⟶ M 
(m1,m2)⟼[m1,m2] 

عناصر ، h∈Hو  m∈M چنين، براي هر عضو هم
چنان موجودند که  h′∈Hو  m′∈Mمنحصر به فرد 

.mh=h′m′  h′ و m′ را به ترتيب باmh  وmh  نمايش
عمل يک  h∈Hتوان براي هر  رو مي . از اين دهيم مي

  . به صورت زير تعريف کرد Mرا روي مجموعه  βhتايي 
βh: M⟶Mm⟼mh 

  . ايم تا مفهوم فراگروه راست را يادآوري کنيم اکنون آماده
از گروه  Hاز زيرگروه  Mتراگرد راست . ١ .۱تعريف 

G :٤   ٣   ٢   ١ را همراه با يک عمل دوتايي   
α : M × M ⟶ M (m1, m2)	⟼ [m1, m2] 

 :و اعمال يک تايي
βh : M⟶ Mm ⟼ mh 

 HM ناميم و بافراگروه راست يک  h∈Hبراي هر 
  . دهيم نمايش مي

هاي چپ  فراگروهتوان براي  نظير اين تعريف را مي
MH شوند در نظر  هاي چپ حاصل مي که از تراگرد

يک ,h∈H  βh. لازم به ذکر است که براي هر  گرفت
معکوس ، a∈Gچنين براي هر  . هم ابع يک به يک استت

a  عضوي ازG لذا عناصر  است .h∈H  وm∈M  چنان
را به ترتيب  mو  h. عناصر hm  a-1 = وجود دارند که 

. براي هر عنصر در  دهيم نمايش مي a[-1] و a(-1)با 
. به عبارت ديگر  فراگروه راست معکوس چپ وجود دارد

 چنان موجود است که ∈M	a[-1]عنصر  a∈Mبراي هر
ൣ	a[ିଵ], 	a൧ = e .  

هاي  در ادامه به برخي از خواص جبري در ساختار فراگروه
. براي ديدن جزئيات اثبات نتايج زير  کنيم راست اشاره مي

  . را ملاحظه نمود ]۶[در  ۱. ۲توان قضيه  مي
يک فراگروه راست از  HMفرض کنيد  ]۶[. ۲. ۱قضيه 

 صورت . در اين باشد Gگروه 
 .(ah)h′=ahh′  ، h,h′∈H و a∈M ۱براي هر .  

 [a,b]h =[		aୠ౞ ,bh]،h∈H  و a,b∈M ۲ براي هر .  
  a,b,c∈M ،[[a,b],c]=[a(b;c)h, [b,c]]. براي هر۳
  a∈M ، eh = e, ae = a. براي هر ۴
  a∈M ، [a, e] = [e, a] = aبراي هر  .۵ 

                                                
1. Transversal 
2. Kepka 
3. Nemenmaa 
4. Lal 
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  ، a∈M. براي هر ۶ 
[a[-1], a] = e,   [	aୟ(ିଵ)	, a[-1]] = e 

  ، a∈Mبراي هر  .٧ 
	a(ିଵ)	(ୟ[ିଵ]౞,	ୟ)h =e,a(a(-1))(aa(-1); a[-1])h=e 

  ، a∈M. براي هر ٨ 
(a[-1]) [-1] = aa(−1) 

 a=b( آنگاه[b,c] = [a,c]  اگر a,b,c∈M. براي هر ٩  
  ) قانون حذف از راست

داراي جواب  b = [x,a]معادله a,b∈M هر . براي ١٠
 . استHM  ريکتا د

.  هاي راست، معکوس چپ هر عضو يکتاست در فراگروه
چنين با توجه به قانون حذف از راست براي  هم

توان تابع يک به  مي  G از گروه HMراست  هاي فراگروه
با  ∋HM a را براي هر αa:HM↦HM يک و پوشاي

 . تعريف نمودαa(b)=[b,a]  ضابطه
روه، يک توان ملاحظه نمود که هر گ به سادگي مي

فراگروه است ولي با توجه به اين که خاصيت شرکت 
ها در حالت کلي  براي فراگروه αپذيري عمل دوتايي 
لذا عکس اين  )۲. ۱در قضيه  ٣برقرار نيست (اتحاد 

  . باشد مطلب برقرار نمي
گروه اعداد مختلط *G = C فرض کنيد . ٣. ۱مثال 

 يک زير گروه ازH ={z∈C∗:|z|=1   {بدون صفر و
با عمل ضرب يک گروه آبلي  *C. مجموعه  باشد G گروه

شامل  G/H. مجموعه خارج قسمتي  نامتناهي است
. در اين صورت مجموعه اعداد  مرکز است هاي هم دايره

است که  Gاز گروه  Hحقيقي منفي فراگروهي از زيرگروه 
  . باشدگروه نمي
يک فراگروه وابسته به  HMفرض کنيد  ۴. ١تعريف 

را فراگروه جابجايي  HM. در اين صورت  باشد Gگروه 
  داشته باشيم a,b∈Mناميم هرگاه براي هر 

.[a,b] = [b,a] 
قابل توجه است که در هر فراگروه جابجايي قوانين حذف 

ي زير با  . اثبات قضيه پذيري چپ و راست برقرار است
از روابط بين اعضاي يک فراگروه به آساني نتيجه  استفاده

  . شود مي
هر فراگروه جابجايي که عمل دوتايي آن  .۵.  ۱قضيه 
  . پذير باشد، يک گروه است شرکت

تواند يک فراگروه  يک گروه غيرآبلي مي .۶.  ۱ملاحظه 
  . جابجايي داشته باشد

يک  H = {(1), (12)}فرض کنيد . ٧.  ۱مثال 
. در اين  باشدG=S3  زيرگروه از گروه ناآبلي جايگشتي

 . M = {(1), (123), (123)} صورت
  . است Hفراگروه جابجايي از زيرگروه 

عبارت است از  ١که يک شبه گروه ]۸[کنيم  يادآوري مي
که براي هر ∗همراه با يک عمل دوتايي  Qيک مجموعه 

a,b∈Q ، معادلاتa∗x=b  وy∗a=b  درQ  داراي
) ۱۰. حال با توجه به اتحاد ( جواب منحصر به فرد باشند

  :ها داريم ت جابجايي فراگروهو خاصي ۲. ۱در قضيه 
 . هر فراگروه جابجايي يک شبه گروه است .٨. ۱قضيه 

  
  . فراريختي۲

براي انتقال اطلاعات جبري بين دو فراگروه، نيازمند ابزار 
. براي اين منظور  ارتباطي همانند ريخت در جبرها هستيم

مفاهيم اساسي نظير زيرفراگروه و زيرفراگروه نرمال را 
  .]۶[کنيم  ييادآوري م

از گروه  Hيک فراگروه حاصل از زيرگروه  Mفرض کنيد 
G  با دو عملگرα  وβh در اين صورت يک  باشد .

باشد يک  مي eرا که شامل  Mاز فراگروه  Sزيرمجموعه 
تحت اعمال  Sشود هرگاه  ناميده مي Mاز زيرفراگروه 

α  وβh به عبارت ديگر  بسته باشد .S  زيرفراگروه ازHM 
 h∈Hو هر  a,b∈Sاگر و تنها اگر به ازاي هر است 

  h∈S[a,b]. نتيجه شود
يک زيرگروه از  H ={e,b}فرض کنيد  .۱. ۲ مثال 

  گروه دو وجهي
G= D3={aibj| i = 0,1,2,3  j = 0,1,aib = ba-i}. 

مجموعه خارج  اين صورت هشت فراگروه از . در باشد
 قسمتي

G/H ={H,Ha,Ha2,Ha3} 
 ها عبارت است از فراگروه از اين. يکي  گردد حاصل مي

 M = {e, a, a2b, a3} 
  : هاي آن عبارتند از که زيرفراگروه

N1= {e}, N2= {e, a2b}, N3 = M. 

                                                
1. Quasigroup 
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يک زيرفراگروه از  Sکنيد  فرض )]۶[( .۲. ۲ قضيه
 HSاين صورت . در باشد Gاز گروه  HMفراگروه 

 . است Hشامل  Gزيرگروهي از 
با دو  HMعه از فراگروه دو زيرمجمو Bو  Aفرض کنيد 

  . دراين صورت باشند βh  ،αعملگر 
α(A,B)= [A,B] ={[a,b]| a∈A,b∈B}. 

  . دهيم نمايش مي [A,b]را با [A,B] گاه  آن B= {b}اگر 
يک  S) فرض کنيد ]۶[ ۲. ۱لم (. ٣. ۲قضيه 

. در اين  باشد Gاز يک گروه  HMزيرفراگروه از فراگروه 
  صورت

  .  S = [S,a]و  S ⊇ [a,S]گاه آن a∈S. اگر ۱
 .  M - S∋	[a,S]گاه آن  a∈M - S. اگر ۲
  . h∈H  ،Sh = S. براي هر ۳

ي زير براي اثبات قضاياي يکريختي کاربرد  دو نتيجه
  .) را ببينيد ]۶[دارند (براي جزئيات بيشتر مرجع

هايي از  زير فراگروه Sو  Rفرض کنيد . ۴. ۲قضيه 
زير  [S,R]راين صورت . د باشندG از گروه  HMفراگروه 

  است اگر و تنها اگر HMفراگروه  فراگروه از
[R,S] ⊆ [S,R]. 

هايي از فراگروه آبلي  زيرفراگروه Sو  Rاگر  .۵. ۲ نتيجه 
HM گاه  باشند، آن [S,R]و[R,S]  هايي از  فراگروه زير

  . باشندمي HM فراگروه
يک زيرفراگروه از  Sفرض کنيد  )]۶[(. ۶. ۲ لم

در اين . a,b∈HMباشد و  Gاز گروه  HMفراگروه 
  . صورت شرايط زير معادلند

،a∈ [S,b] .۱ 
،[S,a] = [S,b] .٢ 

 .	aୠ(షభ) , b[-1]∈S . ٣ 
از  Hيک فراگروه حاصل از زيرگروه  HMفرض کنيد 

را مرتبه آن فراگروه نامند  HM. تعداد عناصر  باشد Gگروه 
ايم که مرتبه  رده. قبلا ثابت ک دهيم نمايش مي |HM|و با 

هاي راست نظير  هر زير فراگروه راست با مرتبه هر همرده
چنين براي يک  هم. |S|=|[S,a]|. يعني  آن برابر است

   داريم: a,b∈Mو هر  Mاز  Sزيرفراگروه 
[S,a] = [S,b] يا [S,a] ∩ [S,b] = ∅ 

   HMتوان يک فراگروه مانند  با استفاده از مطلب بالا مي

هايي  به رده Sر زيرفراگروه از آن مانند را به وسيله ه
,ୟ∈ౄ୑[S ∪= . افراز نمود  a] HM 

نشان [M:S] را به  HMدر  Sهاي راست  تعداد همرده
. با اين مقدمات قضيه  ناميم ميM در  Sداده و شاخص 

  . ها داريم لاگرانژ را براي فراگروه
يک زيرفراگروه از  Sفرض کنيد ) ]۶[( .۷. ۲قضيه 

. دراين صورت مرتبه  باشد Gازگروه  HMگروه متناهي فرا
S ، مرتبهM کند و داريم: را عاد مي  

|M| = [M:S]|S| 
حال شرايطي را که زيرفراگروهي از يک فراگروه نياز دارد 

هاي نظير آن تشکيل يک فراگروه  تا مجموعه همرده
 . دهيم را مورد بررسي قرار مي جديد بدهند

 Gيک فراگروه از گروه  HMفرض کنيد  .٨. ۲تعريف 
زيرفراگروه را،  HMاز فراگروه  N. زيرفراگروه  باشد

  ،a,b∈Mناميم هرگاه به ازاي هر  HMاز نرمال 
[a, [N,b]] = [N, [a, b]]. 

داراي ، HMبا توجه به تعريف فوق هر فراگروه مانند 
ها هر گروه  . در نظريه گروه است {e}زيرفراگروه نرمال 

يک  HMباشد ولي در فراگروه،  خود ميزير گروه نرمال 
زيرفراگروه نرمال است هرگاه قانون حذف از چپ براي 

HM برقرار باشد .  
يک زيرفراگروه نرمال از  Nفرض کنيد ) ]۶[( .٩ . ۲لم

. دراين صورت خواص زير  باشد Gاز گروه  HMفراگروه 
  . برقرار است

  . a∈M ،  [N, a] = [a, N] . براي هر۱
   a,b∈M  ، [[N,a], [N,b]] = [N,[a,b]]. براي هر ۲
 b∈N.  گاه  آن N = [N,b]. اگر ۳
گاه  باشد، آن HMيک زيرفراگروه از فراگروه  S. اگر ۴ 

[N,S]  يک زيرفراگروه ازHM  است بالاخص اگرS 
 . نيز نرمال است[N,S] گاه  باشد، آن نرمال

در ادامه از يک زيرفراگروه نرمال يک زير گروه نرمال 
 . گردد ل ميحاص

زيرفراگروهي نرمال از  Nفرض کنيد . ١٠. ۲قضيه 
 چنان باشد که Gاز گروه H از زيرگروه  Mفراگروه 

|N|=ଵ
ଶ
|M| . در اين صورتHN  زيرگروهي نرمال از
  . است Gگروه 
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و  Mزيرفراگروه نرمال از فراگروه  Nفرض کنيد  . اثبات
|N|=ଵ

ଶ
|M| ردر اين صورت با توجه به آن که د 

داراي خاصيت حذف  αهاي راست عمل دوتايي  فراگروه
داريم  a∈Mاست و براي هر  راست   از سمت

.[N,a]=[a,N] رو  از اين[a,b]∈N  اگر و تنها اگر
a,b∈N  و يا a,b∈M-N . حال با توجه به اين نکته
. بنابه  يک زيرگروه نرمال است Gدر  HNکنيم  ثابت مي

. اکنون  استG ه زيرگروهي از گرو HN ،۲. ۲ قضيه
  . نرمال است Gدر  HNدهيم  نشان مي

 HMبا توجه به اينکه  k∈g-1 HNg و  g∈Gفرض کنيد 
 h, h′, h′′∈H، است عناصر  Gفراگروهي از گروه 

n∈N و a∈M  چنان وجود دارند کهg = ha  و نيز با
  شود محاسباتي ساده نتيجه مي

k=g-1h′ng=a-1h-1h′nha=a(-1)a[-1]h′′na 
 . حکم برقرار است٢ .٣ا توجه به بند اول اکنون ب

شود که آيا نظير يک  در اين قسمت اين سوال طرح مي
از  Hکه شامل زيرگروه  Gاز گروه  Nزيرگروه نرمال 

از فراگروه  Sاست. آيا زير فراگروه نرمالي مانند  Gگروه 
HM توان يافت به قسمي که  ميN = HS  به عبارت

هاي نرمال  ن زير گروهديگر آيا تناظر يک به يک بي
هاي نرمال از  و زيرفراگروه Gاز گروه  Hشامل زيرگروه 

  وجود دارد؟ Gازگروه  HMفراگروه 
هاي رياضي  هاي بسيار مهم ساختن دستگاه يكي از روش

جديد جبري يا غيرجبريي از يك دستگاه رياضي داده 
. در اين  شده، تشكيل خارج قسمت آن دستگاه است

م که اگر زيرفراگروهي از يک دهي بخش نشان مي
هاي  ي هم رده گاه مجموعه فراگروه، نرمال باشد، آن

  . دهند راست آن تشکيل يک فراگروه جديد مي
از  HMيک زيرفراگروه نرمال از فراگروه  Sفرض کنيد 

  باشد در اين صورت مجموعه تراگرد راست Gگروه 
{[S, a]| a∈M}  از زيرگروه H′ ={hS| h∈H} از

 با اعمال زير  G′ ={h[S, a]| h∈H, a∈M}گروه 
α([S, a], [S, b]) = [S, [a, b]] 
βh′([S, a]) = [S, ah],   h′ = hS 

فراگروه خارج دهد که آن را  تشکيل فراگروهي مي
 . ناميم ميقسمتي 
   Giفراگروه ازگروه  HiMiفرض کنيد . ١١.  ۲تعريف 

يک همريختي بين  φ. بعلاوه  اشدب =i 1,2براي 
  . دراين صورت تابع باشد H2و  H1هاي  زيرگروه

f : H1M1 ⟶H2M2 
است هرگاه  )فراريختي( همريختي فراگروهييک 

 :داشته باشيم
  : m′∈M ،m . براي هر۱

.f ([m, m′]) = [f(m), f(m′)]  
  : m∈M1و  h∈H1. براي هر ۲

.f(mh) = (f(m))φ(h)  
 ها را مورد اينک بعضي از خواص همريختي در فراگروه

  . دهيم بررسي قرار مي
   فرض کنيد) ]۶[(. ۱۲. ۲قضيه 

f : H1M1 ⟶H2M2 
به  H1يک همريختي از زيرگروه φ يک فرا ريختي و 

  . در اين صورت باشد H1 زيرگروه
  . ها حافظ عضو هماني، معکوس چپ هستند . فراريختي۱
گاه، نقش همريخت هر  برو باشد آن φ. اگر همريختي ٢

  . خواهد بود H2M2ير فراگروهي از زH1M1  زيرفراگروه از
يک  H2M2. تصوير معکوس يک زيرفراگروه ٣

  . است H1M1زيرفراگروه از 
ي  ي كار، نياز به معرفي مفهوم هسته براي ادامه

  . ها را داريم هاي بين فراگروه همريختي
  فرض کنيد .١٣.  ۲تعريف 

f : H1M1⟶ H2M2 
  ي . مجموعه يک فراريختي باشد

K= {m∈ H1M1: f(m)=eୌଶ౉మ  } 
 Kerfناميم و آن را با  مي fي فراريختي  هستهرا 

 fگردد فراريختي  . به سادگي نتيجه مي دهيم نمايش مي
 Kerf={e}. يک به يک است اگر و تنها اگر 

با استفاده از مفهوم همنهشتي قضيه زير را ثابت  ]۷[در 
  . ايم کرده

فراگروه ي هر فراريختي يک زير هسته .١۴.  ۲قضيه 
  . نرمال است

ها  دهيم تکريختي در گروه در اين قسمت ابتدا نشان مي
حافظ تراگرد است و سپس با استفاده از آن قضاياي 

شود و ارتباط بين  ها بررسي مي يکريختي در فراگروه
  . شود ها و فراگروه خارج قسمتي نشان داده مي فراريختي
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ي و يک تکريختي گروه G2۱ f:G1⟶اگر . ١۵.  ۲لم 
(H, M)  يک تراگرد راست از گروهG1 گاه  باشد، آن

(f(H),f(M))  يک تراگرد راست از گروهG2 است .  
گاه  ريختي باشد، آن هم fو  G1زيرگروه  Hاگر  . اثبات
f(H)  زيرگروهي ازG2 کنيم  . اکنون ثابت مي است

(f(H), f(M)) چون تراگرد است .  
f(M)≠ ∅ ،e2 = f(e1)∈ f(M) 

 a=f(h)= f(m) گاه آن، a∈f(M)∩f(H) بعلاوه اگر
  لذا. m∈Mو  h∈Hبه ازاي 

f -1(a) = m,  f -1(a) = h. 
از . h=mشود  نتيجه مي fحال از يک به يک بودن 

∩H طرفي  M = {eଵ}۲  ،داريم.a= f(h)=f(m)=e2 
e2  a = f(eଵ) رو از اين = .  

  توان بررسي نمود براي هر به آساني مي
f(H)g∩f(M) ،g∈ f(G1) 

  . اکنون فرض کنيد براي هر ناتهي است
g∈f(G1) ،a, b∈ f(H)g∩ f(M) 

∋ و  h1h2در اين صورت M۲m2 ,۱m1  موجودند
  طوري که به

a = f(h1)g, b= f(h2)g 
  و

a = f(m1), b= f(m2) 
 بنابراين

g = (f(h2)) -1 b, g = (f(h1))-1a 
 نتيجه در

 (f(h1))-1a = (f(h2))-1b 
 پس

  f(h1-1)a = f(h2-1)b 
 دهد اين نتيجه مي

f(h1-1)f(m1) = f(h2-1)f(m2) 
  رو از اين

f(h1-1m1) = f(h2-1m2)  
   يک به يک است fچون 

H1-1m1 = h2-1m2 
 داريم  تراگرد است،(H,M) جا که  از آن

 h1-1= h2-1, m1= m2 
  و a = bپس 

 |f(H)g∩ f(M)|= 1 
 . راست است يک تراگرد(f(H), f(M))  بنابراين

ها، به بيان  بيان قضاياي يکريختي فراگروهحال قبل از 
 . پردازيم حکم مهم زير مي

ها، يک  متناظر با هر تکريختي در گروه. ١۶.   ۲قضيه 
ها وجود  هاي وابسته به آن گروه فراريختي روي فراگروه

  . دارد
ها و  يک تکريختي گروه ′φ:G⟶Gفرض کنيد  . اثبات

HM  يک فراگروه از گروهG صورت،. در اين  باشد 
  φ(H)φ(M) يک فراگروه از گروه  ١۵. ۲بنابه قضيه

φ(G) اگر  است .a,b∈HM ،گاه آن  
φ(ab) = φ((a,b)h[a, b])=φ((a,b)h)φ([a, b]). 

  از طرفي داريم
φ(a)φ(b) = (φ(a),φ(b))φ(h′)[φ(a), φ(b)]. 

  :شود از برابري روابط فوق و خاصيت تراگرد نتيجه مي
φ((a,b)h) = (φ(a),φ(b))φ(h′)  

  و
φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)]). 

در اين صورت . h∈Hو  m∈HMحال فرض کنيد 
.φ(mh)= φ(m)φ(h)  با محاسبات مشابه آنچه در

و  φ(mh)=φ(m)φ(h)شود  مي شد، نتيجه بالا بيان
φ(mh)=φ(m)φ(h). 

 ۱۶. ۲کنيم تحت شرايطي، عکس قضيه  مي اکنون ثابت
  . نيز برقرار است

 Giفراگروهي از گروه  HiMiض کنيد فر. ١٧.  ۲قضيه 

  و   i=1,2 براي
f: H1M1 ⟶H2M2 

  يک فراريختي و 
φ:H1⟶H2 

  ها باشد به قسمي که  يک همريختي گروه
 .	φ((	ୟ౞,ୠ)h) =(୤	(ୟ)ಞ(౞) ,f (b))h 

  در اين صورت نگاشت
ψ:G1⟶G2 
ψ(g) = 	ψ(ha) = φ(h) f(a) 

  . ستا G2به گروه  G1يک همريختي از گروه 
  . حال فرض کنيد بديهي است ψ	خوش تعريفي  . اثبات

 .g1, g2∈G 
طوري که  به ai∈Mi و hi∈Hiدر اين صورت وجود دارند 

gi=hiai  1,2براي=i. هاي زير با استفاده از  تساوي
 φو  fها و اين واقعيت که  در فراگروه ۲. ۱روابط قضيه 
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 اصلها و فراريختي هستند ح به ترتيب همريختي در گروه
  . گردد مي

	ψ (g1g2)=		ψ(hଵ
ୟଵhଶ

൫ୟభ౞మ,ୟమ൯hൣaଵ୦ଶ, aଶ൧)  
=	φ(hଵ

ୟభhଶ
൫ୟభ౞మ,ୟమ൯h)f(ൣaଵ୦ଶ, aଶ൧) 

=	φ(hଵ)φ(ୟభhଶ)φ(൫ୟభ
౞మ,ୟమ൯h)f([൫aଵ୦ଶ, aଶ൯]) 

 چنين داريم هم
	ψ(g1)		ψ(g2)=
	φ(hଵ)f(aଵ)φ(hଶ)f(aଶ) =  
	φ(hଵ)(୤(ୟభ)φ(hଶ))((୤(ୟభ)

஦(୦ଶ),୤(ୟଶ)
) 

h[f(aଵ)஦(୦ଶ), f(aଶ)] 
و  h=eقرار دهيد φ حال کافيست در تعريف همريختي 

 b=e در اين صورتφ( hୟ ) =୤(ୟభ) h ،φ  لذا با
 . ددگر مي ، نتيجه حاصلfتوجه به فراريختي 

بروريختي  ψ	گاه  برو باشند آن fو  φاگر  ١٧. ۲در قضيه 
 . است

ها  در ادامه قضاياي همريختي و يكريختي براي فراگروه
ها در مورد ارتبـاط بـين سـه  . اين قضيه گردد مي بررسي

ها  مفهوم زيرفراگروه نرمال (كه در تناظر با همنهشتي
  . باشد مي راگـروه خـارج قسـمتي و فراريختيهسـتند)، ف

ها از ديدگاه جبر جامع در  قضاياي يکريختي براي فراگروه
. در اين پژوهش اين قضايا را  بررسي شده است ]۶[مرجع

ها و  ها، حلقه طور مستقيم، مشابه آن چه در نظريه گروه به
  . ها وجود دارد، اثبات نموديم مدول

اول يکريختي) فرض کنيد ي  قضيه(. ١٨. ۲قضيه 
f:HM⟶H′M′ يک فراريختي چنان باشد که همريختي 

φ:H⟶H′ در  مفروض در تعريف فراريختي برو باشد .
  اين صورت

HM/Kerf	≅ f(HM). 
 f(HM)، ۱۲. ۲بنابه قسمت دوم قضيه  . اثبات

 .N= Kerf. فرض کنيد  است′H′M  اززيرفراگروهي 
. لذا به  ه نرمال استزيرفراگرو  N،۱۴. ۲ي  قضيه بنابه

 g:HM/N⟶f(HM)، تابعHM/N∋[N,m]ازاي هر 
.  توان تعريف نمود مي g([N,a])= f(a)صورت  را به

  . خوش تعريف و يک به يک است gکنيم  مي حال ثابت
[N, a] = [N, b] 
⇔ [ab(-1), b[-1]]∈ N 
⇔ f(ab(-1), b[-1]) = e 
⇔ [(f(	a))(୤(ୠ))

(షభ)
, (f(b))[-1]] = e 

⇔ ((f(	a))(୤(ୠ))
(షభ)

=(f(b))(୤(ୠ))
(షభ)

  
⇔ f(a) = f(b). 

 a∈M در اين صورت وجود دارد a′∈ f(M). فرض کنيد
 يا g([N,a])=f(a) بنابراين a′=f(a).طوري که به

g([N,a])=a′  
. سرانجام به ازاي هر  پوشاست gدهد  مي اين نشان

[N,a],[N,b]	∈HM/N داريم 
g([[N,a],[N,b]])=g([N,[a,b]])= f([a, b]) 
 =[f(a), f(b)]=[g([N,a]),g([N,b])] 

در شرط اول تعريف فراريختي  gدهد که  مي اين نشان
گاه  آن، h∈Hو   HM/N ∋[N,a]. اگر  کند مي صدق

h′=hN  و  
g([N,a])h′=g([N,ah])=f(ah)=(f(a))φ(h)= 
(g([N,a])) φ(h) 

  :بنابراين است. ′Hو  Hهمريختي از گروه  φكه 
 HM/N≅f(HM). 

از  Nشود كه به ازاي هر فراگروه نرمال  ملاحظه مي
تصوير  HM/N، فراگروه خارج قسمت HMفراگروه 

ريخت  است و به ازاي هر تصوير همHM ريخت   هم
H′M′  زيرفراگروهN  ازHM به قسمتي وجود دارد كه 

HM/N≅H′M′.  
  فرض کنيد. ١٩. ۲ال مث

aib=ab-i} 0,1=j  G={aibi|  i=0,1,2  
ي خارج قسمتي  در اين صورت از مجموعه H={e,b} و 

G/H={H,Ha,Ha2} شود مي هاي زير حاصل فراگروه . 
 M1={e, a, a2}        M2={e, a, ab} 
M3={e, a2b, a2}     M4={e, a2b, ab} 

 M2 و  M3 ،M4هاي هتنها زيرفراگروه نرمال از فراگرو
. لذا تا حد يکريختي هر کدام از اين  است {e}زيرفراگروه 

 هستندMi/{e} ها شامل يک تصوير هم ريخت  فراگروه
(i =2,3,4) . اما فراگروهM1  داراي دو زيرفراگروه

. بنابراين تا حد  است {e}نرمال، يعني خودش و 
  يکريختي اين فراگروه شامل دو تصوير هم ريخت

Mi/{e} ≅M 1   , M1/M1 ≅{e} 
 . باشدمي
دو زيرفراگروه نرمال از ′N و  Nفرض کنيد .  ۲۰.  ۲لم 

در اين صورت  ′N⊆Nطوري که  باشند به HMفراگروه 
N′/N  زيرفراگروه نرمالي درHM/N است .  
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زيرفراگروهي از  N′/Nکنيم  مي ابتدا ثابت . اثبات
HM/N است .  

[N, e′]∈N′/N ⇒N′/N≠∅, N′/N⊆HM/N 
∋n′ 1, n′ 2به ازاي هر N   داريم   

.[N, n′ 1], [N, n′2]	∈N′/N 
 بنابراين

[[N,n′1], [N,n′2]]=[N, [n′1, n′2]] = 
[N,n′3]	∈N′=N 

 که
[n′1, n′2] = n′3 ∈N′ 

 . بسته است αنسبت به عمل ′N / Nبنابراين
 :داريم h∈H  و N′/N∋[′N,n]حال به ازاي هر 

[N, n′]hN=[N,n′h]=[N,n′1]	∈N′/N 
 HMزيرفراگروهي از N  ′چون( n′h∈N  n′1 =که 
. در  بسته است βنسبت به عمل  ′N /N.) بنابراين است

  . است HM/Nزيرفراگروهي از  N′/N نتيجه
زيرفراگروه نرمالي از فراگروه  ′N/Nکنيم  مي اکنون ثابت

HM/N به ازاي هر  است .a,b∈HM خواهيم داشت 
 [N, a], [N, b]	∈HM/N .اين با استفاده مکرر از بنابر

 داريم: ۹. ۲اتحادهاي لم 
 [[N, a], [N′/N], [N, b]] 
= [[N,a],[[N,N′], [N, b]]]  
= [[N, a], [N, [N′, b]]] 
= [N, [a, [N′, b]]] 
= [N, [N′, [a, b]]] 
= [[N, N′], [N, [a, b]]] 
= [N′/N, [N, [a, b]]] 
= [N′/N, [[N, a], [N, b]]] 

 )ها ي يکريختي در فراگروه ومين قضيهد( .۲۱. ۲قضيه 
بر  HMهايي نرمال از فراگروه  زيرفراگروه′N و  Nاگر 

  گاه آن، ′N⊆Nطوري که  باشند به Gروي گروه 
୑ౄ
୒
୒ᇱ
୒

≅
Mୌ
N′

 

⟶نگاشت  . اثبات ୑ౄ
୒ᇱ

 f: ୑ౄ
୒

 ي با ضابطه 
f([N,a])=[N′,a] م دهي مي . نشان را در نظر بگيريدf   
 HM/N∋[N,b],[N,a]. براي هر  يک فراريختي است

[N, a] = [N, b] ⇔ [ab(-1), b[-1]]	∈N 
⇔ a∈ [N, b] ⊆ [N′, b] 
⇔ a∈ [N′, b] 
⇔ [N′, a] = [N′, b] 

⇔ f([N, a]) = f([N, b]) 
  . اگر خوش تعريف و يک به يک است fبنابراين 

 [N,a],[N,b]	∈HM/N  کهa,b∈HM گاه با توجه  آن
  داريم: ۹. ۲دهاي لم به اتحا

f([[N, a], [N, b]]) = f([N, [a, b]]) 
     = [N′, [a, b]] 
     = [[N′, a], [N′, b]] 
     = [f([N,a]), f([N,b])] 

  داريم: HM/N∋	[N,a] و h∈Hهمچنين به ازاي 
f([N,a]hN) = f([N, ah]]) 
= [N′, a]h 
= (f([N, a]))h 

.  ن برقرار استرو شرايط تعريف فراريختي بود از اين
.  است fي فراريختي  هسته′N/ Nکنيم  مي اکنون ثابت
 داريم لذاN′/N∋	[N,a]  فرض کنيد

 در اين صورت N=[N,a]گاه  آن،  a∈N. اگر۱
f([N,a]) = f(N)=	eୌ౉/ొ  ⇔ [N, a]∈Kerf 

  گاه آن، a∈M – N. اگر ۲
f([N,a])=[f(N), f(a)]= f(N)=	eୌ౉/ొ  ⇒  
[N, a]	∈ Kerf 

ي فراريختي است  ي هسته زيرمجموعه ′N/Nبنابراين
 شمول عکس نيز سر راست است و بنابراين

Kerf=N′/N ۲۰. ۲توجه به لم  با  N′/N⊴HM/N  .
 :ها داريم ي اول يکريختي در فراگروه لذا با توجه به قضيه

୑ౄ
୒
୒ᇱ
୒

≅
Mୌ
N′

 

ي يکريختي در  سومين قضيه(. ۲۲. ۲قضيه 
 Sزيرفراگروهي نرمال و  Nها) فرض کنيد  روهفراگ

. در اين  باشند Gاز گروه  Mزيرفراگروهي از فراگروه 
  صورت

S
S ∩ N

≅
[N, S]
N

 

 [N, S]با توجه به آنکه عنصر خنثي فراگروه . اثبات
است و مجموعه شامل عنصر خنثي از هر  Nفراگروه 
 اريمدهد د مي تشکيل زير فراگروه نرمال از آن را فراگروه

 .N⊴ [N,S]توان تابع مي بنابراين φ: S ⟶ [୒,ୗ]
୒

با  
. به  تعريف نمود a∈Sرا براي هر a↦ [N,a] ضابطه 

در هر دو شرط  φتوان نشان داد كه تابع  آساني مي
  . کندمي فراريختي صدق



 

 ۱۱۵                                                                                                                                                       ها ها و فراگروه گروه
  

   

عضوي دلخواه   N/[N, S] ∋	[N, [N, a]]کنيدفرض  
که طوري  به a∈S. در اين صورت، وجود دارد  باشد

φ(a)=[N,a]=[N,[N,a]] بنابراين φ  يک فراريختي
  :چنين . هم برو است

Ker(φ)= {a∈S| [N,a]	∈N} = S∩ N. 
 . گردد مي نتيجه حاصل ۱۸. ۲حال با توجه به 

□  
  

   



  ۱۱۶                                                   ۱۳۹۶ تابستان، دهم، شماره سومدر رياضي/ سال  هاي نوين/ پژوهشو همکاران  غلامرضا مقدسي
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