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  چکيده

ار فاصله ين، تحت معيشيقات پيباشد که در تحقيان ميجر يهان مسائل شبکهيتراز مهم يکيا يان پويمم جريمعکوس ماکز
ار يستا تحت معيا يهانه مسائل معکوس در شبکهيدر زم ياراً مطالعات گستردهياما اخ. قرار گرفته است يمورد بررس يدسياقل
ا يان را در شبکه پويمم جرين مقاله معکوس ماکزيلذا در ا. آن است، انجام گرفته است يعمل ياز کاربردها ينگ، که ناشيهم

رات ممکن در يين تغيم با کمتريخواهيا، ميان داده شده در شبکه پويجر يبرا. ميدهيقرار م ينگ مورد بررسيار هميتحت مع
آن  يعمل يل کاربردهاينگ بدليفاصله هم يريبکارگ. ان در شبکه باشديمم جريان داده شده، ماکزيها، جرت کمانيبردار ظرف
ت يمان اهميرات، براييتغ يکند بدون در نظر گرفتن بزرگير مييتشان تغيکه ظرف ييهاکه در آن تنها تعداد کمان يدر مواقع

ان ارائه شده يمم جريحل معکوس ماکز يا براين برش پويک مسئله کمتريه، يج اولين مقاله بعد از اثبات نتايلذا در ا. دارد
ارائه شده است و در  ياحل مسئله معکوس در زمان چندجمله يبرا ياتيبيترک يسازنهيبه يتم بر مبناين الگوريهمچن. است

  .شده است يسازادهيک شبکه نمونه پي يرو يشنهاديتم پيت الگورينها
  
  
 

  يدسياقلنگ، نرم يا، فاصله هميان پويمعکوس، شبکه جر يسازنهيبه :هاي کليدي واژه
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 مقدمه .۱
Nد که يفرض کن = (V, A, u, τ) ان يک شبکه جري

 mاز رئوس، مجموعه  V يعضو nا شامل مجموعه يپو
:u يبعد mت يها، بردار ظرفاز کمان A يعضو A → R 

:τ يبعد mو بردار زمان عبور  A → Rା يبرا. باشد 
,i)هر کمان  j) ∈ A ،u୧୨ ت کمان يظرف(i, j)  وτ୧୨ 

,i)ان از کمان يک واحد جريزمان لازم جهت عبور  j) 
و گره مقصد  sگره منبع در شبکه را با . شونديمحسوب م

  .ميدهينشان م tرا با 
افق ، با tبه گره مقصد  sاز گره منبع  f يايان پويجر
ک مجموعه از توابع ي، توسط Nشبکه  يرو T يزمان

,i)∀ر لبگ يپذ اندازه j) ∈ A, f୧୨: [0, T] → Rା 
به  يان ورودينرخ جر  (ߠ)௜݂௝شود که در آن يف ميتعر

,i)کمان  j) ∈ A  در زمانθ با توجه . دهديرا نشان م
θ∀، ܶ يبه افق زمان ∈ [ܶ − ߬௜௝) , f୧୨(θ) = در . 0

ر يغ يهادر گره انيره جريا که در آن ذخيک شبکه پوي
کند، ير مييست و زمان بطور گسسته تغيمجاز ن ياانهيپا

 يهاتياست، اگر در محدود يشدن f(θ) يايان پويجر
  :ر صدق کنديز

i) ∑ f୧୨(θ) − ∑ f୩୧(θ − τ୩୧)୩஫୚ = 0   ୨஫୚   
∀θ ∈ {0,1, … , T},     ∀i ∉ {s, t}    (a 1 − 1) 
ii) 0 ≤ f୧୨(θ) ≤ u୧୨                  
∀(i, j) ∈ A   , ∀θ ∈ {1,2, … , T}   (b 1 − 1) 
 

a 1) ت يکه در آن محدود − تعادل  يهاتيمحدود، (1
b 1) ت يباشد و محدوديان ميجر −  يهاتي، محدود(1

  fمانند يان شدنيک جريمقدار . باشديت ميظرف
که در مدت زمان  يانيجر يبرابراست با مجموع واحدها

T )خارج و به گره مقصد) منبع(از گره مبدأ ) افق زمان 
  .دهنديش مينماv(f)  ن مقدار را بايا. وارد شده است

ک بودند که مسائل معکوس را يزيدر ابتدا دانشمندان ژئوف
کتاب  ۱۹۸۸تارانتولا در سال . مورد مطالعه قرار دادند

علم  تحت عنوان کاربرد مسائل معکوس دررا  يجامع
 يهانت در ساليبورتون و تو. [2] ک را ارائه کرديزيژئوف

ر را که در ين مسيترمعکوس مسئله کوتاه ۱۹۹۴و ۱۹۹۲
کاربرد  يکيتراف يهان لرزه و شبکهيزم ييشگوينه پيزم

  . [3,4] قرار دادند يدارد را مورد مطالعه و بررس

f يشدن يايان پوياگر جر ଴(θ) يبا افق زمان T يرو 
N يايشبکه پو = (V, A, u, τ)  ،معکوس مفروض باشد

 دا کردنيا عبارت است از پيان پويمم جريمسئله ماکز
fکه ي، بطور∗uت يبردار ظرف ଴(θ) شبکه  يرو

N = (V, A, u∗, τ) ن يمم مقدار را داشته و همچنيماکز
ن فاصله را از بردار ي، تا حد ممکن کمتر ∗uت يبردار ظرف

  . داشته باشد uت يظرف
 ياريت در بسير ظرفيينه تغيهز يابينکه ارزيبا توجه به ا

ق ين مقدار دقييا امکان تعيباشد ير نميپذاز موارد امکان
ن مسئله معکوس را تحت يم ايخواهيآن وجود ندارد، م

  .مينگ مطرح کنيبه نام فاصله هم يگريفاصله د
,݅)نه اصلاح هر کمان يد هزيفرض کن به صورت  (݆

݆݅ݓ ≥ . ها باشدنه اصلاح کمانيبردار هز ݓباشد و  0
fد ين فرض کنيهمچن ଴(θ) شبکه يشدن يايان پويجر ،

N = (V, A, u, τ) باشديان نميمم جريباشد که ماکز .
ان تحت يمم جريدر مسئله معکوس ماکز يحالت کلدر 

نه يافتن بردار هزينگ، به دنبال يمجموع وزندار شده هم
u∗ کهيم به طوريهست:  
f) الف ଴(θ) شبکه يايان پويمم جريماکز N =

(V, A, u∗, τ) باشد.  
,i)هر کمان  يبرا) ب j) ∈ A , −δ୧୨ ≤ u∗

୧୨ − u୧୨ ≤ ρ୧୨ 
,௜௝ߜکه در آن  ௜௝ߩ ≥ هاي رانب کياست و به ترت 0

  .باشدمي ௜௝ݑافزايشي و کاهشي ظرفيت 
ها، کمان يرات تماميينه تغيمم کردن هزينيهدف م) ج
∑ يعني w୧୨H൫u୧୨, u∗

୧୨൯(୧,୨)∈୅ که در آن . باشديم
H൫u୧୨, u∗

୧୨൯ ن ينگ بيفاصله همu୧୨  وu∗
୧୨ که يبطور

H൫u୧୨, u∗
୧୨൯ = u୧୨اگر  0 = u∗

୧୨نصورت ير اي، در غ
  .باشديم ۱

معکوس در  يسازنهيمسائل بهنه يدر زم يقات فراوانيتحق
۱نه اصلاحيکه هز يستا، زمانيا يهاشبکه

  له يبوس ‡
در . اند، وجود داردشده يريگاندازه، يدسياقل يهانرم
 ينگ، تعداد پارامترهايدار همار مجموع وزنيقت معيحق

است  ين متناظر با حالتيو ا دهدياصلاح شده را نشان م
دا کرده ير پييشان تغت يکه ظرف ييکه در آن پارامترها

 يت دارد، بدون در نظر گرفتن بزرگيمان اهمياست برا
  .قرار دارد يل در بازه خاصين تعديالبته ا. راتيين تغيا

                                                
‡1. modification cost 



 ۱۰۳                                داروزن ينگ تجمعيفاصله هم ا تحتيان در شبکه پويمم جريحل مسئله معکوس ماکز/  و همکاران خادمیهاجر بنی
 

   

 
 

، ن فاصلهيت حل مسائل معکوس تحت ايبا توجه به اهم
. ستا صورت گرفته استيا يهادر شبکه يقات فراوانيتحق

معکوس  ۲۰۰۶در سال  Liu , Zhangها، از جمله آن
در شبکه  نگيمم را تحت فاصله هميان ماکزيمسئله جر

قرار داده  يستا، در چهار حالت مختلف مورد بررسيا
و معکوس مسئله يانگ و ليج ۲۰۱۰و در سال . [8]است

نگ ينه را با استفاده از فاصله همين هزيان با کمتريجر
و  ۲۰۰۷در سال  Liu and Yua .[9]مطرح کردند

 يمم برش و درخت پوشاينيممعکوس مسئله  ۲۰۰۸
قرار  ينگ را مورد بررسيماکس را تحت فاصله هم-نيم

آن ها  يرا برا يتم حل در زمان چندجمله ايدادند و الگور
ان ينه معکوس شبکه جرياما در زم. [10,11]ارائه دادند

 ين فاصله، کار مهم و قابل توجهيا به خصوص تحت ايپو
  ن موضوع در يانجام نگرفته است لذا پرداختن به ا

 .رسد يبه نظر م يا ضروريپو يهاشبکه
ان ين مقاله حل مسئله معکوس جرين هدف ما در ايبنابرا

دار وزن ينگ تجمعيمم تحت فاصله هميماکز يايپو
باشد و سپس يم يخط يزيرک مسئله برنامهيتوسط 

ن مقاله به يلذا ا. م داديتم حل آن را ارائه خواهيالگور
ح يبخش دوم توض: شده است يبندر بخشيصورت ز

از و يو مطالب مورد ن يايف و قضايمسئله، شامل تعار
ا تحت يمم پويان ماکزيان مسئله معکوس جرين بيهمچن

باشد و بخش سوم يم داروزن ينگ تجمعيفاصله هم
تم حل يو بخش چهارم الگور يشامل ارائه مدل خط

ا و شبکه نمونه ارائه شده يمم پويان ماکزيمعکوس جر
شنهادات يو پ يريگجهيت به ارائه نتياست و در نها

  .م پرداختيخواه
  
  هيم اوليف و مفاهيتعار. ۲

تم حل مسأله به يو الگور قبل از مشخص کردن مسئله
 :مياز داريل نيم ذيف و مفاهيتعار

ان يک جري، N يرو T يزمان افقا با يان پويمم جريماکز
 يشدن يهاانين همه جرياست که ب يشدن يايپو
آن در  يمقدار ممکن را داشته باشد که مدل خط نيشتريب

آن  يهاان در گرهيره جريگسسته که ذخ يحالت زمان
 : باشدير ميست به صورت زيمجاز ن

 

max    v(f) 

s. t. ෍ ቆ෍ fୱ୨(t)
୨∈୚

− ෍ f୨ୱ൫t − τ୨ୱ൯
୨∈୚

ቇ
୘

୲ୀ଴
 

= v(f)           (a 1 − 2) 
෍ ቆ෍ f୧୨(t)

୨∈୚
− ෍ f୩୧(t − τ୩୧)

୩∈୚
ቇ = 0

஘

୲ୀ଴
 

∀i ∈ V − ,ݏ} ,{ݐ ∀θ ∈ {0,1, … , ܶ}  (b 1 − 2) 
෍ ቆ෍ f୧୨(t)

୨∈୚
− ෍ f୩୧(t − τ୩୧)

୩∈୚
ቇ = 0

୘

୲ୀ଴
 

∀i ∈ V − ,ݏ} c 1)        {ݐ − 2) 

 ෍ ൬෍ f୲୧(k)
୧∈୚

− ෍ f୧୲(t − τ୧୲)
୧∈୚

൰
୘

୩ୀ଴
 

= −v(f)               (d 1 − 2) 
0 ≤ f୧୨(t) ≤ u୧୨  
∀(i, j) ∈ A   , ∀t ∈ {1,2, … , T}    (e 1 − 2) 

  
، که [1]نشان دادند  ۱۹۵۸ورد و فولکرسون در سال ف

انتقال ثابت  يهاها و زمانتيظرف يدارا ياگر شبکه زمان
 ا در زمان چنديان پويجر مميماکزباشند، آنگاه مسئله 

  .قابل حل است ياجمله
  

  يافته زمانيشبکه گسترش : ۱-۲فيتعر
ܰ يايد شبکه پويفرض کن = (ܸ, ,ܣ ,ݑ و افق  (߬

۱ياقته زمانيشبکه گسترش . اندداده شده T يزمان
§ N  که

(ܶ)ܰرا با آن = (ܸ(ܶ), ,(ܶ)ܣ ்ݑ , ش ينما (்߬
  .شوديف مير تعريم، به صورت زيدهيم

ߠ هر يبه ازا = 0,1,2, … ,  Nک نمونه از شبکه ي ܶ
هر کمان  يو به ازا ఏݒام را با  θدر نمونه  vگره . ميدار

,ݔ) (ݕ ∈ ، را ఏݔ، ݕݔ߬و زمان عبور  ௫௬ݑت يبا ظرف ܣ
به . ميکنيوصل م ఏାఛೣ೤ݔبه  ௫௬ݑت يبا ظرف يبا کمان

م که ارسال يآوريرا بدست م ييستايب شبکه اين ترتيا
شبکه  يان رويآن معادل است با ارسال جر يان رويجر
باشد يا ميک شبکه پوياز  يانمونه ۱-۱شکل . N يايپو

ها و دهنده زمان عبور کمانها نشانکمان يکه اعداد رو
شبکه گسترش . باشنديب ميها به ترت-ت کمانيظرف

ܶ ي، به ازا۱-۱شکل  يافته زماني =  ۲-۱در شکل  5
  .رسم شده است

                                                
§1. Time-expanded Network 
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  شبکه گسترش يافته زماني: ۲-۱نمونه اي از يک شبکه جريان پويا                     شکل : ۱-۱شکل       

  
∅اگر  :ستايبرش ا: ۲- ۲ف يتعر ≠ ܵ ⊂ و  ܸ

ܵ̅ = ܸ − ها که از کمان ياباشند، آنگاه مجموعه ܵ
ک يقرار دارد،  ̅ܵگر آنها در يو سر د Sک سر آنها در ي

,ܵ]شود و آن را با يده مينام ۱برش . ميدهيش مينما [̅ܵ
,ܵ]برش  ݏگاه  برش است هر - (s,t)ک ي [̅ܵ ∈ و  ܵ

ݐ ∈ ,ܵ)مجموعه . ̅ܵ ܵ̅) = {(݅, ݆) ∈ ܣ ∶ ݅ ∈
ܵ , ݆ ∈ ,ܵ] برش ۲پيشرو يهارا مجموعه کمان {̅ܵ ܵ̅] 

,̅ܵ)و مجموعه  ܵ) = {(݅, ݆) ∈ ܣ ∶ ݅ ∈ ܵ̅ , ݆ ∈
,ܵ] برش ۳پسرو يهارا مجموعه کمان {ܵ   ده ينام [̅ܵ

  .[8]شوديم
  

 يايدر شبکه پو :ايبرش پو: ۳- ۲ف يتعر
N = (V, A, u, τ) ،s-t يايبرش پو α = {α୧}୧∈୚ 

௜ߙ يار کرانهيتوسط مقاد ≥ iهر  يبرا 0 ∈ V ف يتعر
௦ߙکه يشود، به طوريم = ௧ߙو  0 ≥ iگره . ܶ ∈ V 

,0] يدر بازه زمان α୧)  به سمت راست برش تعلق دارد و
با توجه به . شوديپس از آن به سمت چپ برش منتقل م

,݅)ن که کمان يا ݆) ∈ A يدر بازه زمان [α୧, α୨ − τ୧୨) 
ر يبه صورت ز ߙت برش يقرار دارد، ظرف ߙبرش  يرو

  :شوديف ميتعر
u(α) = ∑ max൛0, α୨−α୧ − τ୧୨ൟu୧୨(୧,୨)∈୅ )۲-۲(  

  
در شبکه  يايبرش پو s-tن توجه شود که هر يهمچن

଴ݏک برش معادل ي N يايپو − دارد  N(T)در  ଵି்ݐ
)N(T)  افته يشبکه توسعهN ت برش يلذا ظرف). استα 

  ت تمام يدر رابطه فوق برابر است با مجموع ظرف

قرار دارندکه  N(T)در  αبرش  يکه رو ييهاکمان
  .باشنديم Nشبکه  s-tشرو در برش يپ يهامعادل کمان

 f(θ) يشدن يايان پويهر جر ير برايه زيقض يطور کلبه
ها مجاز آن يهاان در گرهيره جريکه ذخ ييايدر شبکه پو

ان يک جري ينگيط بهيباشد که شرايست، برقرار مين
  .دهديرا نشان م يشدن يايپو
**    ††   ‡‡      

شبکه  يرو f(θ) يشدن يايان پويجر :۱-۲ه يقض
N = (V, A, u, τ)است اگر و تنها يمم پويان ماکزي، جر

برابر باشد  ߙمانند  ايبرش پو s-tت يبا ظرف V(f)اگر 
ر يط زين حالت شرايکه در ا =u(α) V(f)  کهيبطور

,α୧]اگر : ز برقرار خواهد بودين α୨ − τ୧୨) ≠ نگاه آ ∅
∀θ ∈ ൣα୧, α୨ − τ୧୨൯;  f୧୨(θ) = u୧୨ . و اگر

[α୨ − τij, α୧) ≠ θ∀آنگاه  ∅ ∈ ൣα୨ − τ୧୨, δ୧൯;  
f୧୨(θ) = 0.   

 داده شده، f(θ) يشدن يايان پويجر يم برايفرض کن
  .[6]ر باشديا به صورت زيمم پويان ماکزيمعکوس جر

min ∗ݑ‖   − )۳-۲(                                   ‖ݑ  
.ݏ ܰ       باشد       .ݐ = (ܸ, ,ܣ ,∗ݑ ߬) 

  (ߠ)݂     ماکزيمم جريان پويا روي شبکه 
௜௝ݑ  − ௜௝ߜ ≤ ∗ݑ

௜௝ ≤ ௜௝ݑ +   ௜௝ߩ
  

                                                
**1. Cut 
††2. Forward Arcs 
‡‡3. Reverse Arcs 
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م يفرض کن، f(θ) يشدن يايان پويجر يبرا :توجه
f୧୨ = max஘ୀ଴,ଵ,ଶ,…,୘ f୧୨(θ)  مجموعهc  را به

  :ميکنيف مير تعريصورت ز

ܿ = ቊߙቤ
∀θ ∈ ୨ߙൣ − τ୧୨, α୧൯; f୧୨(θ) = 0 ,
∀θ ∈ ௜ߙൣ , ௝ߙ − τ୧୨൯;  f୧୨(θ) = f௜௝

ቋ 

  
وجود جواب  يبرا يبدست آوردن شرط لازم و کاف يبرا
αهر  يبرا) ۳-۲(مسئله  ينه برايبه ∈ ت يبردار ظرف ܿ

    :شوديف مير تعريرا به صورت ز u∗ఈد يجد

u∗ఈ = ቊ
f୧୨       ߙ୧ < α୨ − τ୧୨

u୧୨        در غير اين صورت
� 

  
مم شبکه يان ماکزيجر α�c ،f(ѳ)هر  ين برايبنابرا

N ايپو = (V, A, u∗ఈ , τ) حال اگر مجموعه . خواهد بود
L ܮ: ميف کنين صورت تعريرا بد = ൛ܿ߳ߙ: u∗ఈ ≥

௜௝ݑ − -يمطرح م ريه زين صورت قضيباشد در ا ௜௝ ൟߜ
  : شود

  
، مسئله f(ѳ) يشدن يايان پويجر يبرا :۲-۲ه يقض

 Lنه است اگر و تنها اگر يجواب به يدارا )۳- ۲( معکوس
  .باشد يناته

   .ان اثبات شده استيه در مقاله باقرين قضيا
فاصله ا تحت يمم پويان ماکزياکنون مسأله معکوس جر

   يبندر فرموليصورت زبه داروزن ينگ تجمعيهم
  :شوديم

min     ∑ w୧୨H൫u୧୨, u∗
୧୨൯                 (୧,୨)∈୅ )۲-۴(  

  
 يا برايمم پويان ماکزيک جري f(ѳ) يشدن يايان پويجر

  باشد N(V,A, u∗,τ)شبکه 
s.t     −δ୧୨ ≤ u∗

୧୨ − u୧୨ ≤ ρ୧୨     ∀(i, j) ∈ A 
  
  يج اصليا و نتايقضا. ۳

باشد ) ۴-۲(نه مسئله يجواب به ∗uاگر  :۱-۳ه يقض
  آنگاه
,i)∀) الف j) ∈ A  ; u୧୨

∗ ≤ u୧୨    
u୧୨)ب

∗ = u୧୨    ∀(i, j) ∈ A ∶  α୧
∗ > α୨

∗ − τ୧୨  

) ۴-۲(نه مسئله يجواب به ∗uد يفرض کن :برهان الف
مم از شبکه يماکز يايان پويک جري f(ѳ)پس  باشد

N = (V, A, u∗, τ) ۱-۲( هيبا توجه به قض. باشديم (
از  ∗αمم مانند ينيم يايپو s-tرش ک بيم که يدانيم

Nشبکه  = (V, A, u∗, τ) که يوجود دارد بطور
∀θ ∈ ൣα୧

∗, α୨
∗ − τ୧୨൯;  f୧୨(θ) = u୧୨

حال اگر . ∗
,x)مانند  يوجود داشته باشد کمان y) ∈ A که يبطور

u୶୷
∗ > u୶୷ م يد داشته باشيآنگاه باα୶

∗ > α୷
∗ −

τ୶୷. ين صورت براير ايچون در غ ∀θ ∈
ൣα୶

∗, α୷
∗ − τ୶୷൯ م داشت يخواهf୶୷(θ) > u୶୷ 

حال . کنديرا نقض م  f(θ)بودن ين رابطه، شدنيکه ا
  :ميکنيف مير تعريبه صورت زرا  uതد يت جديبردار ظرف

uത ୧୨ = ቊ
u୧୨         if   (i, j) = (x, y)
u୧୨

 در غير اينصورت               ∗
� 

,ݔ)ن که کمان يبا توجه به ا (ݕ ∈  يدر بازه زمان ܣ
ൣα୶

∗, α୷
∗ − τ୶୷൯ برش  يروα∗  قرار ندارد و بنا به

در شبکه  f(θ)ت برش، يف ظرفيو تعر) ۱- ۲(هيقض
N = (V, A, uത, τ) خواهد بودا يمم پويان ماکزيز جرين .

Nکه در شبکه  ين معنيبد = (V, A, uത, τ)،α∗  هنوز
ان يمم جريز ماکزين f(θ)مم است و ينيم يايبرش پو

م ين که داريبا توجه به ا ياز طرف. ا شبکه استيپو
∀(i, j) ∈ A  ;  −δ୧୨ ≤ u୧୨

∗ − u୧୨ ≤ ρ୧୨  و بنا
,i)∀جه گرفت کهيتوان نتي، مuതف يبه تعر j) ∈ A  ; 

−δ୧୨ ≤ uത ୧୨ − u୧୨ ≤ ρ୧୨ پس uത يک جواب شدنيز ين 
ر را يتوان رابطه زين ميبنابرا. باشديم) ۴-۲( مسئله
  : نوشت

෍ w୧୨H൫u୧୨, uത ୧୨൯
(୧,୨)∈୅

≤ ෍ w୧୨H൫u୧୨, u୧୨
∗൯

(୧,୨)∈୅

 

  
د برقرار باشد در يفوق به صورت اک يکه اگر نامساو

شود پس حکم برقرار يرا نقض م ∗u ينگيجه بهينت
نه يز جواب بهين uതم يين صورت گوير ايدر غ. است

uത୶୷باشد که يم) ۴-۲(از مسئله  يگريد = u୶୷ . لذا با
از  يانهيجواب به ∗uم که يابيين روند، در ميتکرار ا
,i)∀ جه ياست در نت )۴-۲(مسئله  j) ∈ A     u୧୨

∗ ≤ u୧୨ 
∗u يعني ≤ u.  
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ر يرا به صورت ز uതت يد ظرفياگر بردار جد :برهان ب
  :ميکنيف ميتعر

uത ୧୨ = ቊ
u୧୨

∗           if      α୧
∗ ≤ α୨

∗ − τ୧୨

u୧୨                در غير اين صورت  
� 

  :توان نوشتيم
v(f) = ෍ u୧୨

∗

(୧,୨)∈୅

 max൛0, α୨
∗ − α୧

∗ − τ୧୨ൟ 

= ෍ uത ୧୨
(୧,୨)∈୅

 max൛0, α୨
∗ − α୧

∗ − τ୧୨ൟ 

  
  شبکه يرو f(θ)) ۱۴-۲(ه يبا توجه به قض

N = (V, A, uത, τ) باشد و يا ميمم پويان ماکزيز جرين
uത  در شرط  −δ୧୨ ≤ uത ୧୨ − u௜௝ ≤ ρ୧୨ کند يصدق م

-يم) ۴-۲(مسئله  يک جواب شدنيز ين uതجه يپس در نت
  باشد و

෍ w୧୨H൫u୧୨, uത ୧୨൯
(୧,୨)∈୅

≤ ෍ w୧୨H൫u୧୨, u୧୨
∗൯

(୧,୨)∈୅

 

 
د ياست، با) ۴- ۲(نه مسئله يک جواب بهي ∗uو چون 

  : ميداشته باش
u୧୨

∗ = uത ୧୨ = u୧୨            
∀(i, j) ∈ A , α୧

∗ > α୨
∗ − τ୧୨     

  
افت که يتوان دريم) ۱-۲(ه يبا توجه به قسمت اول قض

به  يازين f(θ) ينگيدن به بهيرس يبرا يچ کمانيه
 ود دوم از مسئلهين دسته قيبنابرا. ت ندارديش ظرفيافزا

  :ر داد يير تغيتوان به صورت زيرا م) ۲-۴(
−δ୧୨ ≤ u∗

୧୨ − u୧୨ ≤ 0        ∀(i, j) ∈ A 
 

  :کرد يسير بازنويلذا مسئله را به صورت ز
min     ∑ w୧୨H൫u୧୨, u∗

୧୨൯                (୧,୨)∈୅ )۳-۱(  
  

 يا برايمم پويان ماکزيک جري f(ѳ) يشدن يايان پويجر
  باشد N(V,A, u∗,τ)شبکه 

s.t     −δ୧୨ ≤ u∗
୧୨ − u୧୨ ≤ 0        ∀(i, j) ∈ A 

 
  ميفرض کن، f(θ) يشدن يايان پويجر ين برايهمچن

f୧୨ = max஘ୀ଴,ଵ,ଶ,…,୘ f୧୨(θ)  

شدني باشد آن گاه جواب  )۱- ۳(اگر مسئله  :۲- ۳قضيه 
  که دارد به طوري ∗uاي مانند بهينه

if   u୧୨
∗ ≠ u୧୨     →    u୧୨

∗ = f௜௝  , 
 −δ୧୨ ≤ f௜௝ − u୧୨ 

  
باشد، آنگاه جواب  يشدن) ۱-۳(اگر مسئله  :برهان

ود مسئله يجه بنا به قيوجود دارد در نت ∗uمانند  يانهيبه
  : ميدار )۳-۱(

 ∀(i, j) ∈ A ; u୧୨
∗ ≥ u୧୨ − δ୧୨ 

  
باشد، يم )۱-۳(نه مسئله يجواب به ∗uچون  يو از طرف

 f(θ)باشد و ينه متناظر با آن ميبرش به ∗αپس 
Nشبکه  يايان پويمم جريماکز = (V, A, u∗, τ) يم-
م يدار f(θ) يشدن يايان پويجر يبرا. باشد

௜݂௝ = maxఏୀ଴,ଵ,ଶ,..,் ௜݂௝(ߠ) .ن برش يحال در ا
α∗ هر کمان  ي، برا)۱-۲(ه يبنا به قض(i,j)  با

α୧
∗ > α୨

∗ − τ୧୨ م يدار∀θ ∈ ൣα୨
∗ − τ୧୨, α୧

∗൧; 
f୧୨(θ) = α୧با  (i,j)هر کمان  يو برا 0

∗ ≤ α୨
∗ − τ୧୨ 

  :ميدار
∀θ ∈ ൣα୧

∗, α୨
∗ − τ୧୨൧;  f୧୨(θ) = u௜௝

∗. 
  

متعلق  ∗αنه يبه يايبه برش پو (i,j) پس اگر کمان
که به  ين کمان در فاصله زمانيا يان رويباشد، آنگاه جر

ت آن کمان باشد پس هر يد برابر ظرفيبرش تعلق دارد با
ن مقدار يشتريکه ب يتواند در فاصله زمانيکمان تنها م

  .نه متعلق باشديگذرد، به برش بهيان از آن ميجر
 يهاتيتوان ظرفيم، ∗αمم ينيم يايبرش پو يپس برا

u∗ ف کردير تعريرا به صورت ز :  

௜௝ݑ
∗ఈ∗

= ቊ
௜݂௝          ߙ௜

∗ < ௝ߙ
∗ − ߬௜௝

 در اين غير صورت           ௜௝ݑ
� 

  
، يان شدنيشود که جريت، ملاحظه ميف ظرفين تعريبا ا

Nا يان شبکه پويمم جريماکز = (V, A, u∗, τ)  خواهد
م که يدانيالف، م) ۱-۳(ه ين با توجه به قضيهمچن. بود

∀(i, j) ∈ A  ; u୧୨
∗ ≤ u୧୨ يعني  u୧୨

∗ = u୧୨ ا ي
 u୧୨

∗ < u୧୨ .۱-۳(ه يف فوق و قضيپس با توجه به تعر( ،
u୧୨ د که هر جا که يجه رسين نتيتوان به ايم

∗ ≠ u୧୨ 
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u୧୨ باشد آنگاه 
∗ = f୧୨ .يم که برايکنيم يحال بررس 

δ୧୨−شرط ين کمانيچن ≤ f௜௝ − u୧୨  باشديبرقرار م .
  :  ميدار ∗uنه يجواب به يهمان طور که ذکر شد برا

,i)∀  ديق j) ∈ A ; u୧୨
∗ ≥ u୧୨ − δ୧୨ باشديبرقرار م .
u୧୨ نه اگر يت بهيف ظرفيحال با توجه به تعر

∗ = u୧୨ 
u୧୨آنگاه شرط 

∗ ≥ u୧୨ − δ୧୨ باشد و اگر يبرقرار م
 u୧୨

∗ ≠ u୧୨  آنگاه uij
∗ = f୧୨ وf௜௝ ≥ u୧୨ − δ୧୨  . 

مم، يان ماکزيف مقدار جريا و تعريبه قضاحال با توجه 
  :ر خواهد بوديبه صورت ز) ۱-۳(مسئلهتابع هدف 

 min ∑ w୧୨H൫u୧୨, u∗
୧୨൯(୧,୨)∈୅ =

min஑∈୐ ∑ w୧୨H൫u୧୨, u஑
୧୨൯(୧,୨)∈୅ =

min஑∈୐ ∑ w୧୨(୧,୨)∈୅ ,஑౟ழ஑ౠିத౟ౠ ,୤౟ౠழ୳౟ౠ =

min஑∈୐ ∑ w୧୨  
୫ୟ୶൛଴,஑ౠି஑౟ିத౟ౠൟ

஑ౠି஑౟ିத౟ౠ
(୧,୨)∈୅,୤౟ౠழ୳౟ౠ  

  
ان، يمم جريحل مسئله معکوس ماکز ين به جايبنابرا

N يايتوان در شبکه پويم = (V, A, u, τ)  به دنبال
s-t يايبرش پو α مم يان ماکزيمتناظر با جرf(θ)  بود

,݅)هر کمان  يکه برايبه طور ݆) ∈ که در فاصله  ܣ
α୧  يزمان < α୨ − τ୧୨  قرار دارند وf୧୨ < u୧୨ د يبا

u୧୨م يداشته باش − δ୧୨ ≤ f୧୨ .ن يلذا در تابع هدف ا
ها که در آن ييهااست تمام کمان يمسئله کاف
f୧୨ < u୧୨ يجه برايدر نت. هست حضور داشته باشد 

ها را به -ت کمانيبدست آمده ظرف ياين برش پويچن
  : ميکنير اصلاح ميصورت ز

u୧୨
஑ = ቊ

f୧୨          α୧ < α୨ − τ୧୨

u୧୨           در غير اينصورت  
� 

  
ن برش يبدست آوردن کمتر يمطابق با بحث فوق برا

توان در ير را ميا مسئله زيپو يان شدنيا متناظر با جريپو
  :نظر گرفت

min           ∑ w୧୨  
୫ୟ୶൛଴,஑ౠି஑౟ିத౟ౠൟ

஑ౠି஑౟ିத౟ౠ
(୧,୨)∈୅,୤౟ౠழ୳౟ౠ   

s. t            α୧ < α୨ − τ୧୨            
∀(i, j) ∈ A     f୧୨ < u୧୨   ,   u୧୨ − δ୧୨ ≤ f୧୨       
α୨ − α୧ − τ୧୨ < 0  , 
 ∀ (i, j) ∈ A    f୧୨ = 0  
αୱ = 0       ,     α୲ = T  
 0 ≤ α୧ ≤ T       ∀ i ∉ ,ݏ}   {ݐ

  حل مسئله  يدهد که براين مدل فوق نشان ميبنابرا
فوق را حل  ياين برش پويتوان مسئله کمتري، م)۳-۱(

داده شده  يشدن يايان پويجر ينگيکرد که متناظر با به
∗uبه  u୧୨ر ييگر تغيبه عبارت د. باشديم

୧୨ آن  يتنها برا
 يايان پويجر ينگيکه منجر به به ييهادسته از کمان

توجه داشته . رديپذيشوند، صورت ميم f(θ) يشدن
 يکه در فاصله زمان ييهام که تنها آن دسته از کمانيباش

کند، به برش يها عبور مان، از آنين مقدار جريشتريکه ب
 ين فاصله زمانيطول ا k୧୨اگر . نه تعلق خواهند داشتيبه

  :ان کردير بيتوان به صورت زيباشد، مدل فوق را م

 min         ∑ w୧୨  
୫ୟ୶൛଴,஑ౠି஑౟ିத౟ౠൟ

஑ౠି஑౟ିத౟ౠ
(୧,୨)∈୅,୤౟ౠழ୳౟ౠ   

)۳ -۲(  
s. t          α୨ − α୧ − τ୧୨ ≤ k୧୨   ,          
∀ (i, j) ∈ A    f୧୨ > 0  ,   u୧୨ − δ୧୨ ≤ f୧୨     
α୨ − α୧ − τ୧୨ < 0  ,      ∀ (i, j) ∈ A    f୧୨ = 0 
αୱ = 0    ,     α୲ = T  
0 ≤ α୧ ≤ T ,                 ∀i ∉ {s, t} 
 

باشد، يم يرخطيمسئله فوق غنکه تابع هدف يبا توجه به ا
ن منظور يبد. کرد ير، خطير زيير متغييتوان آن را با تغيم

  :ميکنيف مير تعرير را به صورت زيک زي -ر صفرييمتغ

z୧୨ =  
max൛0, α୨ − α୧ − τ୧୨ൟ

α୨ − α୧ − τ୧୨
 

  
  :کرد يسير بازنويتوان به صورت زيرا م) ۶-۳(لذا مدل 

min         ∑ w୧୨ (୧,୨)∈୅,୤౟ౠழ୳౟ౠ z୧୨         )۳ -۳(  
s. t           α୨ − α୧ − τ୧୨ ≤ k୧୨z୧୨ , 
∀ (i, j) ∈ A    f୧୨ > 0  , 
 u୧୨ − δ୧୨ ≤ f୧୨      
 α୨ − α୧ − τ୧୨ < 0  ,   ∀ (i, j) ∈ A    f୧୨ = 0 

  αୱ = 0    ,     α୲ = T  
0 ≤ α୧ ≤ T ,      ∀i ∉ {s, t}        z୧୨ ∈ {0,1}  

  
ک مدل يشود مسئله فوق يهمانطور که مشاهده م

 يتميدر ارائه الگور يحال سع. باشديح ميصح يزيربرنامه
ا را در زمان ين برش پويله آن کمتريم که بتوان بوسيهست

  . بدست آورد ياچندجمله
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  تميالگور. ۴
ک نقطه يا هر کمان در ين برش پويمطابق با مدل کمتر

نه ين هر کمان در برش بهيبنابرا. شودياز زمان ظاهر م
 يهاين کپيبنابرا. شوديک بار ظاهر ميتنها  N(T)در 

ر يهر مس يلذا برا. حذف کرد N(T)کمان را از برش در 
p  (݌)߬با < ܶ − 1 ،ܶ − ها در از کمان يکپ (݌)߬

تم يله الگورين بوسيبنابرا. وجود دارد N(T)در  pر يمس
ان شرح آن داده شده يکه در مقاله باقر يشيزمان افزا
، يرين مسيها از چنکمان يهايحذف کپ ياست، برا

  .ش داديافزا T-1ر را به يزمان آن مس
 ياي، شبکه پو)۱-۳(حل مدل  يمطابق با بحث فوق، برا

ܰ يکمک   :ميکنيم ير معرفيرا به صورت ز  
به  يها، گره مبدا و مقصد شبکه کمکها، کمانتمام گره
ܰب شبکه يهمان ترت = (ܸ, ,ܣ ,തݑ باشد و زمان يم (߬

௜௝߬گذر 
بدست  يشيتم زمان افزايد با استفاده از الگوريبا  

,݅) يهات کمانيو ظرف. ديآ ݆) ∈ ܰ ر يبه صورت ز  
  :شونديف ميتعر

= ݑ ൝
௜௝ݓ        ݂݅ (݅, ݆) ∈ ,ܣ ௜݂௝ < ௜௝ݑ , ௜௝ݑ − ௜݂௝ ≤ ௜௝ߜ

ቀ௡మ

ସ
+ 1ቁ ݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋                                   ܮ

�  

)۴-۱(  
  

௜݂௝که در آن  = maxఏୀ଴,ଵ,…,்ିଵ ௜݂௝(ߠ)  وL 
  . باشديم ݆݅ݓ يهاوزن يبالا براکران 

ܰ يا در شبکه کمکيان پويمم جريبا حل ماکز برش ،  
ن يم کمتريتوانين ميهمچن. ميآوريرا بدست م ∗ߙ يايپو

,ܺ) يستايبرش ا തܺ) ، يافته زمانيرا در شبکه توسعه ܰ   
  :مير بدست آوريبا حل دستگاه ز

௦ߙ
∗ = 0, ௧ߙ

∗ = ܶ, ௝ߙ
∗ − ௜ߙ

∗ − ߬௜௝
 =

ቊ 1,      ∀(݅, ݆) ∈ (ܺ, തܺ)
≤ 0,     ∀(݅, ݆) ∉ (ܺ, തܺ)

�                      )۴-۲(  

  
(∗ߙ)ݑ يعني ∗ߙنه يت برش بهيحال اگر ظرف > ௡మ

ସ
 ܮ

نصورت ير ايدر غ. جواب ندارد) ۱-۳(نصورت مسئله يدر ا
,݅) يهات کمانيظرف ݆) ∈ ر اصلاح يرا به صورت ز ܣ

  : ميکنيم

௜௝ݑ
∗ = ቊ ௜݂௝ ௝ߙ     ,

∗ − ௜ߙ
∗ − ߬௜௝

 > 0
ത௜௝ݑ ݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐܱ     ,

�    )۴-۳(  

توان مسئله ير ميز يشنهاديتم پين مطابق با الگوريبنابرا
 يا تحت فاصله تجمعيان پويمم جريماکز معکوس

  :نگ را حل کرديهم
  :تميالگور

ا رد شبکه يان پويمم جريتم ماکزيبا حل الگور .۱
ܰ = (ܸ, ,ܣ ,തݑ را که با زمان  ييرهاي، تمام مس(߬

 .باشد را بدست آوردهيم T-1کمتر از 
تمام  يبرا يشيتم زمان افزايبا استفاده از الگور .۲

بدست آمده، زمان گذرشان را  ۱که در مرحله  ييرهايمس
با  يريچ مسيکه ه يطورم بهيدهيش ميافزا T-1به 

߬زمان  (݌)  < ܶ −  .وجود نداشته باشد 1
ܰ يبکه کمکح داده شد، شيکه توض يمطابق روند .۳   

 .ميسازيرا م
ساخته  يا در شبکه کمکيان پويمم جريبا حل ماکز .۴

ܰشده  نگ يهم يرا تحت فاصله تجمع ∗ߙنه يبرش به،  
 .ميآوريبدست م

اصلاح  )۳-۴(ها را مطابق با رابطه ت کمانيظرف .۵
  .ميکنيم

تم فوق متناسب يحل الگور ياز براين زمان مورد نيهمچن
ا يان پويمم جريحل دو مسئله ماکز ياز برايبا زمان موردن

. است ياها از مرتبه چندجملهباشد، که زمان حل آنيم
  .قابل حل خواهد بود ياتم در زمان چند جملهيلذا الگور
در بخش بعد  يروشن شدن مطلب به حل مثال يحال برا

  .م پرداختيخواه
  مثال

ܰ يايشبکه پو = (ܸ, ,ܣ ,തݑ را به صورت شکل  (߬
به  (i,j)که عدد کنار هر کمان . ديريدر نظر بگ) ۳-۱(

,൫߬صورت  ௜௝ߜم يکنيفرض م. باشديم ത௜௝൯ݑ = و  2
௜௝ݓ = داده شده در شکل  يشدن يايان پويجر يبرا. 1

ܰ ي، شبکه کمک)۳-۲( رسم ) ۳-۳(را به صورت شکل   
ن يو کمتر يافته زمانيمانده توسعه يشبکه باق. ميکنيم

  . باشديم) ۴-۳(ا به صورت شکل يبرش پو
ان يمم جريتم ارائه شده، با حل مسئله ماکزيبنا به الگور

ܰشبکه  يا را رويپو به صورت  يستايان ايمم جريماکز،  
௜௝ݔ

∗ = 1, ∀(݅, ݆) ∈  يستاين برش ايو کمتر ܣ
(ܺ, തܺ)  ܺبا = ر يدو مس. بدست خواهد آمد {ݏ}

ݏبه صورت  يشيافزا → ݓ → ݏو  ݐ → ݒ →  ݐ
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ک واحد يک از آنها حامل يحاصل خواهد شد که هر 
 ۲ا برابر يان پويمم جريلذا مقدار ماکز. ان خواهد بوديجر

نه به يبه يايبرش پو) ۲-۴(با حل دستگاه . باشديم
௦ߙصورت 

∗ = 0, ௩ߙ
∗ = 1, ௪ߙ

∗ = 5, ௧ߙ
∗ = 5. 

اد شده با چک کردن يتم يبنا به الگور. حاصل خواهد شد
௝ߙ رابطه 

∗ − ௜ߙ
∗ − ߬௜௝

 ، ∀(݅, ݆) هر کمان  يبرا ∋
  .را بدست آورد ∗ݑنه يبه يهاتيتوان ظرفيشبکه م

௪ߙ
∗ − ௦ߙ

∗ − ߬௦௪
 = 1 > 0 then 

,ݏ) (ݓ ∈ ∗ݑ and we set ∗ߙ
௦௪ = ௦݂௪ = 1. 

௩ߙ
∗ − ௦ߙ

∗ − ߬௦௩
 = 1 > 0 then 

,ݏ) (ݒ ∈ ∗ݑ and we set ∗ߙ
௦௩ = ௦݂௩ = 2 

∗ߙ
௪ − ∗ߙ

௩ − ߬  
௩௪ = 5 − 1 − 4 = 0 then 

,ݒ) (ݓ ∉ ∗ݑ and we set ∗ߙ
௩௪ = ത௩௪ݑ = 1 

∗ߙ
௧ − ∗ߙ

௩ − ߬  
௩௧ = 5 − 1 − 4 = 0 then 

,ݒ) (ݐ ∉ ∗ݑ and we set ∗ߙ
௩௧ = ത௩௧ݑ = 3 

∗ߙ
௧ − ∗ߙ

௪ − ߬  
௪௧ = 5 − 5 − 0 = 0 then 

,ݓ) (ݐ ∉ ∗ݑ and we set ∗ߙ
௪௧ = ത௪௧ݑ = 4. 

نگ به صورت يکه مقدار تابع هدف تحت فاصله هم
ݒݏݓ + ௦௪ݓ =   .باشديم 2
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  شنهادات يو پ يريگجهينت
مسائل معکوس در  يت و ضرورت بررسيبا توجه به اهم

ن ينگ، در ايا، به خصوص تحت فاصله هميپو يهاشبکه
ن يا تحت ايان پويمم جريمقاله معکوس مسئله ماکز

حل  يا براين برش پويمسئله کمترک يفاصله مطرح و 
   يتم بر مبناين الگوريآن ارائه شده است و همچن

 ياحل آن در زمان چند جمله يبرا ياتيبيترک يسازنهيبه
نه مسائل يدر زم يقات فراوانيتحق. ارائه شده است يقو
نه يکه هز يستا، زمانيا يهامعکوس در شبکه يسازنهيبه

شده اند،  يرياندازه گ، يدسياقل يله نرم هاياصلاح بوس
نگ، يدار همار مجموع وزنيقت معيدر حق. وجود دارد

ن يو ا. دهدياصلاح شده را نشان م يتعداد پارامترها
 تيکه ظرف يياست که در آن پارامترها يمتناظر با حالت

ت دارد، بدون در يمان اهميدا کرده است براير پييشان تغ
 يقات آتياز تحق نيهمچن. راتيين تغيا ينظر گرفتن بزرگ

آن پرداخت، حل معکوس مسئله  يتواند به بررسيکه م
ا تحت يان پوينه در شبکه جريمم هزينين برش و ميکمتر

 .باشدينگ ميفاصله هم
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