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  نيازات پيش - ۱
هاي مهم ماتريسي با کاربردهاي مختلف  يکي از تجزيه

باشد. اين تجزيه که در واقع  ي قطبي مي ، تجزيه]۱۱[
هاي مختلط از فرم مثلثاتي يک عدد  تعميمي به ماتريس

باشد، براي اولين بار توسط آتون در کار  مختلط مي
يک اسکالر حقيقي  ܽمعرفي گشت. اگر  ]۱[بنيادين 
ܽگاه  باشد، آن = (ܽ)݊݃݅ݏکه  |ܽ|(ܽ)	݊݃݅ݏ = ±۱ 

ي  لر است. تجزيههمان تابع علامت آشنا در حالت اسکا
هاي  ي اسکالر به ماتريس قطبي يک تعميم از اين تجزيه

با  ܷهمان عامل  (ܽ)	݊݃݅ݏباشد که در آن  مختلط مي
ماتريس نيمه معين مثبت  |ܽ|هاي ارتونورمال و  ستون

 خواهند بود. ܪهرميتي 
تر تعريف کنيم، فرض کنيم  صورت دقيق که به براي آن

ܣ ∈ ℂ௠×௡ گاه  تريس مختلط دلخواه باشد. آنيک ما
ܷماتريس  ∈ 	ℂ௠×௡  و ماتريس نيمه معين مثبت
ܪهرميتي  ∈ ℂ௡×௡ شوند که چنان يافت مي 

ܣ = ,ܪܷ 	ܷ∗ܷ = ௥ܫ ,                      )۱,۱(  
(ܷ)݇݊ܽݎ = ݎ =  .(ܣ)݇݊ܽݎ

  
(ܣ)݇݊ܽݎاگر  =  ܷمعين مثبت است و  ܪگاه  ، آن݊

 شود. طور منحصر به فردي يافت مي به
ܣکنيم که  فرض مي ∈ ℂ௠×௡  داراي تجزيه مقدار

 منفرد زير باشد:

ܣ = ܲ ൬
Σ
۰൰ܳ

∗,                                   )۲,۱(  

  
ܲکه در آن  ∈ ℂ௠×௠  ܳو ∈ ℂ௡×௡ يکاني هستند و 

	Σ = ݀݅ܽ݃ቀ۱ߪ, ⋯ ,  ,௡ቁߪ
۱ߪ ≥ ⋯ ≥ ௡ߪ ≥ ۰                                  )۳,۱(  

  
در صورتي منحصر به فرد  ܪو  ܷجالب آن است که 

(∗ܷ)	ܴ݁݃݊ܽهستند که  = برابر  (ܪ)	ܴ݁݃݊ܽ
ي از منبع  تواند يک نتيجه رو، يک فرد مي باشند. از اين

صورت  به ܪو  ܷي منحصر به فرد بودن  را درباره ]۳[
 زير استفاده کند:

U = U௥V௥∗, H = U∗,  )۴,۱    (                   

×݉يک ماتريس  ௥ܷکه در آن  اولين  ݎاست و از  ݎ
݊يک ماتريس  ௥ܸو  ܲستون  × اولين  ݎاست که از  ݎ
جا نکته آن است که  شوند. در اين تشکيل مي ܳستون 

تواند  گاه يک فرد به راحتي مي محاسبه گردد آن ܷاگر 
 ا محاسبه کند.ر ܪ

ي قطبي داشته باشيم، اين  ي تجزيه اگر تمايل به محاسبه
ي  ي يک روش تکراري نقطه توانيم به وسيله کار را مي

 ثابت به فرم زير
ܷ௞ା۱ = ߮(ܷ௞), )۵,۱            (                      

  
مفروض  ۰ܷ که ماتريس آغازين انجام دهيم به شرط آن

ي  هاي نقطه س از روشباشد. يک روش مهم در اين کلا
گون، روش معروف نيوتن است که براي اولين بار  ثابت

 ارائه گشت: ]۹[براي تجزيه قطبي در 

ܷ௞ା۱ =
۱

۲
( ௞ܷ + ௞ܷ

ି∗)  )۶,۱     (                .  

  

൬U௞بيانگر  ∗௞ିܷتوجه کنيد که در طي اين تحقيق 
ି۱
൰
∗

 
گيرند.  قرار مي هاي مشابه نيز مورد استفاده است. علامت

ي تنگاتنگ ميان روش ماتريسي  در حقيقت، يک رابطه
يابي وجود  هاي تکراري ريشه قطبي و روش  براي تجزيه

 . اين موضوع در بخش بعد بيان خواهد شد.]۱۲[دارد 
يابي چند  هاي ريشه از طرف ديگر، علاقه اخير در روش

ي سريع  علت توسعه  هاي اخير به اي در سال نقطه
پيوترها، محاسبات پيشرفته و محاسبات سمبلي نمايان کام

بالاتر   هاي مرتبه شده است. متعاقبا، اين امر ساختن روش
 سازد. را ممکن مي

ي همگرايي  با مرتبه ]۷[هاي  به عنوان مثالي ديگر، روش
 شود: قطبي به فرم زير نوشته مي  براي تجزيه ۳

 ܷ௞ା۱ = ቂܷ௞ ቀ۳ܫ + ܷ௞∗ܷ௞ቁቃ 

× ቂܫ + ۳ܷ௞∗ܷ௞ቃ
ି۱

.                            )۷,۱(  
  

اين فرمول خاص داراي اين سود است که قابل اجرا بر 
) ۶باشد. در واقع ( هاي منفرد يا مستطيلي نيز مي ماتريس

  کارگيري  هاي مربعي نامنفرد قابل به تنها بر روي ماتريس
  



 

 ۱۰۳                                                                                           ي يک روش تکراري کارا ي قطبي يک ماتريس به وسيله يافتن تجزيه
 

   

هاي  اي حالتکه تجزيه قطبي حتي بر است، حال آن
مستطيلي نيز برقرار است. براي رفع اين مشکل، نويسنده 

 ي زير را پيشنهاد کرد: رابطه ]۴[

ܷ௞ା۱ =
۱
۲
൫ܷ௞ + ܷ௞

ற∗൯,          )۸,۱(  
  

پنروز -ي مور يافته گر معکوس تعميم بيان றܷکه در آن 
باره،  دست آوردن اطلاعلات بيشتر در اين است. براي به

 شود. مراجعه  ]۱۴[و  ]۸[، ]۶[اي لطفا به کاره
صورت زير باز خواهد  ي اين تحقيق مطالب را به ادامه

ي عددي  ، يک روش تکراري براي محاسبه۲کرد. بخش 
کند و  ي قطبي در حالت مستطيلي عام را ارائه مي تجزيه

صورت  ، به۳به سادگي آن را تعميم خواهيم داد. در بخش 
روش تحت چند شرط کنيم که اين  تئوري ثابت مي

متداول به جواب واقعي همگراست. علاوه بر اين، نشان 
به ازاي  ۴  دهيم که روش داراي همگرايي مرتبه مي

باشد. پيچيدگي  انتخاب ماتريس آغازين مناسب مي
صورت دقيق بحث خواهد شد.  به ۴محاسباتي در بخش 

شده در حل  به کاربرد روش ماتريسي پيشنهاد ۵بخش 
يک  ۶اختصاص دارد. سرانجام، بخش  چندين مثال

 کند. گيري از اين کار را ارائه مي نتيجه
  
 بيان مسأله - ۲

اي متعلق به کلاس کاراترين  هاي عددي چند نقطه روش
 باشند. ها براي حل معادلات اسکالر غير خطي مي روش
ها از  ي اخير در تحقيق و توسيع اين نوع روش علاقه

هاي  هاي تئوري روش بر جنبهها در فائق آمدن  تواناي آن
ي همگرايي و شاخص کارايي  ي مرتبه اي درباره تک نقطه

و مراجع درون آن را  ]۲[باشد، براي مثال مرجع  مي
 ببينيد.
ي  هاي تکرار ماتريسي براي محاسبه ي ميان روش رابطه
گون يک يا چند  ي ثابت هاي نقطه  قطبي و روش  تجزيه
در ابتدا مشخص نيست.  اي براي معادلات غيرخطي نقطه

گون براي  ي ثابت  هاي نقطه در واقع فرم ماتريسي روش
کارگيري  ي از به يافته هاي توسيع تجزيه قطبي حالت

 باشند: يابي براي معادله ماتريسي زير مي هاي ريشه روش

ܷ۲ = ,ܫ  )۲,۱             (                                    

ين امر ماتريس هماني از بعد مناسب است. ا ܫکه در آن 
ي ميان تجزيه قطبي و تابع علامت ماتريسي را نيز  رابطه

 را ببينيد.) ]۱۳و [ ]۱۰(براي مثال مراجع [ کند بيان مي
جديد زير را در نظر  ۴يابي مرتبه  اکنون روش ريشه

 گيريد:

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ݇			,مفروض	است		۰ݑ = ۰, ۱, ⋯ ,

௞ݕ = ௞ݑ − ۲
ି۱
݂ᇱ(ݑ௞)ି۱݂(ݑ௞),

௞ݖ = ௞ݑ − ݂ᇱ(ݕ௞)ି۱݂(ݑ௞),

௞ା۱ݑ = ௞ݖ − ௞ݖ)] − ௞)ି۱ݕ

× ൫݂(ݖ௞) − (௞ݖ)൯]ି۱݂(௞ݕ)݂

         )۲,۲(  

  
 کند ي خطاي زير صدق مي که در مطالعه

௞ା۱ߞ = ቌ
௖

۲
۳

۲ − ܿ۲
௖۳

۸ቍߞ௞
۴
+ ܱ൬ߞ௞

۵
൰, )۳,۲   (     

 
 و در آن

௝ܥ =
݂(௝)(ߙ)
݆! ݂ᇱ(ߙ), 

  
௞ߞ و = ௞ݑ − ي غيرخطي  در حالي که يک معادله ߙ

۲ݑکنيم. حل معادله  اسکالر هموار را حل مي − ۱ = ۰ 
 شود: ) منجر به روش تکرار ماتريس زير مي۲,۲با (

U௞ା۱ = ቂU௞ ቀ۷I + Y௞ቁ ቀI + ۳Y௞ቁቃ 

ቂI + ۱۸Y௞ + ۱۳Z௞ቃ
ି۱
,                        )۴,۲(  

 
Y୩که در آن  = U୩

∗U୩ ،Z୩ = Y୩Y୩ و U۰ = A. 
 

افزار  افزار و نرم ها در سخت توجه کنيد که پيشرفت
پوشي است زيرا روش مرتبه  سرانجام غير قابل چشم

ز همگرايي هاي بسيار بالا و آنالي هاي با دقت بالاتر تقريب
شوند که تنها از طريق محاسبات  ي را شامل مي پيچيده

در اين تحقيق، ما از  باشند. متعاقباً سمبلي ممکن مي
 کنيم. به کرات استفاده مي ]۱۵افزار متمتيکا [ نرم

گون براي  ي ثابت اکنون يک روش تکرار ماتريسي نقطه
ي ماتريس يکاني  يافتن تجزيه قطبي از طريق محاسبه
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کنيم که اين روش داراي  اريم. ما بيان ميد ܷ
سازي را دارا  هاي جذابي از قبيل قابليت موازي ويژگي

 باشد. مي
 
 آناليز همگرايي - ۳

) ۴,۲زدن سرعت همگرايي روش پيشنهادي ( براي تقريب
Y୩که در آن  = U∗∗U  ܼو௞ = ௞ܻ 	 ௞ܻ ما از مفهوم ،

 کنيم. ي همگرايي استفاده مي مرتبه-ݍ
 

Aگيريم . ۱,۳ قضيه ∈ ℂ୫×୬  يک ماتريس دلخواه
୩ୀ۰{U୩}گاه دنباله تکرارهاي ماتريسي  باشد، آن

ஶ  از
۰ܷهستند زماني که  U) همگرا به ۴,۲( = انتخاب  ܣ

 شود. مي
صورت  براي اثبات، از تجزيه مقدار ميانگين بهبرهان. 

ܣ =  کنيم که در آن  استفاده مي ∗ܳ∑ܲ

∑ = ൭
∑௥	 ۰

۰ ۰
൱	  ݎو =  ∑. صفرها در (ܣ)݇݊ܽݎ

 کنيم: ممکن است موجود نباشد. تعريف مي
௞ܦ = ܲ∗ ௞ܷ .                                   )۱,۳  (  

 
 ) داريم۴,۲، از (متعاقباً

D۰ = Σ )۲,۳                    (                             

D୩ା۱ = ൤D୩ ൬۷I + D୩
۲
൰ ൬I + ۳D୩

۲
൰൨ 

൤I + ۱۸D୩
۲
+ ۱۳D୩

۴
൨
ି۱
.  

  
D۰چون  ∈ ℝ

୫×୬ هاي صفر قطري  قطري با درايه
ي  شود که دنباله مثبت است، با استقراء ثابت مي

௞ୀ۰{௞ܦ}
ஶ  قابل تعريف است و داريم 	

௞ܦ = ൭
݀݅ܽ݃(݀௜

(௞)) ۰
۰ ۰

൱ , ݀௜
(௞) > ۰ )۳,۳(   

  
که در آن صفرها ممکن است موجود نباشند. بنابراين 

شده  روش تکراري اسکالر غير کوپل ݎگر  ) بيان۲,۳(
 صورت زير است: به

݀௜
(۰)
= ௜ߪ 	, ۱ ≤ 	݅ ≤ 	ݎ	

݀௜
ቀ௞ା۱ቁ

൤݀௜
(௞) ൬۷+ ݀௜

(௞)۲
൰ ൬۱+ ۳݀௜

(௞)۲
൰൨ 

൤۱+ ۱۸݀௜
(௞)۲

+ ۱۳݀௜
(௞)۴

൨
ି۱

)۴,۳      (           .  
 

 شود: ي زير مي محاسبات ساده منجر به رابطه

ୢ౟
ቀౡశ۱ቁ

ି۱

ୢ౟
ቀౡశ۱ቁ

ା۱
=

ି۱ା	۷ௗ೔
(ೖ)ି۱۸ௗ೔

(ೖ)۲

۱ା۷ୢ౟
(ౡ)ା	۱۸ௗ೔

(ೖ)۲  

+۲۲݀௜
(௞)۳

− ۱۳݀௜
(௞)۴

+ ۳݀௜
(௞)۵

+	۲۲݀௜
(௞)۳

+ 	۱۳݀௜
(௞)۴

+ ۳݀௜
(௞)۵ .	

   
باشد.  برقرار مي i) به ازاي هر ۵,۳مثبت است، ( σ୧چون 

	อ	بنابراين 
ୢ౟
ቀౡశ۱ቁ

ି۱

ୢ౟
ቀౡశ۱ቁ

ା۱	
อ → ݇زماني که  ۱	 →  . يعني∞

௞ܦ → ൭
௥ܫ ۰
۰ ۰

൱	 )۶,۳        (                           

  
باشند. بنابراين که در آن صفرها ممکن است موجود ن

kزماني که  → ∞ ،U୩ → U୰	V୰∗ = U اين برهان .
 کند. را تمام مي

  
Aگيريم . ۲,۳قضيه  ∈ ℂ୫×୬  يک ماتريس دلخواه

ي چهار براي  ) داراي مرتبه۴,۲گاه روش جديد ( است. آن
  باشد. مي ܷيافتن عامل قطبي يکاني 

) ۴.۲، روش پيشنهادي (۱,۳کارگيري قضيه  با به برهان.
 کند: صورت زير نگاشت مي ها را به U୩مقادير منفرد 

σ୧
ቀ୩ା۱ቁ

= [	σ୧
(୩) ቆ۷ + ቀσ୧

(୩)ቁ
۲
ቇ 

ቆ۱+ ۳ቀσ୧
(୩)ቁ

۲
ቇ] ቈ۱+ ۱۸ ቀσ୧

(୩)ቁ
۲
+

۱۳ ቀσ୧
(୩)ቁ

۴
቉
ି۱

, ۱ ≤ i ≤ 	r                   )۷,۳(  

  
ي  گذارد. از رابطه و بردارهاي منفرد را ناوردا باقي مي

سان است که نشان دهيم همگراي مقادير منفرد ) آ۷,۳(

)۵,۳(  



 

 ۱۰۵                                                                                           ي يک روش تکراري کارا ي قطبي يک ماتريس به وسيله يافتن تجزيه
 

   

(به ازاي  باشد به سمت واحد مرتبه چهار است و يکنوا مي
k ≥ ۱:( 

ఙ೔
ቀೖశ۱ቁ

ି۱

ఙ೔
ቀೖశ۱ቁ

ା۱
=

ቀି۱ାఙ೔
(ೖ)ቁ

۴

ቀ۱ାఙ೔
(ೖ)ቁ

۴  

ቀ−۱+ ௜ߪ۳
(௞)ቁ

ቀ۱+ ௜ߪ۳
(௞)ቁ

. 

 اکنون، داريم:

ተ
σ୧
ቀ୩ା۱ቁ

− ۱

σ୧
ቀ୩ା۱ቁ

+ ۱
ተ ≤ ൭อ

−۱+ ۳σ୧
(୩)

۱+ ۳σ୧
(୩) อ൱ 

อ
σ୧
(୩) − ۱

σ୧
(୩) + ۱

อ

۴

. 

 
) ۴,۲ي چهار همگرايي را براي روش جديد ( اين مرتبه
 رسد. دهد. برهان در اينجا به اتمام مي نشان مي

)، يک همگراي سريع را در ۴,۲روش ( ۴همگراي درجه 
دهد. سرعت همگرايي  نشان مي مراحل نهايي روش تکرار

تواند در ابتداي پروسه کند باشد، بنابراين لازم است  مي
را قبل از اجراي روش عددي اسکيل  Aکه ماتريس 

تر وارد فاز  سازد تاسريع کنيم. اين نوع تسريع ما را قادر مي
نهايي همگرايي شويم. در هر صورت اين نگرش نياز به 

تر  دارد که امري پرهزينهدر هر تکرار  ۲ي نرم  محاسبه
 است.

ي مقدار  تر بحث کنيم، در عمل محاسبه که بيش براي آن
 بهين تسريع زير

௢௣௧ߠ = ට۱ߪ( ௞ܷ)ߪ௡( ௞ܷ), )۱۰,۳     (           

 
ي  در هر مرحله شدني نيست. زيرا اين امر نياز به محاسبه

ارد، اما يک در هر تکرار د U୩مقادير منفرد اکسترمال 
ي ناچيز قابل محاسبه  با هزينه θ୭୮୲تقريب خوب براي 

 است.
  رو، دو راه عملي جايگزين براي توليد پارامتر  از اين

  

صورت کار در هر گام ممکن است. يک راه  اسکيلينگ به
 صورت زير است به ]۴بر اساس مرجع [

௞ߠ = ቆ
∥௎ೖ

಩∥۱∥௎ೖ
಩∥ಮ

∥௎ೖ∥۱∥௎ೖ∥ಮ
ቇ

۱
۴

. 

 
) در نرم فروبنيوس در ۱۰,۳و راه جايگزين ديگر براي (

 صورت زير پيشنهاد شد: به ]۱۳[و  ]۵[

௞ߠ = ቆ
∥ ௞ܷ

ற ∥ி
∥ ௞ܷ ∥ி

ቇ

۱
۲

. 

 
شود که  اي معرفي مي به گونه θ୩پارامتر اسکيلينگ 

شود. در واقع، هر گام يا در  تر همگراي آغازين سريع
ها تقريب  	U୩ي مقادير منفرد  هاي منظم، محدوده بازه

اسکيل  θ୩U୩به  U୩شود و سپس ماتريس  زده مي
شود که مقادير منفرد را بيشتر حول يک متمرکز کرده  مي

ي زير قابل  يافته است. روش جديد بنابراين به فرم تسريع
 ارائه است:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 	بوسيله	θ୩	محاسبه ቀ۱۱. ۳ቁ 	يا	 ቀ۱۲. ۳ቁ , k = ۰, ۱, ⋯

T୩ = [	I + ۱۸θ୩
۲
Y୩ + ۱۳θ୩

۴
Z୩]

X୩ା۱ = ൤θ୩U୩ ൬۷I + θ୩
۲
Y୩൰ ൬I + ۳θ୩

۲
Y୩൰൨T୩

ି۱

  

  
) و به کارگيري يکبار روش تکرار ۴,۲از روي روش (

توان آن را  ) مي۸,۱ي ( نيوتن که در واقع در رابطه
توانيم يک روش تکراري جديد (که  مشاهده کرد، مي

  شود) را ارائه کرد. نوآوري اين کار نيز محسوب مي
گون زير را  بنابراين روش تکرار ماتريسي نقطه ثابت

  کنيم: پيشنهاد مي

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧L௞ = ቂU௞ ቀ۷I + Y௞ቁቀI + ۳Y௞ቁቃ ௞ܰ,

ܷ௞ା۱ =
۱
۲
൫ܮ௞ + ௞ܮ

ற∗൯,
 

  
  که در آن 

N௞ = ቂI + ۱۸Y௞ + ۱۳Z௞ቃ
ି۱
. 

 
ي  دقت کنيد که همانند بالا بر اساس آناليز مقادير ويژه

توان ثابت  هاي تکرار از يک گام به گام بعد مي ماتريس
  است. ۸ي همگرايي  کرد که اين روش جديد داراي مرته

)۹,۳(  

)۱۲,۳(  

)۱۱,۳(  

)۸,۳(  
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  کارايي محاسباتي - ۴
ي مهم از هر روش عددي، پيچيدگي محاسباتي  يک جنبه

يد مطالعه و پاسخ داده شود که آيا آن است. يعني، با
پيچيدگي محاسباتي روش جديد مرقون به صرفه است 

هاي  دادن بحث ترين هدف توسيع يا خير؟ زيرا، مهم
دست آوردن زمان اجراي  تئوري براي مسائل عملي و به

 باشد. بهتر در حل مسائل مي
دهيم و نشان  در اين بخش، ما به اين سؤال پاسخ مي

باشد. در ابتدا، يک  ) اقتصادي مي۴,۲روش (دهيم که  مي
) ۶,۱) را در مقابل (۴,۲فرد ممکن است روش ماتريسي (

هاي ماتريس  ) دست کم بگيرد، زيرا داراي ضرب۷,۱و (
باشد.  در ماتريس بيشتري نسبت به رقباي خود مي

ترين عوامل براي ارزيابي  تر صحبت کنيم، مهم دقيق
سي براي تجزيه قطبي، کارايي محاسباتي يک روش ماتري

پنروز) و تعداد کل - ي يافتن معکوس (مربعي مور هزينه
 تکرارها است.

هاي ماتريسي متفاوت به  براي مقايسه کردن رفتار روش
، ما تعريف شاخص کارايي مفروض به Uمنظور يافتن 

 ي وسيله

ܫܧ = ॣ
۱
ࣝ )۱,۴   (                                             

  
ي  گر هزينه   بيان ॣو ࣝکنيم که در آن  را فراخواني مي

باشند. در اينجا به  ي همگرايي مي محاسباتي و مرتبه
ي عادلانه و چون در هر گام  منظور داشتن يک مقايسه

يافتن و ضرب ماتريس در ماتريس داريم،  معکوس 
  دهيم: صورت زير تعميم مي ) را به۱,۴ي شماره ( رابطه

CEI = ॣ
۱

౩(ౣశౙ), )۲.۴   (                                   
  

ي عوامل درگير در يک الگوريتم را  تا قادر باشيم که همه
 به توي تعريف شاخص کارايي محاسباتي وارد کنيم. در 

  ي  وسيله گر تعداد تکرارهاي لازم به بيان cو  m، ݏ)، ۲,۴(
  

هاي  ، تعداد ضربܷيک روش براي همگراي به 
شده  ي محاسبه ماتريس در ماتريس در هر گام و هزينه

 باشند. ماتريس معکوس در هر گام مي

ي عادلانه، فرض  از طرف ديگر به منظور داشتن مقايسه
ي يک ضرب ماتريس در ماتريس يک  کنيم که هزينه مي

ي يافتن معکوس ماتريس دو واحد  واحد و متعاقبا هزينه
ي معکوس ماتريس ممکن  ي محاسبه باشد. گرچه هزينه

ريس در ماتريس بيشتر باشد، ما اين برابر ضرب مات ۲از 
جا در نظر  تقريب را براي سادگي محاسبات در اين

ي جمع، تفريق و ... صرفه  چنين از هزينه گيريم. هم مي
ي يافتن معکوس  کنيم زيرا در مقابل هزينه نظر مي

تري  ي بسيار پايين وضرب ماتريس در ماتريس، هزينه
 دارند.

هاي  تقريبي براي روش اکنون شاخص کارايي محاسباتي

۶ܫܧܥ مختلف عبارت است از ≈ ۲

۱

ೞ۱൬۰శ۱ቀ۲ቁ൰ ،

۷ܫܧܥ ≈	 ۳

۱

ೞ۲൬۳శ۱ቀ۲ቁ൰  ۱۲ܫܧܥو ≈ ۴

۱

ೞ۳൬۵శ۱ቀ۲ቁ൰  که در
هاي  تعداد کل تکرارهاي لازم در روش s۳و  s۱ ،s۲آن 

 .باشند ) براي همگرا شدن مي۴,۲) و (۷,۱)، (۶,۱(
s۳گيريم که  سرانجام، در نظر مي = s  و بنابراين تعداد

 ۲s) تقريبا برابر خواهد بود با ۷,۱) و (۶,۱تکرارها براي (

و
۳

۲
s در  هستند ۳و  ۲ي همگرايي  زيرا آنها داراي مرتبه)

)). نتايج مقايسه اکنون در ۴,۲روش ( ۴ي  مقابل مرتبه
در اين شکل  شود. نمايش داده مي ۱اي شکل  نمودار ميله

شود که هرگاه تعداد تکرارهاي بيشتري لازم  مشاهده مي
گاه روش  هاي با بعد بالا)، آن (معمولا براي ماتريس است

ي محاسباتي و زمان اجرا بهتر است،  جديد از لحاظ هزينه
ي تعداد کمتري معکوس ماتريس  زيرا نياز به محاسبه

s، ۱دارد. براي مثال در شکل  = اد کل يعني تعد ۴
باشد  ) چهار مي۴,۲تکرارهاي لازم براي همگراي روش (

 ۶و  ۸) برابر با ۷,۱) و (۶,۱هاي ( براي روش و متعاقباً
جا لگاريتم  تکرار خواهند بود. توجه کنيد که در اين

براي نشان دادن  ۱شاخص کارايي محاسباتي را در شکل 
  ايم. بيشتر تمايزها به تصوير کشيده
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 يکاني يعامل قطب افتني يبرا يکارا يها شاخص سهيمقا. ۱شکل

  
شنهادي در بخش بعد با حل اين برتري روش پي

شود. مشاهده  هاي عددي بيشتر پشتيباني مي مثال
خواهيم کرد که روش عددي پيشنهادي زمان اجراي 

  کننده). (بدون در نظر گرفتن پارامتر تسريع بهتري دارند
  
  هاي عددي مثال - ۵

جا به  دهيم، را در اين نشان مي PM) را که با ۴,۲روش (
رقم  ۱۶در حساب مميز شناور ( ۸افزار متمتيکا کمک نرم

دهيم. جداي از اين روش،  اعشار) مورد آزمايش قرار مي
 Newton) را که با ۶,۱چندين روش تکراري از قبيل (

دهيم را مورد مقايسه  نشان مي Halley) را که با ۷,۱و (
 دهيم. قرار مي

 شده در اين کار عبارت است از: شرط توقف در نظر گرفته
ቀ∥ U௞ା۱ − U୩ ∥∗ቁ

∥ U୩ା۱ ∥∗
≤ ϵ 

 
يک نرم ماتريسي مناسب  ∗∥⋅∥تلورانس و  ߝکه در آن 

 است.
  

هاي مختلف را روي  در اين مثال، رفتار روش .۵,۱مثال 
۵۰۰ماتريس تصادفي مستطيلي  × زير مورد  ۵۱۰

 دهيم: مقايسه قرار مي
SeedRandom [12345]; 

m=500; n=510; 
A = RandomReal [{0, 10}, {m, n}]; 

  
 کارگيري تلورانس و با به ۱نتايج مقايسات در جدول 

ϵ = ۱۰
اند. به  به نمايش قرار داده شده ∞در نرم  ۴ି

گيري در تعداد  شود که تقليل چشم راحتي مشاهده مي
ي قطبي با  براي يافتن تجزيه CPUتکرارها و زمان 

 .]۱۶وجود دارد [ PMکارگيري  به
ک دستور در اين بخش زمان اجرا را به کم

ها، گزارش  در مثال []݃݊݅݉݅ܶ݁ݐݑ݈݋ݏܾܣ
  ايم. مشخصات کامپيوتر عبارت هستند از: کرده

 CPU 3.20HZ و Pentium (R) 4  و
Windows XP Intel(R)  4باGB  رم. از نتايج
هاي حاصل از روش  عددي افزايش در دقت تقريب

  پيشنهادي قابل مشاهده است.
 

هاي مختلف را روي  مثال، رفتار روشدر اين  .۲,۵مثال 
۲۰۰ماتريس مختلط  ×  تصادفي زير ۲۰۰

SeedRandom[123]; 
m = 200; n= 200; 
A = RandomComplex[{0, 5}, {m, n}]; 

  
را با استفاده از نگرش تسريع از طريق اسکيلينگ براي 

جا  کنيم. در اين شده مطالعه مي تمام روش در نظر گرفته
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ϵتلورانس  = ۱۰
ر نرم بينهايت در نظر گرفته شده د ۱۱ି

 کنيم.  گزارش مي ۲است. نتايج مقايسات را در جدول 
ترين نرم ماتريسي  جا از ساده بايد توجه شود که ما در اين

هاي  کارگيري نرم ايم. واضحا به استفاده کرده lஶيعني 
هاي  که براي حالت ماتريس l۲ماتريسي ديگر از قبيل 

هاي  زينه اجراي هر گام از روشمختلط لازم است ه
هاي  دهند و واضحا روش تکرار ماتريس را افزايش مي

هاي کمتري را  ) که تعداد گام۲,۴مرتبه بالاتر از قبيل (
  براي همگرايي لازم دارند، بيشتر مورد نياز خواهند بود.

  
  
  
  

  نتايج - ۶
Aي يک تقريب از تجزيه قطبي  براي محاسبه = UH ،

شود. روش تکرار  تقريب زده مي Uعامل قطبي  معمولاً
)، براي ۲,۲( ماتريسي پيشنهادي اين مقاله بر اساس

دست آمده  ) به۴,۲ي ( دست آمد و دنباله به ۱ي دوم  ريشه
U۰به ازاي  = A .همگرا بود 

چنان  ) ترکيب معکوس و مزدوج هرميتي آن ۴,۲در (
ي مقدار منفرد، عوامل يکاني  استفاده شد تا در تجزيه

) در حالت ۷,۳ي مورد نظر به ( يکسان باقي بمانند و رابطه
 اده شود.مقادير منفرد س

موجود رار بررسي کرديم و  ۴در اين کار يک روش مرتبه 
  را بر روي آن توسيع داديم. ۸به راحتي يک روش مرتبه 

  
 

 

  )۱,۵: نتايج مقايسات مثال (۱جدول
PM  Halley  Newton  ݐ݁ܯℎݏ݀݋ → 

۸  ۱۰  ۱۵  IT  

۵. ۲۹۶۸۳ × ۱۰
ି۱۱

 ۱. ۹۳۷۶۸ × ۱۰
ି۸

 ۲. ۶۳۶۲۳ × ۱۰
ି۷

 
ቀ∥ U௞ା۱ − U୩ ∥ஶቁ

∥ U୩ା۱ ∥ஶ
 

۷, ۷۰۳۱۲۵۰ ۷, ۹۵۳۱۲۵۰ ۸, ۵۶۲۵۰۰۰ Time  
  

  
 )۲,۵: نتايج مقايسات مثال (۲جدول

PM(Accelerated)  Halley(Accelerated)  Newton(Accelerated)  ݐ݁ܯℎݏ݀݋ → 
۶ ۸ ۱۰ IT  

۷. ۳۸۱۸۳ × ۱۰
ି۱۵

 ۶. ۴۲۶۵۷ × ۱۰
ି۱۵

 ۱. ۱۲۴۴۴ × ۱۰
ି۱۵

 
ቀ∥ U௞ା۱ − U୩ ∥ஶቁ

∥ U୩ା۱ ∥ஶ
 

۲. ۹۰۶۲۵۰۰ ۳. ۳۴۳۷۵۰۰ ۲. ۰۹۳۷۵۰۰ Time  
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