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 مقدمه -1
از جمله موضوعات ( LFP) 1زی کسری خطييربرنامه

ای ف گستردهیاضي است. طيزی ريرمورد توجه در برنامه
 های نسبي ازه نسبتيای واقعي ما بر پایاز مسائل دن

زی از يرا اقتصادی هستند. در برنامهيکي و يزیر فيمقاد
ي های بهداشتکارمندان، در حوزه مراقبتد به ینسبت تول

 ن دریمار و همچنینه به بيمارستان از نسبت هزیو ب
رکت ن شیزی مالي از نسبت بدهي به حقوق مالکيربرنامه

ن نوع يهای کاربردی از اتوان به عنوان مثالمي
 زی نام برد.يربرنامه

ک نمونه از مسائل [ ي4]زبل و مارلوين بار ایبرای اول
ي کردند و آن را با يزی کسری خطي را شناسايربرنامه

زی خطي حل يرای از مسائل برنامهاستفاده از دنباله
 ر توسط چارنز ویل متغيک روش تبديکردند. بعد از آن 

لمور و یگونه مسائل ارائه شد. گنيجهت حل ا [5]کوپر
ک مسأله ي، [8]و سواراپ [7]، مارتوس[6]گومور
های با استفاده از روش زی کسری خطي رايربرنامه

طرح شده م -افته يمپلکس بهبود یه روش سيمختلف بر پا
 [10]ن که چادهايحل کردند. پس از ا [9]کيتوسط دانتز

زی کسری خطي با يرک روش برای حل مسأله برنامهي
کرد يک روي [11]شنهاد کرد، چانیتوابع قدر مطلق مقدار پ

گونه مسائل نيزی آرماني فازی را برای حل ايربرنامه
کرد متفاوت جهت يدو رو [13،12]مطرح کرد. طنطاوی

نهاد شین مسائل پيکرد دوگاني را برای حل ايشدني و رو
ک مسأله ي، [14]ز مجتبي و همکارانیراً نیکرد. اخ

ده ای را با استفاب بازهيزی کسری خطي با ضرايربرنامه
 ه روش چارنز و کوپر حل کردند.يک تابع هدف بر پاياز 

زی کسری خطي يرک مسأله برنامهيسازی واقعي در مدل
ق یا نادقيقي ابهام و یهای حقسازیر مدليهمانند سا

ا يهای تجربي ابييبودن پارامترهای مسأله ناشي از ارز
ج و يطي، امری رایر عوامل محين و سایذهني متخصص

رو، پارامترهای فازی به عنوان نير است. از ايزناپذيگر
ار ئل به کگونه مسانيسازی انانه در مدلیبابزاری واقع

ات مینه کردن تصمیشیده بيا [15]گرفته شد. بلمن و زاده
ه يری فازی مطرح کردند. نظریگمیرا برای مسائل تصم

ا و ن بار توسط تاناکیزی خطي فازی نخستيرکلي برنامه

                                                 
2. Linear Fractional Programming 

اری ین بسیارائه شد و پس از آن محقق [16]همکاران
 19, 20]ن حوزه مطرح کردند.)ير اهای مختلفي را دروش

زی يرک روند برنامهي [21](. پال و همکاران[17 ,18,
زی چندهدفه کسری يرک مسأله برنامهيآرماني را برای 

ر یهای اخخطي فازی مورد مطالعه قرار دادند. از تلاش
ه توان بزی کسری فازی مييرنه برنامهین در زمیمحقق
ک مسأله ياشاره کرد که  [22]نادورای و موتوکوماريکار چا
رهای فازی یب و متغيزی کسری خطي با ضرايربرنامه

زی کسری خطي کاملاً فازی يرتحت عنوان مسأله برنامه
ک جواب يرا مورد مطالعه قرار داده و روشي برای محاسبه 

ل يبرای آن ارائه کردند. آنها با استفاده از تبد (α, r) نهیبه
زی دوهدفه که يرله برنامهک مسأيمسأله مورد نظر به 

زی خطي خواهد شد يرک مسأله برنامهيل به يخود تبد
ن ناصری و خزائي یکرد خود را مطرح کردند. همچنيرو

ر افته ديکرد بهبود يک روي( ضمن ارائه [1], [23])پرکوه
ب يب فازی و ضرايزی خطي با ضرايرحل مسائل برنامه

زی چندهدفه يربرنامهای، کاربرد آن را در مسأله بازه
تم يک الگوريب فازی به صورت يکسری خطي با ضرا

 زیيرکي از کاربردهای برنامهيکپارچه مطرح کردند. ي
 با هاداده پوششي تحلیل مدلکسری در چارچوب 

توان در را مي فازی تصادفي هایخروجي و هاورودی
 ملاحظه کرد.  [3]منبع
چندهدفه کسری زی يرک مسأله برنامهين مقاله يدر ا

رها و بردار منابع فازی مورد مطالعه قرار یخطي با متغ
حل  جهتتمي يکرد پارامتری، الگوريک رويرد و با یگمي

ي را ينه نهایشود که جواب بهگونه از مسائل ارائه مينيا
 جه خواهد داد.یبه صورت پارامتری نت

 ر سازماندهي شده است:ين مقاله به صورت زيا
را  ازیه مورد نیم اولیف و مفاهيبرخي تعاردر بخش دوم، 

 زی کسری خطييرم. در بخش سوم، برنامهیکنان ميیب
م یهای قطعي و فازی مورد توجه قرار خواهطیرا در مح

تم مورد نظر برای حل مسأله يداد. در بخش چهارم، الگور
ف یک مثال عددی جهت توصيت يشود. در نهاارائه مي

 ن بخش مطرحيشنهادی در ایتم پيند حل با الگوريفرآ
 خواهد شد.

  هيم اوليف و مفاهيتعار-2
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ای که مورد هیم اولیف و مفاهين بخش برخي تعاريدر ا
 م.یکناز است را ارائه ميین

 

𝑓نگاشت  :[24] 1ف يتعر ∶ ℝ ک يرا  [0.1] ⟶

 ر صدق کند:يم به شرطي که در موارد زيیعدد فازی گو
- 𝑓 ي است.يوسته بالایپمین 

.𝑐]در نقاط خارج از بازه  - 𝑑] ⊂ ℝم: ي، دار𝑓(𝑥) = 0. 

. 𝑎قي یاعداد حق - 𝑏 که یوجود دارند بطور𝑐 ≤ 𝑎 ≤

𝑏 ≤ 𝑑  و تابع𝑓(𝑥)  روی[𝑐. 𝑎] ⊂ ℝ کنواخت ي، به طور
.𝑏]صعودی و روی  𝑑] ⊂ ℝ کنواخت نزولي ي، به طور

𝑥ن به ازای هر یاست. همچن ∈ [𝑎. 𝑏]م: ي، دار𝑓(𝑥) =

1 . 
 

مجموعه همه اعداد فازی )معرفي شده در  :1قرارداد 

 م.یدهنشان مي 𝐹(ℝ)( را با 1ف يتعر
تری دگاه پاراميک عدد فازی با ديگری از يف دياکنون تعر

 1ف يات فازی، معادل با تعریم که در ادبیکنرا معرفي مي
 باشد.مي

 

ک عدد فازی دلخواه را در شکل ي :[25] 2ف يتعر

توان به صورت زوج مرتبي از توابع پارامتری مي

( 𝑓(𝑟). 𝑓(𝑟)) . 0 ≤ r ≤ در  هکیش داد بطورينما 1
 ر صدق کنند:يط زيشرا

- 𝑓(𝑟) کنواخت و از چپ يک تابع کراندار، صعودی ي
 باشد.مي [0.1]وسته روی یپ

- 𝑓(𝑟) کنواخت و از چپ يک تابع کراندار، نزولي ي
 باشد.مي [0.1]وسته روی یپ

- 𝑓(𝑟) ≤  𝑓(𝑟). 0 ≤ r ≤ 1 . 

 

حساب روی اعداد فازی پارامتری و رابطه  -2-1

 ن آنهايبي بيترت
�̃�د ی، فرض کن2ف يبراساس تعر = ( 𝑥(𝑟). 𝑥(𝑟))  و

�̃� = ( 𝑦(𝑟). 𝑦(𝑟)) ش پارامتری، يدو عدد فازی در نما
ن صورت حساب روی يقي باشد. در ایک اسکالر حقي 𝑘و 
ف ير تعريفازی پارامتری را به صورت زن اعداد يا

 ( [2 ,[25])میکنمي
 

i. �̃� ≈ �̃�  ⇔   𝑥(𝑟) =  𝑦(𝑟) .   𝑥(𝑟) =

𝑦(𝑟)  
ii. �̃� + �̃� = (𝑥(𝑟) + 𝑦(𝑟) . 𝑥(𝑟) +

 𝑦(𝑟)) 

iii. k�̃� = (𝑘 𝑥(𝑟). 𝑘𝑥(𝑟))  .  𝑘 ∈ ℝ, 

iv. �̃� ∙ �̃� = (𝑚𝑖𝑛 {𝑥𝑦. 𝑥𝑦. 𝑥 𝑦. 𝑥 𝑦} .   

𝑚𝑎𝑥{𝑥𝑦. 𝑥𝑦. 𝑥 𝑦. ¯𝑥  ¯𝑦}) 

v. �̃� �̃�⁄ = (𝑚𝑖𝑛 {
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
} .   

 𝑚𝑎𝑥 {
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
.
𝑥

𝑦
}).    �̃� ≉ 0̃  

 

ش يهای فازی در نمادر فضای همه مجموعه. 1تذکر 

0̃م: یکنف مييپارامتری تعر = 1̃و   (0.0) = (1.1). 
�̃�دو عدد فازی  = ( 𝑥(𝑟). 𝑥(𝑟))  و�̃� =

( 𝑦(𝑟). 𝑦(𝑟)) ب ید. برای معرفي ترتيریرا در نظر بگ
کرد گوتچل و ياز روری ین اعداد فازی، با الگوگيروی ا

ف ير تعريرا به صورت ز 𝑜ℎ، شاخص [26]واکسمن
 م:یکنمي

𝑜ℎ(�̃�. 𝑦 ̃ ) =  

∫ 𝑟[(𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)) + (𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟))]
1

0

𝑑𝑟 

 م:یکنف ميير را تعريب زین صورت ترتيدر ا
�̃� ≾ �̃�  ⇔  𝑜ℎ(�̃�. �̃�) ≤ 0 

�̃� ≺ �̃�  ⇔  𝑜ℎ(�̃�. �̃�) < 0 
�̃�م یسينون ميیهمچن ≿ �̃� (�̃� ≻ �̃� اگر و تنها اگر )
�̃� ≾ �̃� (�̃� ≺ �̃�.) 

روی مجموعه همه اعداد فازی پارامتری  𝑑حال اگر متر 
 را به صورت

𝑑(�̃�. �̃�) = 

𝑑((𝑥(𝑟). 𝑥(𝑟)) . (𝑦(𝑟). 𝑦(𝑟)) = sup {𝑚𝑎𝑥 

{|𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)| . |𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)|}; 0 ≤ 𝑟 ≤ 1}  
 

ک مجموعه از ي، کرانداری روی ([26]م)يریدر نظر بگ
 .میکنف ميير تعرياعداد فازی را به صورت ز

 

م يیاعداد فازی را کراندار گو ک مجموعه ازي: 3ف يتعر

وجود داشته باشد به طوری که  𝑀قي یک عدد حقيهرگاه 
ن مجموعه داشته يمتعلق به ا �̃�به ازای هر عدد فازی 

.𝑑(�̃�  م:یباش 0̃) < 𝑀 
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 زی کسری خطييربرنامه -3

ی زی کسريرن بخش، شکل کلي از مسائل برنامهيدر ا
را  [5]کوپرخطي را معرفي نموده و سپس روش چارنز و 

گونه مسائل نيل خطي جهت حل ايکه مبتني بر تبد
ربخش دوم، مسأله يم کرد. در زیاست، ارائه خواه

هدفه و زی کسری خطي فازی در دو حالت تکيربرنامه
 چندهدفه مورد مطالعه قرار خواهد گرفت.

 

  زی کسری خطييرمسأله برنامه -3-1

ا ر خطيزی کسری يرک مسأله برنامهي: [5] 3ف يتعر

 ر در نظر گرفت: يتوان به صورت زيم

𝑚𝑎𝑥   𝑍(𝑥) =
∑ 𝑐𝑗 𝑥𝑗+𝑝
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑑𝑗 𝑥𝑗+𝑞
𝑛
𝑗=1

=
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
   

s.t.  

𝑥 ∈ 𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 . 𝑥 ≥ 0},      (1)  
 

 ای ناتهي و کراندار است، مجموعه 𝑆 نآر که د
 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ،𝑏 ∈ ℝ𝑚 ،𝑐 . 𝑑 ∈ ℝ𝑛  و𝑝 . 𝑞 ∈ ℝ. 

برابر  𝐷(𝑥)مکن است ، م𝑥ير از مقادبرای برخي اکنون 
ط، ين شرايری از وقوع ایرو جهت جلوگنيشود. از ار با صف

 م:ید داشته باشيبا
{𝑥 ≥ 0. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) > 𝑥}ا يو  {0 ≥

0. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) < ت ی. بدون از دست دادن کل{0
ر برای مسأله يم شرط زیکنبرای سهولت، فرض مي

 برقرار باشد: [1]زی کسری خطي داده شده دريربرنامه
𝑥 ≥ 0. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) > 0.          (2         )   

 

ر را ياضي زيزی ريردو مسأله برنامه :[27] 4ف يتعر

 د:يریدر نظر بگ
 

𝑚𝑎𝑥   𝐹(𝑥)             و          𝑚𝑎𝑥   𝐺(𝑥)  
 s.t.   𝑥 ∈ 𝑆  (i)                     s.t.   𝑥 ∈ 𝑄 (ii)  

 

و گر ا معادل هم هستند (ii)و  (i)ن صورت مسائل يدر ا
 ز مجموعه شدنيا 𝑓کيک به يک نگاشت يفقط اگر 

وجود داشته  (ii)مسأله  به روی مجموعه شدني (i)مسأله 
𝑥که برای همه یباشد بطور ∈ 𝑆م:ی، داشته باش 

 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑓(𝑥))  .  

.𝑦)چ نقطه ید که هیفرض کن .[5, 28] 1ه يقض 0) 

𝑦با  ≥  زی خطييربرنامه مسألهبرای  0

𝑚𝑎𝑥    𝑐𝑇𝑦 + 𝑝𝑡  
s.t.    𝑑𝑇𝑦 + 𝑞𝑡 = 1. 

𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0.                             (3)  

𝑡 ≥ 0 .   𝑦 ≥ 0.   𝑦 ∈ ℝ𝑛 . 𝑡 ∈ ℝ  
 

، [2]ن صورت با فرض برقراری شرطيشدني نباشد. در ا
 معادل است. [3]زی خطييربا مسأله برنامه [1]مسأله

 د.یرجوع کن [28]منبعبرای اثبات به اثبات: 

 د :يریر را در نظر بگياکنون دو مسأله مرتبط ز

max        𝑡𝑁 (
𝑦

𝑡
)   

s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 0  .   

𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
) = 1 .  

𝑡 > 0 . 𝑦 ≥ 0 .                   (4)   

 و

max        𝑡𝑁 (
𝑦

𝑡
)   

s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 0  .  

𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
) ≤ 1 .  

𝑡 > 0 . 𝑦 ≥ 0 .                     ( (5   

𝑡ل يبا استفاده از تبد [4]که در آن مسأله =
1

𝐷(𝑥)
𝑦و   =

𝑡𝑥 گذاری یاز جا [5]بدست آمده و مسأله [1]در

𝑡𝐷ت تساوی يمحدود (
𝑦

𝑡
) = ت نامساوی يبا محدود 1

𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
) ≤  بدست آمده است. [4]در 1

 

𝑁(𝜂) برای برخي .[29] 2ه يقض ≥ 0. 𝜂 ∈ 𝑆، گر ا

𝑥 در [1]مسأله = 𝑥∗نگاه آ نه )مطلق( برسد،یشیمقدار ب به
.𝑡)ک نقطه يدر  [3]مسأله 𝑦) = (𝑡∗. 𝑦∗)  به مقدار

  رسد که در آنيمنه )مطلق( یشیب
𝑦∗

𝑡∗
= 𝑥∗ مقدار توابع  و

 ت.اسن نقاط با هم برابر يهدف در ا
 

را  [1]زی کسری خطييرمسأله برنامه :[27] 5ف يتعر

زی يرک برنامهي [1]د. مسألهيری( در نظر بگ2با شرط)
.)𝑁محدب استاندارد است، هرگاه  -کسری مقعر   روی (

𝑆 ر يمقعر بوده و به ازای برخي از مقاد𝑥 ∈ 𝑆م ی، داشته باش
𝑁(𝑥) ≥ .)𝐷ن یو همچن 0 مثبت و محدب  𝑆روی  (

 باشد.

زی يرک برنامهي [1]اگر مسأله .[29, 30] 3ه يقض

 نقطهک يمحدب استاندارد باشد که در  -کسری مقعر 

𝑥∗ ل يبدت مسألهنه )مطلق( برسد، آنگاه یشیبه مقدار ب
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ک نقطه ي نه را دریشی، همان مقدار ب[5]افته مرتبطي
(𝑡∗. y∗)  آورد، که در آنيمبدست 𝑦∗ 𝑡∗⁄ = 𝑥∗.  علاوه

ک مجموعه ر و يک تابع هدف مقعي [5]مسأله ن،يبر ا
 دارد. شدني محدب

𝑥برای هر 𝑁(𝑥)د یفرض کن [1]در مسأله ∈ 𝑆 و ، مقعر
ن صورت يدر ا مثبت است.و مقعر  𝑆روی  𝐷(𝑥) ومنفي 

 م:يدار
 

𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝑆

𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
 ⇔ 𝑚𝑖𝑛

𝑥∈𝑆

−𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
⇔ 𝑚𝑎𝑥

𝑥∈𝑆

𝐷(𝑥)

−𝑁(𝑥)
 

 
ن، يمثبت است. بنابراو ، محدب 𝑁(𝑥)−آن ر که د
 زی کسری استاندارديربرنامه مسألهک يبه  [1]مسأله
رو با استفاده از نياز ا ل شده است.يمحدب تبد -مقعر 

ل ير تبديزی خطي زيربرنامه مسألهبه  [1]مسأله، 1ه یقض
 شود:مي

max  𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
)   

s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 0  .           −𝑡𝑁 (

𝑦

𝑡
) ≤ 1  

 𝑡. 𝑦 ≥ 0 . 
زی کسری خطي فازی يرک مسأله برنامهيدر بخش بعد 

شود. سپس هدفه و چندهدفه معرفي ميدر دو حالت تک
 شود. ح مييگونه مسائل تشرنيتم برای حل ايالگورک ي
 

 زی کسری خطي فازیيرمسأله برنامه -3-2
 زی کسری خطييرک مسأله برنامهين بخش ابتدا يدر ا
شود و سپس ط فازی معرفي ميیهدفه در محتک

زی کسری خطي را در حالت چندهدفه مورد يربرنامه
 م. یدهبررسي قرار مي

 

زی کسری خطي فازی يرمهمسأله برنا -3-2-1

 هدفهتک

زی کسری خطي يرک مسأله برنامهي :[28] 6ف يتعر

رها و بردار منابع یهدفه را که در آن متغفازی در حالت تک
FLFPفازی هستند، با 

 م:یکنف ميير تعريم و به صورت زیدهنشان مي 1

max        𝑍(�̃�) =
𝑁(𝑥)

�̃�(𝑥)
=

∑ 𝑐𝑗 �̃�𝑗

𝑛

𝑗=1
+𝑝

∑ 𝑑𝑗 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1
+𝑞

 

s.t.      �̃� ∈ �̃�                              (6)   

 

. 𝑐  کهیطوره ب 𝑑 ∈ ℝ𝑛 و𝑝 . 𝑞 ∈ ℝ نی. همچن 

S̃ = {�̃�  ∈ (F(ℝ))
𝑛
: 𝐴 �̃� ≾ �̃�.  �̃�  ≿ 0̃} ، 

𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ،�̃� ∈ (F(ℝ))𝑚  .  

 [6]ر را برای مدليبا استدلالي مشابه حالت قطعي شرط ز
 م:يریگدر نظر مي

�̃� ≿ 0̃. 𝐴 �̃� ≾ �̃� ⇒ �̃�(�̃�) ≻ 0̃          (7         )   

 

ر را يروابط ز �̃�و  �̃� ،�̃�برای اعداد فازی . [ 31]1لم 

 م:يدار
i. �̃�(�̃�+ �̃� ) ≈ �̃��̃� + �̃��̃� 

ii. �̃�(�̃�− �̃� ) ≈ �̃��̃� − �̃��̃� 
در حالتي  2و  1ای يدهند که قضار نشان مييه زیدو قض
رقرار ز بیرها و بردار منابع مسأله فازی هستند نیکه متغ
 است.

                                                 
1. Fuzzy Linear Fractional Programming  

 

.�̃�)چ نقطه ید که هیفرض کن. 4ه يقض �̃�با  (0̃ ≿ 0̃ 

 زی خطي فازیيربرنامه مسألهبرای 
𝑚𝑎𝑥    𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�  
s.t.    𝑑𝑇�̃� + �̃�𝑞 ≈ 1̃ 
𝐴�̃� − �̃��̃� ≾ 0̃                             (8)  

�̃� ≿ 0̃ .   �̃� ≿ 0̃.   �̃� ∈ (F(ℝ))
𝑛
 . �̃� ∈ F(ℝ)  

 

، [7]ن صورت با فرض برقراری شرطيشدني نباشد. در ا
 [8]زی خطي فازیيربا مسأله برنامه FLFP[6]مسأله 

 معادل است.

م یکنف ميي، تعر[6]شدني از مسأله �̃�برای اثبات: 

𝑞(�̃�) = (�̃�. �̃�) که به طوری�̃� ≈ 1̃
(𝑑𝑇�̃� + 𝑞)⁄ 

�̃�و  ≈ �̃��̃�جه ی. در نت�̃� ≿ 0̃. �̃� ≻ ن با ی. همچن0̃
 م:ي، دار1استفاده از لم 

𝐴�̃� − �̃��̃� ≈ �̃�(𝐴�̃� − �̃�) ≾ 0̃ 

 و

𝑑𝑇�̃� + �̃�𝑞 ≈ �̃�(𝑑𝑇�̃� + 𝑞) ≈ 1̃ 
.�̃�)ن يبنابرا �̃�) شدني است. بعکس اگر  [8]برای مسأله
(�̃�. �̃�) چ نقطه یشدني باشد و ه [8]برای مسأله(�̃�. ی (0̃
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�̃�شدني نباشد، آنگاه  [8]برای  ≈ �̃�

𝑡
 . �̃� ≻ در رابطه  0̃

 کند:ر صدق مييز

�̃� ≿ 0̃.  𝐴�̃� − �̃� ≈
𝐴�̃� − �̃��̃�

�̃�
≈ 0̃ 

.)𝑞جه یدر نت را به  [6]مجموعه جواب شدني مدل (
روی مجموعه جواب شدني  ک بهيک به يصورت 

ر ينگارد. بعلاوه تابع هدف مرتبط به صورت ز( مي8مدل)
 است:

𝑐𝑇�̃� + 𝑝

𝑑𝑇�̃� + 𝑞
≈
𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�

𝑑𝑇�̃� + 𝑞�̃�
≈
𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�

1̃

≈ 𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃� 
 شود.جه ميیجه معادل بودن مورد نظر نتیدر نت

 

𝑁(�̃�) ريبرای برخي مقاد. 5ه يقض ≿ 0̃. �̃� ∈ �̃�، گر ا

�̃� در [6]مسأله = �̃�∗نگاه آ نه )مطلق( برسد،یشیمقدار ب به

.�̃�)ک نقطه يدر  [8]مسأله �̃�) = ( �̃�∗. �̃�∗)  به مقدار

  رسد که در آنيمنه )مطلق( یشیب
�̃�∗

𝑡∗
≈ �̃�∗ مقدار توابع  و

 ت.اسن نقاط با هم برابر يهدف در ا
و با استفاده از روابط  [3]هیم اثبات قضیبا تعماثبات: 

 د.يآجه مورد نظر بدست ميیحساب فازی نت
 

زی چندهدفه کسری يرمسأله برنامه -3-2-2

 خطي فازی

زی چندهدفه يرک مسأله برنامهي :[28] 7ف يتعر

رها و بردار منابع یکسری خطي فازی را که در آن متغ
1فازی هستند، با 

FMOLFP  م و به صورت یدهنشان مي
 شود:ف ميير تعريز
 

max        {𝑍1(�̃�). 𝑍2(�̃�). … . 𝑍𝑘(�̃�)} 

s.t.      �̃� ∈ �̃�                              (9)   
 

𝑙که برای هر یبطور ∈ {1. … . 𝑘} ميدار: 𝑍𝑙(�̃�) =

𝑁𝑙(𝑥)

�̃�𝑙(�̃�)
=

∑ 𝑐𝑙𝑗 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1
+ 𝑝𝑙

∑ 𝑑𝑙𝑗 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1
+ 𝑞𝑙

  ،𝑐𝑙  . 𝑑𝑙 ∈ ℝ
𝑛  و𝑝𝑙  . 𝑞𝑙 ∈

ℝنی. همچن 

S̃ = {�̃�  ∈ (F(ℝ))
𝑛
: 𝐴 �̃� ≾ �̃�.  �̃�  ≿ 0̃}، 

 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ،�̃� ∈ (F(ℝ))𝑚. 

                                                 
1 Fuzzy Multi-Objective Linear Fractional Programming  

 د:يریر را در نظر بگيز سيدو مجموعه اند

𝐿 = {𝑙 |𝑁𝑙(�̃�) ≿ 0̃. for some �̃� ∈ �̃�}, 
𝐿𝑐 = {𝑙 |𝑁𝑙(�̃�) ≺ 0̃. for each �̃� ∈ �̃�}, 

 

𝐿. کهیبطور ∪ 𝐿𝑐 = {1.… . 𝑘} 

ای که مجموعه �̃�روی  (∙)𝑙 ،D̃𝑙د به ازای هر یفرض کن
 �̃�د ین فرض کنیناتهي و کراندار است، مثبت باشد. همچن

1̃حداقل مقدار 

dlx̃+ql
1̃−و  

clx̃+pl
𝑙ب برای یبه ترت  ∈ 𝐿  و

𝑙 ∈ 𝐿𝑐 ن صورت برای يباشد. در ا𝑙 ∈ 𝐿 م: يدار�̃�  ≾
1̃

dlx̃+ql
𝑙و برای   ∈ 𝐿𝑐 م داشت: یخواه�̃�  ≾ −1̃

clx̃+pl
 . 

�̃�برای   ≻ �̃�د: ی، قرار ده0̃ ≈ �̃� �̃�  اکنون با استفاده از .
ک يتوان ، مياد شدهيهای و نامساوی [4،5]ایيقضا

معادل را برای زی چندهدفه خطي يرمسأله برنامه
 ر در نظر گرفت:يبه صورت ز [9]مسأله

 

max   {�̃�𝑁𝑙 (
�̃�

𝑡
) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; �̃��̃�𝑙 (

�̃�

𝑡
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     �̃��̃�𝑙 (
�̃�

𝑡
) ≾ 1̃.  for 𝑙 ∈ 𝐿 . 

−�̃�𝑁𝑙 (
�̃�

𝑡
) ≾ 1̃.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐     

A (
�̃�

𝑡
) − �̃��̃� ≾ 0̃  .  

�̃� ≿ 0̃ .  �̃� ≿ 0̃                      (10)  

 

برای مدل قطعي نشان داده  [28]مشابه استدلالي که در
های ن با استفاده از خواص مجموعهیشده است و همچن

ز همواره ین [10]های مسألهتيفازی، مجموعه محدود
ای ناتهي محدب است که دارای جواب شدني مجموعه

شتر در رابطه با خواص یات بیباشد )جهت مشاهده جزئمي
ی، زی محدب فازيرهای فازی محدب و برنامهمجموعه

 گردد(.شنهاد ميیپ [33]و  [32]منابع
ر در يتوان به صورت زرا مي [10]صورت پارامتری مسأله

 نظر گرفت:

 max      {(𝑡. 𝑡)𝑁𝑙 (
(𝑦.𝑦)

(𝑡.𝑡)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ;  

(𝑡. 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦.𝑦)

(𝑡.𝑡)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}   

s.t.     (𝑡. 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦.𝑦)

(𝑡.𝑡)
) ≾ 1̃.  for 𝑙 ∈ 𝐿  .  

−(𝑡. 𝑡)𝑁𝑙 (
(𝑦.𝑦)

(𝑡.𝑡)
) ≾ 1̃.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A (
(𝑦.𝑦)

(𝑡.𝑡)
) − (𝑏(𝑟). 𝑏(𝑟)) (𝑡. 𝑡) ≾ 0̃  .  



 

 93                                                                                 زی چندهدفه کسری خطي فازیيررد پارامتری برای حل مسأله برنامهيکرو يک
 

   

𝑦.  𝑦 ≥ 0 .  𝑡 . 𝑡 ≥ 0.   

0 ≤ r ≤ 1                              (11)  

 

 تم حليالگور -4
ای هان شده در بخشین بخش با توجه به مقدمات بيدر ا

هت زی پارامتری جيرکرد برنامهيتم با رويک الگوريقبل، 
 م.یکنميارائه  [9]حل مسأله

 

را به  [9]مسأله پارامتری معادل با مسأله گام اول:

ر يمقاد ،[11]د. در مدليریدر نظر بگ [11]صورت مدل
𝑟 = 𝑟و  0 = افتن مسائل کمکي اعمال يرا جهت  1

 د.ين منظور به گام بعدی برويد. برای ایکن

𝑟د ی، قرار ده[11]در مسألهگام دوم:  = ن ي. در ا0

 م داشت:یصورت خواه
 

 max     {(𝑡0. 𝑡
0
)𝑁𝑙 (

(𝑦0.𝑦
0
)

(𝑡0.𝑡
0
)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

  (𝑡0. 𝑡
0
) �̃�𝑙 (

(𝑦0.𝑦
0
)

(𝑡0.𝑡
0
)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     (𝑡0. 𝑡
0
)�̃�𝑙 (

(𝑦0.𝑦
0
)

(𝑡0.𝑡
0
)
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

−(𝑡0. 𝑡
0
)𝑁𝑙 (

(𝑦0.𝑦
0
)

(𝑡0.𝑡
0
)
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A(
(𝑦0.𝑦

0
)

(𝑡0.𝑡
0
)
) − (𝑏(0). 𝑏(0)) (𝑡0. 𝑡

0
) ≤ 0  .  

 𝑦0.  𝑦
0
≥ 0 .  𝑡0 .  𝑡

0
≥ 0               (12)   

 

، دو �̃�و  �̃�رهای یت متغیبا توجه به ماه گام سوم:

 [13]ر را جهت حل مدليرمسأله چندهدفه قطعي زيز
 د:یل دهیتشک

 max    {𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

 𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐} 

s.t.    𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

−𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A (
𝑦0

𝑡
0) − 𝑏(0)𝑡

0
≤ 0  .  

 𝑦0. 𝑡
0
≥ 0 .                    (13)   

 و
 

max   {𝑡0𝑁𝑙 (
𝑦
0

𝑡0
) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

  𝑡0𝐷𝑙 (
𝑦
0

𝑡0
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     𝑡0𝐷𝑙 (
𝑦
0

𝑡0
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

−𝑡0𝑁𝑙 (
𝑦
0

𝑡0
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A(
𝑦
0

𝑡0
) − 𝑏(0)𝑡0 ≤ 0  .  

𝑦
0
. 𝑡0 ≥ 0 .                   (14)  

 

 minتوسط عملگر  [14] و [13]با حل جداگانه مسائل
های ب به جوابی، به ترت[34]مرمنيز

{𝑦1
0. 𝑦2

0. … . 𝑦𝑛
0. 𝑡

𝑦1{ و 0
0
. 𝑦2

0
. … . 𝑦𝑛

0
. 𝑡0} }

𝑟متناظر با  =   م.یرسمي 0

 

مرمن، ابتدا يز minری عملگر یجهت بکارگ :2تذکر 

ک تابع يک از توابع هدف مسأله مورد نظر يبرای هر 
نجا روند حل با استفاده از يم. در ایکنت معرفي مييعضو

ق يم. به طریکنان ميیب [13]روش مذکور را برای مدل
 [16]، [14]هایم برای مدلین روند قابل تعميمشابه ا

 خواهد بود: [17]و
 ،[13]ک از توابع هدف مدليت را برای هريابتدا تابع عضو

 م: یکنف ميير تعريبه صورت ز
𝑙برای  ∈ 𝐿: 

 

𝜇𝑙 (𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0)) = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 0                    𝑡

0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 0 

𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) − 0

𝑍𝑙
0 − 0

        0 < 𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) < 𝑍𝑙

0

1                     𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≥ 𝑍𝑙

0

 

 

𝑙و برای  ∈ 𝐿𝑐: 
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𝜇𝑙 (𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0)) = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 0                    𝑡

0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 0 

𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) − 0

𝑍𝑙
0 − 0

        0 < 𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) < 𝑍𝑙

0

1                   𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≥ 𝑍𝑙

0

 

 

𝑍𝑙مم سطح آرماني یکه در آن ماکس
 نییر تعيبه صورت ز 0

 شود:مي
را با توجه به  [13]ک از توابع هدف مدليهر 

د ید. فرض کنیسازی کنممیهای مسأله ماکستيمحدود
𝑙به ازای  = 1.2. … . 𝑘 ،𝑍𝑙

ن تابع یام 𝑙مم مقدار یماکس ∗0
 باشد.  [13]هدف مدل

𝑙اگر  ∈ 𝐿د: ی، آنگاه قرار ده𝑍𝑙
0 = 𝑍𝑙

𝑙و اگر  ∗0 ∈ 𝐿𝑐 ،

𝑍𝑙د: یآنگاه قرار ده
0 = −

1

𝑍𝑙
0∗. 

ت معرفي شده در بالا و ياکنون با توجه به توابع عضو
ر را ي، مدل زmin [34]ن با استفاده از عملگر یهمچن
 م داشت: یخواه

max   𝜆 

s.t.     𝜆 ≤  𝜇𝑙 (𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0)) ;  𝑙 ∈ 𝐿 

 𝜆 ≤ 𝜇𝑙 (𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0))  ;  𝑙 ∈ 𝐿𝑐  

 𝑡
0
𝐷𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 1  ;  𝑙 ∈ 𝐿   

 −𝑡
0
𝑁𝑙 (

𝑦0

𝑡
0) ≤ 1  ;  𝑙 ∈ 𝐿𝑐 

A (
𝑦0

𝑡
0) − 𝑏(0)𝑡

0
≤ 0    

  𝑦0. 𝑡
0
≥ 0  

 

 د. یم رسیخواهنه مطلوبیر به جواب بهیبا حل مدل اخ
 

𝑟د ی، قرار ده[11]در مسألهگام چهارم:  = ن ي. در ا1

 :م داشتیصورت خواه

max     {(𝑡1. 𝑡
1
)𝑁𝑙 (

(𝑦1.𝑦
1
)

(𝑡1.𝑡
1
)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

(𝑡1. 𝑡
1
) �̃�𝑙 (

(𝑦1.𝑦
1
)

(𝑡1.𝑡
1
)
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     (𝑡1. 𝑡
1
)�̃�𝑙 (

(𝑦1.𝑦
1
)

(𝑡1.𝑡
1
)
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

−(𝑡1. 𝑡
1
)𝑁𝑙 (

(𝑦1.𝑦
1
)

(𝑡1.𝑡
1
)
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A(
(𝑦1.𝑦

1
)

(𝑡1.𝑡
1
)
) − (𝑏(1). 𝑏(1)) (𝑡1. 𝑡

1
) ≤ 0  .  

 𝑦1.  𝑦
1
≥ 0 .  𝑡1 .  𝑡

1
≥ 0 .           (15)   

 

ر را جهت يرمسأله چندهدفه قطعي زيدو ز گام پنجم:

 :دیل دهیتشک [15]حل مدل

max     { 𝑡
1
𝑁𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

   𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐} 

s.t.      𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

− 𝑡
1
𝑁𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A (
𝑦1

 𝑡
1) − 𝑏(1) 𝑡

1
≤ 0  .  

 𝑦1.  𝑡
1
≥ 0                       (16)   

 و

max     {𝑡1𝑁𝑙 (
𝑦
1

𝑡1
) . for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

  𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦
1

𝑡1
) . for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦
1

𝑡1
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿  . 

−𝑡1𝑁𝑙 (
𝑦
1

𝑡1
) ≤ 1.  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   .  

A (
𝑦
1

𝑡1
) − 𝑏(1)𝑡1 ≤ 0  .  

𝑦
1
. 𝑡1 ≥ 0 .                   (17)   

 

 minتوسط عملگر  [17]و  [16]ا حل جداگانه مسائلب 
های ب به جوابی، به ترت[34]مرمنيز

{{𝑦1
1. 𝑦2

1. … . 𝑦𝑛
1.  𝑡

1
𝑦1و   

1
. 𝑦2

1
. … . 𝑦𝑛

1
. 𝑡1} ،}

𝑟متناظر با  =  م.یرسمي 1
 

های بدست آمده در با استفاده از جوابگام ششم: 

 د:یهای سوم و پنجم، قرار دهگام

𝑦𝑗
∗ = (𝑦j

1 − 𝑦j
0) r + 𝑦j

0. 

y
j

∗
= (𝑦

j

1
− 𝑦

j

0
) r + 𝑦

j

0
. 

𝑡∗ = (t1 − t0)r + t0. 

t
∗
= (t

1
− t

0
) r + t

0
. 
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�̃�jجه یو در نت
∗ = (𝑦𝑗

∗. 𝑦
𝑗

∗
) t̃∗ = (𝑡∗. 𝑡

∗
ک جواب ي , (

 خواهد بود. [11]برای مسأله

�̃�ل يبا توجه به تبدگام هفتم:  =
�̃�

𝑡
، به جواب مسأله 

 م:یرساصلي مي

�̃�𝑗
∗ = (

𝑦𝑗
∗

𝑡
∗ .
𝑦
𝑗

∗

𝑡∗
) 

 

�̃�𝑗ر يگذاری مقادیت با جايو در نها
ر هر ي(، مقاد6در ) ∗

𝑍𝑙(�̃� ک از توابع هدف ي
∗).   𝑙 = 1. … . 𝑘  بدست

 .خواهد آمد

 اد شده، جهتيتم يان ذکر است که در الگوريشا :1نکته 

 [34]مرمنيهای سوم و پنجم، روش زهایسادگي در گام
چندهدفه خطي قطعي زی يررا برای حل مسأله برنامه

گونه چین انتخاب هيکه ا يم، در حاليااستفاده کرده
کند و هر روش جاد نمييند حل ايتي را در فرآيمحدود

تواند جهت حل گری که جواب را بدست دهد، مييد
 اد شده به کار گرفته شود.يگونه مسائل در مراحل نيا

 

ت است که در ین نکته حائز اهميتوجه به ا :2نکته 

ن بوده که يشنهادی همواره فرض بر ایتم پيالگور
ت یا به عبارتي ماهيو  𝐿𝑐و  𝐿های سيمجموعه اند

𝑁𝑙(�̃�)  به ازای𝑙 = 1.… . 𝑘 باشد. در صورتي معلوم مي
رج م که مخین نباشند، اما بدانیح معيکه آنها بطور صر

ن صورت يتوابع هدف در فضای جواب مثبت است، در ا
گونه عمل نيا 𝐿𝑐و  𝐿های سيندمجموعه اافتن يجهت 

 م: یکنمي
را با توجه به  𝑍𝑙(�̃�) ک از توابع هدفي( هر 1

ری یها و صورت پارامتری مسأله، با بکارگتيمحدود
 د. به ازای هريینه سازی نمایشیب [5]روش چارنز و کوپر

𝑙 = 1.… . 𝑘 ، 𝑍𝑙
در  𝑍𝑙(�̃�) نهیشیب را به عنوان مقدار ∗

 د.يرینظر بگ

𝑍𝑙 ( اگر2
∗ ≿ 𝑙باشد، آنگاه  0̃ ∈ 𝐿 اگر و  𝑍𝑙

∗ ≺ ، آنگاه 0̃
𝑙 ∈ 𝐿𝑐 . 

 

  مثال عددی -5
 پیشنهادی ند حل مدليح فرآيبه منظور تشرن بخش يدر ا

ه ک مسأليم که در آن يپردازک مثال عددی مييبه ارائه 
FMOLFP ف شده است، با يتعر [9]که به صورت مدل

ن یشد. همچنن مقاله حل خواهد يتم ارائه شده در ايالگور
جهت بررسي اعتبار روش، جواب را در حالت قطعي با 

سه يمقا [28]جواب بدست آمده از روش چاکرابورتي
 م. یکنمي

در  ر رايزی چندهدفه کسری خطي فازی زيرمسأله برنامه
 د.يرینظر بگ

max      {𝑍1(�̃�) . 𝑍2(�̃�) . 𝑍3(�̃�)} 

= (
𝑥1+𝑥2

2𝑥1+𝑥2+1
 .

4𝑥1+3�̃�2

6𝑥1+2�̃�2+1
 .
2𝑥1+4𝑥2+1

𝑥1+2𝑥2+3
)  

s.t.     2�̃�1 − �̃�2 ≿ (𝑟. 2 − 𝑟).  
�̃�1 + 4�̃�2 ≾ (18 + 𝑟. 20 − 𝑟).  
2�̃�1 + 4�̃�2 ≿ (10 + 𝑟. 14 − 3𝑟).   
 �̃�1 ≿ (4 + 𝑟. 7 − 2𝑟). 
�̃�1 .  �̃�2 ≿ 0̃  .0 ≤ 𝑟 ≤ 1                (18)  

 

ر در يرا به صورت ز [18]مسأله پارامتری معادل با مسأله
(19) م:يریگنظر مي  

max   {(𝑦1. 𝑦1) + (𝑦2. 𝑦2) . 4(𝑦1. 𝑦1) 

+3(𝑦2. 𝑦2) . 2 (𝑦1. 𝑦1) + 4(𝑦2. 𝑦2) + (𝑡. 𝑡)}   

s.t.    2 (𝑦1 . 𝑦1) + (𝑦2. 𝑦2) + (𝑡. 𝑡) ≤ 1.  

6 (𝑦1. 𝑦1) + 2 (𝑦2. 𝑦2) + (𝑡. 𝑡) ≤ 1.  

 (𝑦1. 𝑦1) + 2 (𝑦2. 𝑦2) + 3(𝑡. 𝑡) ≤ 1. 

 2 (𝑦1. 𝑦1) − (𝑦2. 𝑦2) 

 −(𝑟. 2 − 𝑟)(𝑡. 𝑡) ≥ 0  . 

 (𝑦1. 𝑦1) + 4 (𝑦2. 𝑦2) 

−(18 + 𝑟. 20 − 𝑟)(𝑡. 𝑡) ≤ 0  .  

 2(𝑦1. 𝑦1) + 4(𝑦2. 𝑦2) − (10 + 𝑟. 14 

−3𝑟)(𝑡. 𝑡) ≥ 0  .  

 (𝑦1. 𝑦1) − (4 + 𝑟. 7 − 2𝑟)(𝑡. 𝑡) ≥ 0  . 

𝑦1. 𝑦1. 𝑦2. 𝑦2 ≥ 0  . 𝑡. 𝑡 ≥ 0.  0 ≤ 𝑟 ≤ 1 
 

تم مطرح شده يگام دوم و سوم در الگور حال با توجه به
𝑟ن بخش و با قرار دادن يدر ا = م یر را خواهيج زينتا 0

 داشت:

𝑦1
0 = 0.125.  𝑦1

0
= 0.1414141.  

𝑦2
0 = 0.1093750.  𝑦2

0
= 0.06565657. 

𝑡0 = 0.02020202.  𝑡
0
= 0.03125 . 

حاصل  ريج زيری گام چهارم و پنجم نتایبا بکارگ نیهمچن
 خواهد شد:

𝑦1
1 = 0.1315789.  𝑦1

1
= 0.1315789.  

𝑦2
1 = 0.09210526.  𝑦2

1
= 0.09210526. 

𝑡1 = 0.02631579.  𝑡
1
= 0.02631579 . 
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 م:يبا اعمال گام ششم دار
𝑦1
∗ = 0.0065789r + 0.125. 

𝑦1
∗
= −0.0098352𝑟 + 0.1414141. 

𝑦2
∗ = −0.01726974r + 0.1093750. 

𝑦2
∗
= 0.02644869𝑟 + 0.06565657. 

𝑡∗ = 0.00611377r + 0.02020202. 

𝑡
∗
= −0.00493421𝑟 + 0.03125. 

�̃�اکنون از رابطه  =
�̃�

𝑡
 ري، جواب مسأله اصلي به صورت ز

 است:

�̃�1
∗ = (𝑥1

∗. 𝑥1
∗
) = (

𝑦1
∗

𝑡
∗ .
𝑦1

∗

𝑡∗
) 

= (
0.0065789r + 0.125

−0.00493421𝑟 + 0.03125
. 

−0.0098352𝑟+0.1414141

0.00611377r+0.02020202
).  

�̃�2
∗ = (𝑥2

∗. 𝑥2
∗
) = (

𝑦2
∗

𝑡
∗ .
𝑦2

∗

𝑡∗
) 

= (
0.02644869𝑟 + 0.06565657

−0.00493421𝑟 + 0.03125
. 

−0.01726974r+0.1093750

0.00611377r+0.02020202
).  

 

�̃�1 ر يگذاری مقادیکه با جا
�̃�2 و∗

ر توابع ي، مقاد[16]در∗
 :بدست خواهد آمد ريهدف به صورت ز

 

𝑍1
∗
(�̃�∗) = 

(
0.03304r + 0.19066

−0.00493421𝑟 + 0.03125

× 
0.00611377r + 0.02020202

−0.03078r + 0.4124
 

.
−0.0271r + 0.2508

0.00611377r + 0.02020202

×
−0.00493421𝑟 + 0.03125

0.03471r + 0.34691
). 

𝑍2
∗
(�̃�∗) = 

(
0.10572r + 0.697

−0.00493421𝑟 + 0.03125

×
0.00611377r + 0.02020202

−0.08728r + 1.0874
 

.
−0.0911r + 0.8938

0.00611377r + 0.02020202

×
−0.00493421𝑟 + 0.03125

0.08755r + 0.91257
). 

𝑍3
∗
(�̃�∗) = 

(
0.11403r + 0.51264

−0.00493421𝑟 + 0.03125

×
0.00611377r + 0.02020202

−0.02604r + 0.4208
 

.
−0.08268r + 0.7204

0.00611377r + 0.02020202

×
−0.00493421𝑟 + 0.03125

0.04469r + 0.35007
). 

 

 
 ر مشاهده کرديهای زتوان در شکلج بدست آمده را ميينتا

.  
 اول تصميم متغير نهيبهمقدار  -1شکل
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  دوم تصميم متغير نهيبهمقدار  -2شکل

 

 
 اول تابع هدف نهيبهمقدار  -3شکل

 

  
 دوم تابع هدف نهيبهمقدار  -4شکل
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 سوم تابع هدف نهيبهمقدار  -5شکل

 

اکنون جهت بررسي اعتبار روش، جواب بدست آمده در 
𝑟مثال مطرح شده را در حالت قطعي )با قرار دادن  = 1 )

سه يمقا [28]با روش مطرح شده توسط چاکرابورتي
 م.یکنمي

 د:يریر در نظر بگيرا در حالت قطعي ز [18]مسأله
 

max      {𝑍1(𝑥) . 𝑍2(𝑥) . 𝑍3(𝑥)} 

= (
𝑥1+𝑥2

2𝑥1+𝑥2+1
 .

4𝑥1+3𝑥2

6𝑥1+2𝑥2+1
 .
2𝑥1+4𝑥2+1

𝑥1+2𝑥2+3
)   

s.t.     2𝑥1 − 𝑥2 ≥ 1  .  
𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 19  .  
2𝑥1 + 4𝑥2 ≥ 11  .  
 𝑥1 ≥ 5  . 
𝑥1 .  𝑥2 ≥ 0                              (20)  

 

، به صورت [20]طبق روش چاکرابورتي، مسأله معادل با
 ر خواهد بود:يز

max      {𝑦1 + 𝑦2 . 4𝑦1 + 3𝑦2 . 2𝑦1 + 4𝑦2 + 𝑡}   
 s.t.     2𝑦1 + 𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

 6𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

 𝑦1 + 2𝑦2 + 3𝑡 ≤ 1 

2𝑦1 − 𝑦2 − 𝑡 ≥ 0 .  
𝑦1 + 4𝑦2 − 19𝑡 ≤ 0 .  
2𝑦1 + 4𝑦2 − 11𝑡 ≥ 0 .   
 𝑦1 − 5𝑡 ≥ 0 . 
𝑦1 .  𝑦2 ≥ 0 .  𝑡 ≥ 0.  

 
پس از اعمال مدل مطرح شده توسط چاکرابورتي، به مدل 

 م:یرسر مييز
max      𝜆 

s.t.    𝜆 ≤
1

0.5862069
(𝑦1 + 𝑦2) 

 𝜆 ≤
1

0.8026316
(4𝑦1 + 3𝑦2) 

 𝜆 ≤
1

1.772727
(2𝑦1 + 4𝑦2 + 𝑡) 

 2𝑦1 + 𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

 6𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

 𝑦1 + 2𝑦2 + 3𝑡 ≤ 1 

2𝑦1 − 𝑦2 − 𝑡 ≥ 0 .  
 𝑦1 + 4𝑦2 − 19𝑡 ≤ 0 .  
 2𝑦1 + 4𝑦2 − 11𝑡 ≥ 0 .   
 𝑦1 − 5𝑡 ≥ 0 . 

𝑦1 .  𝑦2 ≥ 0 .  𝑡 ≥ 0.               (21)  
 

 باشد:ر ميي، به صورت ز[21]جواب حاصل از حل مدل
𝜆∗ = 0.3711202 

𝑦1
∗ = 0.1315789 
𝑦2
∗ = 0.09210526  
t∗ = 0.02631579 

 جهیو در نت
 

𝑥1
∗ = 4.9999981.     𝑥2

∗ = 3.49999981. 
𝑍1(𝑥

∗) = 0.5862.   𝑍2(𝑥
∗) = 0.8026.   

𝑍3(𝑥
∗) = 1.6667 

 

که مطابق با جواب بدست آمده از روش مطرح شده در 
𝑟ن مقاله در حالت قطعي )به ازای يا =  باشد.( مي1

 

 گيرینتيجه -6
زی کسری يرطور که در مقاله اشاره شد، برنامههمان

 زیيرکي از مباحث کاربردی را در مسأله برنامهيخطي 
ک مسأله ين مقاله يدر ا. دهدمياضي مورد توجه قرار ير

رها و بردار یزی چندهدفه کسری خطي با متغيربرنامه
 باتمي يمنابع فازی مورد مطالعه قرار گرفت و الگور

ند يکرد پارامتری جهت حل آن ارائه شد. با توجه به فرآيرو
های روش تيح شده، ملاحظه شد از جمله مزيحل تشر

أله نه مسیتم، جواب بهين الگورين است که با اعمال ايا
ن امر ضمن اعتبار و يبه صورت پارامتری خواهد بود که ا

ر تری را دت، اطلاعات جامعیشتر جواب با واقعیانطباق ب
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رنده قرار خواهد داد. سادگي روش مطرح یگمیار تصمیاخت
شنهادی است که یتم پيگر الگوريهای دتيشده از مز

ط کاربر فراهم ند حل را توسيتر فرآامکان درک مطلوب
ک مثال عددی جهت درک بهتر ين یآورد. همچنمي
 فیکرد ارائه شده و کاربرد روش، ارائه شد تا توصيرو

ا ن بید. همچنيند حل را روشن نمايعددی مناسبي از فرآ
ه گوننيقات اندکي که در راستای حل ایتوجه به تحق

 نيمسائل انجام شده است، توسعه مدل مطرح شده در ا
ای واقعي جهت ارائه یری آن در مسائل دنیبکارگ مقاله و

ای هن حوزه جهت پژوهشيقي مؤثر در ایک مطالعه تطبي
 شود. شنهاد ميیآتي پ
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