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  چکيده

رود در توابع محدب و يا  اتي را دارا هستند که انتظار ميمنظم در حالت کلي محدب نيستند، ولي خصوصي- با اينکه توابع تقريباً
2C- ً2منظم، شامل توابع محدب،- پاييني يافت شود. کلاس توابع تقريباC - ۱متمايل پاييني، قويا

و... است. اين توابع در †
ي و سپس تعريف اين توابع به روي فضاها يرمشتق تقريبي تعريف شدندابتدا روي فضاهاي با بعد متناهي و با استفاده از ز

شوند.   منظم پارامتري با استفاده از زيرمشتق حدي تعريف مي-در اين مقاله، توابع تقريباً باناخ و هيلبرت گسترش داده شد.
مشتق نگاشت  استفاده از همهمچنين به تعريف زيرمشقات جزئي مرتبه دوم توابع دو متغيره نسبت به متغييرهايشان با 

معين مثبت  سپس ارتباط بين يکنوايي ماکسيمال زيرمشتقات جزئي مرتبه اول اين توابع با نيم .پردازيم زيرمشتق مرتبه اول مي
-سرانجام شرايط لازم و کافي براي محدب بودن توابع  .شود مشتق زيرمشتق جزئي مرتبه اول بررسي مي بودن نگاشت هم

  دهيم.   ارائه مي نگاشت زيرمشتقات جزئي مرتبه دوم معين مثبت بودن منظم برحسب نيم- تقريباً
 
  

  مشتق، آناليز تغييرات. نگاشت يکنواي ماکسيمال، زيرمشتقات جزئي مرتبه دوم، هم منظم،- توابع تقريباً هاي کليدي: واژه
  

                                                
                                                                                               Email: s.nadi229@gmail.comدار مکاتبات:. عهده*

1. Strongly amenable 

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  . مقدمه۱
در  ]۱۲[در مرجع براي اولين بار  ۱منظم-توابع تقريباً

، ]۲،۱[فضاهاي با بعد متناهي معرفي شدند. در مراجع 
منظم به فضاهاي باناخ و هيلبرت -توابع تقريباً تعريف

ثبات شده است که سپس ا گسترش داده شده است و

همچنان روي اين  nخواص اين توابع روي  بسياري از
فضاها نيز برقرارند. همچنين نتايج و خصوصيات و 

آورده ] ۶،۱۰،۱۱،۱۳[کاربردهايي از اين توابع در مراجع 
  شده است.

-2Cمنظم، شامل توابع محدب، -کلاس توابع تقريباً
. هدف اصلي از ]۱۳[است و... ۳متمايل ، قويا۲ًپاييني

منظم، اثبات خواص مهمي از توابع -رسي توابع تقريباًبر
توان آنها را در محدب و نزديک محدب است که مي

براي مثال کلاس بزرگي از توابع غيرمحدب يافت. 
:، 2Cدانيم که تابع مي nf    محدب است

، ماتريس هسينnxازاي هراگر و تنها اگر به 
2 ( )f x هاي ديگري از معين مثبت باشد. شکل نيم 

و با انواع مختلفي 2Cاين قضيه بدون در نظرگرفتن شرط
اثبات شده  ]۳،۴،۱۴[از زيرمشتقات مرتبه دوم در مراجع 

  است.
امتري معرفي منظم پار ، توابع تقريباً]۸،۵[در مراجع 

اند و نويسندگان به بررسي ارتباط يکنوايي ماکسيمال  شده
توابع مجموعه مقدار روي فضاهاي  ۴مشتق و نگاشت هم

اند و کاربردهايي از آن  با بعد متناهي و نامتناهي پرداخته
هاي تغييراتي پارامتري ارائه   را در پايداري کامل سيستم

  اند. داده
ندگان ارتباط بين يکنوايي ، نويس]۴[همچنين در مرجع 
معين مثبت  هاي مجموعه مقدار و نيم ماکسيمال نگاشت

مشتق در فضاهاي هيلبرت را  بودن نگاشت هم
اند. همچنين شرايط لازم و کافي براي  کرده بررسي

پاييني برحسب  -2Cمحدب و قويا محدب بودن توابع
داده ق مرتبه دوم معين مثبت بودن نگاشت زيرمشت نيم

  شده است.  
 صورت زير سازماندهي شده است: اين مقاله به

شامل بعضي مفاهيم مورد استفاده در اين مقاله  ۲بخش 
منظم پارامتري را با  توابع تقريباً، ۳است. در بخش 

کنيم. همچنين به  استفاده از زيرمشتق حدي تعريف مي
متغيره با تعريف زيرمشقات جزئي مرتبه دوم  توابع دو

مشتق نگاشت زيرمشتق مرتبه اول  استفاده از هم
پردازيم و سپس شرايط لازم و کافي براي محدب  مي

ت معين مثب منظم برحسب نيم-تقريباً-بودن توابع 
  دهيم.   ارائه مي بودن زيرمشتقات جزئي مرتبه دوم

  
  ٤  ٣   ٢  ١ مفاهيم اوليه .۲

اي مورد  قضاياي پايه در اين بخش، بعضي تعاريف و
 شوند. بازنويسي مي ]۷[استفاده در اين مقاله از مرجع 

 Y*و X*و باناخفضاهاي  Yو Xکنيم فرض مي
راي کنيم که ب دوگان آنها باشند. در ابتدا يادآوري مي

F:نگاشت مجموعه مقدار  X Y،domF و
gphF صورت  به: { | ( ) }domF x X F x   

:و  {( , ) | ( )}gphF x y X Y y F x     تعريف
  شوند. مي

نگاشت مجموعه مقدار براي .۱تعريف 
*:F X X ،limsup ( )

x x
F x


صورت زير  به 

  .شود تعريف مي

** * *

* *

limsup ( ) :

| ,

s.t. ( )

x x

w
k k

k k

F x

x X x x x
x x F x k




     
 

    
. 

يک  فرض کنيد  يافته) هاي تعميم (نرمال. ۲تعريف 
  باشد.  Xزيرمجموعه غيرتهي از 

 xدر  هاي  نرمال-مجموعه  الف)
  شود. صورت زير تعريف مي به

*
* *

ˆ ( ; ) :

,
| limsup .

|| ||x x

N x

x x x
x X

x x






 

      

 

                                                
1. Prox-regular 
2. Lower- 2C  
3. Strongly amenable 
4. Coderivative 



 

 ٨٩                                                                                                                   منظم-تقريباً-مرتبه دوم توابع زيرمشتقات جزئي 
  

   

x منظور از نماد x  اين است کهx x  و
x.  

مساوي صفر قرار دهيم،  را اگر در اين تعريف 
0 مجموعه

ˆ ˆ( , ) : ( , )N x N x    مخروط نرمال
، آنگاه براي هر xاگر شود.  فرشه ناميده مي

0 ، ˆ ( , ) :N x   . 
در  ، مخروط نرمال اصلي xفرض کنيد  ب)
x  را با( , )N x  صورت زير  دهيم و به نشان مي

 کنيم. تعريف مي

0

ˆ( , ) : limsup ( , )
x x

N x N x







   . 

.، آنگاه، xقرارداد: اگر  ( , ) :N x   
F:نگاشت . ۳تعريف  X Y  باdomF  

  نظر بگيريد.    را در
)در Fمشتق هم- الف) , )x y gphF،  نگاشت

*مجموعه مقدار  * *ˆ ( , ) :D F x y Y X   است که
  شود: صورت زير تعريف مي به

* *

* * * *

ˆ ( , )( ) :

| ( , )
ˆ (( , ); )

D F x y y

x X x y

N x y gph F







    
 
  

. 

 را مساوي صفر قرار دهيم، اين هم اگر در اين تعريف 
)در Fمشتق فرشه مشتق، هم  , )x y شود و  مي ناميده

ˆ*با ( , )D F x y شود. بنابراين، نشان داده مي  
* *

* * * *

ˆ ( , )( ) :

| ( , )
ˆ (( , ); )

D F x y y

x X x y

N x y gph F



    
 
  

. 

)در Fمشتق نرمال هم ب) , )x y gphF، 
*نگاشت مجموعه مقدار  * *( , ) :ND F x y Y X 

  :شود صورت زير تعريف مي است که به
* *

* * * *

( , )( ) :

| ( , )
(( , ); )

ND F x y y

x X x y
N x y gph F



   
 
 

 

*

* *

* * * *

* *

{ | 0, ( , )

( , ), ( , ) ( , )
ˆs.t. ( , ) (( , ), )}.

k

k k k

gphF w
k k

k k k k

x X x y

x y x y x y

x y N x y gph F

   

 

 

)در Fمشتق مخلوط هم ج) , )x y gphF ،
*نگاشت مجموعه مقدار  * *( , ) :MD F x y Y X 

 شود: صورت زير تعريف مي است که به

*

* *

* *

* * * *

* *

( , )( ) :

{ | 0, ( , )

( , ), , || || 0
ˆs.t. ( , ) (( , ), )}.

k

M
gph F

k k k

w
k k

k k k k

D F x y y
x X x y

x y x x y y

x y N x y gph F





   

  

   
)در هر يک از حالات فوق، اگر  , )x y gphF ،

*آنگاه براي هر  *y Y  
* *

* *

* *

ˆ ( , )( )
( , )( )

( , )( ) :
M

N

D F x y y
D F x y y
D F x y y






. 

نرمال و مخلوط در اين است که در مشتق تنها تفاوت هم
*مشتق نرمال براي هر دو دنباله تعريف هم

kx  و*
ky 

که در همگرايي ضعيف استفاده شده است درصورتي
مشتق مخلوط، تعريف هم

** *w
kx x  و||.||* *

ky y.  
)ازاي هر  تعريف بالا، به با توجه به , )x y gphF 

*و هر *y Y:داريم ،  
* *

* *

* *

ˆ ( , )( )
( , )( )

( , )( )
M

N

D F x y y
D F x y y
D F x y y



  

dimYاگر  صورت: ، در اين  
* *

* *

* *

( , )( )

( , )( ) :

( , )( )

M

N

D F x y y
D F x y y
D F x y y



  

:. فرض کنيد ۴تعريف  X   درx X 
  متناهي باشد. مجموعه 
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* * *

( ) :

| ( , 1)
(( , ( )); )

x

x X x
N x x epi



 

 
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ناميم. اگر  مي xدر  را زيرمشتق اصلي 
| ( ) |x  آنگاه ،   . ( ) :x   

T:*. نگاشت ۵تعريف  X X ا در نظر ر
  .]۴[بگيريد
  يکنواست اگرXروي Tالف) 

1 2 1 2

1 1 2 2

, 0,
( , ), ( , ) .
v v u u
u v u v gphT
  


 

T  را رويX براي  يکنواي ماکسيمال گوييم هرگاه
، با شرط Sهر نگاشت يکنواي ديگري مانند 

gphT gphSداشته باشيم ،gphT gphS. 
0r است اگر  ۱زيريکنوا Xروي Tب)   وجود

Tکه طوري داشته باشد به rI عبارت  بهشد. يکنوا با
  ديگر،

2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, || || ,
( , ), ( , ) .
v v u u r u u
u v u v gphT
    


 

uدر T ج) domT است  ۲زيريکنوا موضعاً  شبه
0rو  uازU هرگاه اگر همسايگي    وجود داشته

  که طوري باشد به
2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, || || ,
( , ), ( , ) ( ).
v v u u r u u
u v u v gphT U X
   

 
 

  
  منظم  -زير مشتقات مرتبه دوم توابع تقريباً. ۳
:تابع   nf    را در نظر بگيريد و فرض کنيد

x dom f۳. زيرمشتق تقريبي ( )p f x صورت به
  .]۱۳[شود  زير تعريف مي

*گوييم *x X  در( )p f x  قرار دارد هرگاه اگر
0r   0و  طوريکه براي هر  وجود داشته باشد به
xx B ،داشته باشيم  

* 2, ( ) ( ) || || .x x x f x f x r x x      

)اگر  )f x دهيم،  صورت قرار مي اين ، در
( )p f x . 

:تابع . ۶تعريف  nf   منظم در -را تقريبا
x برايv  گوييم هرگاهf درx ًمتناهي و موضعا 
.پيوسته پاييني باشد و  نيم ( )pv f x  علاوه بر

0rاين،    0و  که طوري وجود داشته باشد به  
2( ) ( ) , || || ,

2
, , ( ),

| | , ( ) ( ) .

x
p

rf x f x v x x x x

x x B v f x
v v f x f x



 

      

 

   
 

)اگر شرايط فوق براي هر  )pv f x  ،برقرار باشد
f ًمنظم در-را تقريباx .٣   ٢   ١ گوييم 

منظم را به توابع دو متغيره -حال تعريف توابع تقريباً
جاي  دهيم. در اين تعريف از زيرمشتق حدي بهتعميم مي

کنيم کهزيرمشتق تقريبي استفاده شده است. يادآوري مي
( ) ( )p f x f x . 

فرض کنيد تابع پارامتري)  منظم-تقريباً- ( .۷تعريف 
: n df      در( , )x u dom fًموضعا ، 

)پيوسته پاييني باشد.  نيم , )f x u  را-ًمنظم -تقريبا
با پارامتري سازي سازگار  vبراي  xدر  xنسبت به 

)گوييم هرگاه اگر uدر uبا  , )xv f x u  و
، vاز  x ،Vاز  u،Xاز  Uهاي همسايگي

0   0وr  که طوري وجود داشته باشند به  
2( , ) ( , ) , || || ,

2
, ( , ), ,
, , ( , ) ( , ) .

x

rf x u f x u v x x x x

x X v f x u v V
x X u U f x u f x u 

      

  
   

 

)ازاي هر به fاگر  , )xv f x u ، -ًتقريبا-
)در  xنسبت به منظم  , )x u ،باشدf  را -ًتقريبا-
) در xنسبت به منظم  , )x u گوييم (بدون ذکرv.(
f  را-ًنسبت به منظم - تقريباxگوييم (بدون ذکر

                                                
1. Hypomonotone 
2. Semilocally hypomonotone 
3. Proximal 
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x ياu (اگرf ،-ًنسبت به منظم -تقريباx  هردر
( , )x u dom f .باشد  

:فرض کنيد . ۱ لم n df     در
( , )x u dom fًپيوسته پاييني باشد. اگر نيم ، موضعا

f ،-ًمنظم نسبت به -تقريباx  درx  برايv  با
صورت باشد، در اين uدر uسازي سازگار با  پارامتري

( ) : ( , )u xg x f x u ، ًزيريکنوا در شبه موضعاx 
  است.

از  Uهايبا استفاده از تعريف فوق، همسايگي اثبات.
u ،X  ازx ،V  ازv ،0  0 وr  وجود  

  که طوري دارند به

2

2

( , ) ( , )

, || || ,
2

( , ) ( , )

, || || ,
2

( , ) , ( , ),
, , , , ( , )
( , ) , ( , ) ( , ) .

x x

f x u f x u
rv x x x x

f x u f x u
rv x x x x

v f x u v f x u
v v V x x X f x u
f x u f x u f x u 

  

   

 

    

  
   

  

 

  هاي بالا داريم: با جمع کردن دوطرف نامساوي
2, | | ,

( , ) , ( , ),
, , , .

x x

v v x x r x x
v f x u v f x u
v v V x x X

      

  
  

 

)اين بدان معناست که  , )x f x uدر ،x ًشبه موضعا 
  زيريکنواست.

:فرض کنيد .۲قضيه  n nT   ، رويn  يک
محدب باشد. در  domTو زيريکنوا نگاشت شبه موضعاً

  است. زيريکنوا، nروي Tصورت اين
) اثبات. , ),( , )u v u v gphT   دلخواه انتخاب  را به

، داريمdomTکنيم. با توجه به محدب بودن مي
 ,u u domT چون .T ًزيريکنواست،  شبه موضعا

]ازاي هر  به , ]x u u ،0x  0وxr   وجود
 که طوري دارند به

2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, || || ,

( , ), ( , ) (int ).
x

x

x n

y y x x r x x

x y x y gphT B

   

  � )۱(  

]از طرفي چون  , ]u u توان فشرده است، مي
[ , ]ix u u ،1,2,...,i n  را چنان انتخاب کرد که  

1

[ , ] (int ).i

xi

n
x

i

u u B


    

0توان  مي 10 ... 1mt t t      را چنان يافت
که براي هر  0,1,..., 1j m   و 1,2,...,ji n 

ˆ1داشته باشيم ˆ[ , ] i j

xi j

x
j ju u B ن، که در آ

ˆ ( )j ju u t u u   ازاي هر  از طرفي به

 0,...,j m،ˆ [ , ]ju u u domT  ، بنابراين
ˆ ˆ( )j jv T u  .0̂دهيم  قرار ميوجود داردv v  و

m̂v v .  
و با انتخاب  )۱(با توجه به رابطه 

 1 2
max , ,...,

nx x xr r r r:داريم ،  

1 1 1 1

2 2 2
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ,

ˆ ˆ|| || ( ) || || .
j j j j j j j j

j j j j

t t v v u u v v u u

r u u r t t u u
   

 

      

      
  بنابراين

1

1
0

1
2 2

1
0

ˆ ˆ, ,

( ) || || || || .

m

j j
j

m

j j
j

v v u u v v u u

r t t u u r u u











       

      




 

  شود. بدين صورت اثبات کامل مي
:نگاشت X Y    .نگاشت را در نظر بگيريد

	زيرمشتق جزئي مرتبه اول *:x X Y X   را
:صورت مجموعه زيرمشتقات نگاشت به (0, )y y  

کنيم. اکنون زيرمشتقات جزئي مرتبه  تعريف مي xدر 
 کنيم. ، نسبت به تغييرهايش را تعريف ميدوم نگاشت 

هاي دومتغيره، نسبت  مشتقات جزئي مرتبه دوم نگاشت 
  اند. مورد مطالعه قرار گرفته ]۴[ به يک متغيير در مرجع

: کنيد  فرض. ۸تعريف X Y  در
( , )x y X Y   متناهي باشد و( , )xv x y
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xg:*نگاشت  Y X  را با ضابطه( ) ( , )x xg y x y
  :صورت کنيم. در اين تعريف مي

زيرمشتق مرتبه دوم جزئي مخلوط  الف)
2 ** *

, ( , , ) :M yx x y v X Y   و زيرمشتق مرتبه دوم
2جزئي نرمال  ** *

, ( , , ) :N yx x y v X Y   تابع 
)در yو xترتيب نسبت به  به , )x y  وابسته بهv  را
  نيم:ک صورت زير تعريف مي به

2
,

* **

( , , )( ) :

( )( , )( ), ,
M yx

M x

x y v w

D g y v w w X

 


 

2
,

* **

( , , )( ) :

( )( , )( ), .
N yx

N x

x y v w

D g y v w w X

 


 

مشتق مخلوط و نرمال يکسان باشند  اگر اين دو هم
:خصوص در حالت تابع  (به n d     در ،(
  صورت اين

2
,

2
,

2

( , , )( )

( , , )( ) :

( , , )( )

M yx

N yx

yx

x y v w

x y v w

x y v w







 

 



 

زيرمشتق مرتبه دوم جزئي ترکيبي ب)
2 ** *( , , ) :yx x y v X Y


 بع تا ترتيب نسبت  به
)در yو xبه  , )x y  وابسته بهv صورت زير  را به

  کنيم: ميتعريف 
2

* **

( , , )( ) :
ˆ ( )( , )( ), .
yx

x

x y v w

D g y v w w X

 





  

موعه مقدار کنيم که نگاشت مج يادآوري مي
: n nT   گوييم اگر براي هر  ۱معين مثبت را نيم

nu  و هر( )z T u  ،داشته باشيم
, 0z u . توان گفت  بنابراين با شرايط قضيه زير مي

ن که نگاشت زيرمشتقات جزئي مرتبه دوم، نيم معي
  اند. مثبت

:فرض کنيد . ۳قضيه n df      نسبت به
x ًمنظم باشد و دامنه نگاشت -تقريبا: d n

xg   
)که با ضابطه  ) : ( , )x xg y f x y  شود،  تعريف مي

صورت شرايط زير  بسته باشد. در اين xgمحدب وگراف
 معادلند: 

  ، يکنواي ماکسيمال است.dروي  xgالف) 
2ازاي هر  به ب) ( , , )( )yxz f x y v w


، داريم:

. , 0z w  
2ازاي هر  ج) به ( , , )( )yxz f x y v w :داريم ،

. , 0z w   
 زير موضعاً شبه dروي xg، ۱طبق لم  اثبات.

 ]۴[از مرجع  ۵,۳يکنواست و بنابراين با استفاده از قضيه 
2و با توجه به تعريف  ( , , )( )yx x y v w 



*ˆ ( )( , )( )xD g y v wرسيم. ، از (الف) به (ب) مي 
  (ج) (ب)

*چون در فضاي با بعد متناهي،  ( , )( )M xD g y v w  
* ( , )( )N xD g y v w  و همواره  

* *ˆ ( , )( ) ( , )( ),x N xD g y v w D g y v w  
  ١ اثبات سرراست است.

  (الف) (ج)
شبه موضعا زيريکنواست و  dروي xg،۱طبق لم 

 dروي xg، ۲قضيه بنابراين با استفاده از
با توجه به متناهي بودن فضا و  اثباتزيريکنواست. 

2 *( , , )( ) ( , )yx M xf x y v w D g y v   و با استفاده
 شود. ، کامل مي]۴[از مرجع  ۷.۳از قضيه 

:فرض کنيد  .۴قضيه nf   ،-ًتقريبا -
 صورت شرايط زير معادلند:  منظم باشد. در اين

  ، محدب است.nروي fالف)
2ازاي هر  به ب) ( , , )( )yxz f x y v w 

:داريم ، 
. , 0z w   

2ازاي هر  به ج) ( , , )( )yxz f x y v w :داريم ،
. , 0z w   

  شود. طريق مشابه با قضيه قبل انجام مي به اثبات.
-چون توابع  تذکر. 2C ،پاييني، تقريبا منظم هستند

را تعميم  ]۴[از مرجع  ۴,۱بنابراين اين قضيه، قضيه 
 دهد. مي

                                                
1. Positive semi-definite 



 

 ٩٣                                                                                                                   منظم-تقريباً-مرتبه دوم توابع زيرمشتقات جزئي 
  

   

T:*نگاشت X X  .را در نظر بگيريدT را رويX 
Tگوييم هرگاه اگر 0با ثابت  ۱قويا يکنوا I

  يکنوا باشد. Xروي
:فرض کنيد  .۵قضيه n df      نسبت به
xًمنظم باشد و دامنه نگاشت -، تقريبا: d n

xg   
)که با ضابطه ) : ( , )x xg y f x y  شود،  تعريف مي

صورت شرايط زير  بسته باشد. در اين xgمحدب و گراف
 معادلند: 

، قويا يکنواي ماکسيمال با ثابت dروي xg الف)
0  .است  

2ازاي هر به ب) ( , , )( )yxz f x y v w


 ، داريم:
2, || ||z w w  

2ازاي هر به ج) ( , , )( )yxz f x y v w:داريم ،  
2, || ||z w w  

  ج.الف و ب الف اثبات. 
xSکنيم تعريف مي g I بنابراين .S رويd 

، ]۷[از مرجع  ۱,۶۲ طبق قضيهاست. يکنواي ماکسيمال 
  داريم،

2

*

*

( , , )( )
ˆ ( , )( )
ˆ ( , )( ) ,

( , ) ,

yx

x

x

f x y v w

D g y v w

D S y v y w w
y v gph g

 

 



 




 

2

*

*

( , , )( )

( , )( )

( , )( ) .
( , ) ,

yx

x

x

f x y v w

D g y v w
D S y v y w w
y v gph g

 

 



 


 

  داريم، ]۴[از مرجع  ۳,۷ و ۳,۲با استفاده از قضيه 
*

*

ˆ ( , )( )
, 0,

( , )( )
, 0.

z D S y v y w w
z w w

z D S y v y w w
z w w

 


 


  

  

  

  

 

,2عبارت ديگر،  به || ||z w w.  

  الف.الف و جب 
ب و پذيري تمام مراحل اثبات الف  با برگشت .اثبات

 قويا يکنواي ماکسيمال xgبا توجه به قضيه مينتي که
xSاست اگر و تنها اگر  g I  يکنواي ماکسيمال

  ١ شود. باشد، کامل مي
   

                                                
1. Strongly monotone 
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