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اي برخوردار است. به عنوان مثال در محاسبه ميزان جذب نور و هاي معادله شرودينگر در فيزيک از اهميت ويژهمحاسبه انرژي
ژي هاي گذار بين نواري، از ترازهاي انربين زيرنواري و انرژي گذار هايميزان شکست نور در يک ماده، محاسبه انرژي

توان چگالي حالات يک سيستم فيزيکي را يافت و از روي آن به هاي انرژي ميترازهاين، به کمک کنيم. همچنياستفاده مي
هاي زيادي در خصوص محاسبه ترازهاي انرژي وجود دارد که برد. روشدليل عايق، نيم رسانا و يا فلز بودن يک ماده پي

هاي تکرار مجانبي، الگوريتم ژنتيک، نومروف، شبکه هاي عصبي، ماتريس . روشهرکدام از نقاط ضعف و قدرتي برخوردارند
محاسبه ترازهاي انرژي به کمک توابع سينک، کمتر مورد توجه دانشمندان اين حوزه بوده باشند. تعدادي از آنها مي انتقال و ...

 است.
ايم. براي حل اين مسائل، با استفاده از بررسي کردهها را در اين مقاله، کارايي روش هم محلي سينک در محاسبه اين انرژي

کنيم. تقريب تابع مجهول به وسيله توابع سينک و به کمک روش هم محلي، مسئله را به يک مساله ويژه مقداري تبديل مي
نان است، هايي، دقت و سرعت اين روش را با روش تفاضلات متناهي، که روشي رايج در بين فيزيکدادر ادامه با بيان مثال

ها، ايم. درنهايت، با توجه به جداول و محاسبات انجام شده، دقت و سرعت اين روش در مقايسه با برخي از روشمقايسه کرده
  ايم. تمامي محاسبات با نرم افزار ميپل صورت گرفته است.ثابت کرده
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 مقدمه .۱
اي است که چگونگي تغيير حالت معادله شرودينگر معادله

چگونگي توزيع  کوانتومي يک سامانه فيزيکي با زمان و يا
احتمال حضور يک ذره در بازه بخصوصي از مکان را 

کند. در حالت اول از يک معادله شرودينگر توصيف مي
وابسته به زمان و در حالت دوم از يک معادله شرودينگر 

 کنيم.مستقل از زمان استاده مي
مشابه قانون دوم نيوتن، در مکانيک کوانتومي، معادله 

ها،  سامانه کوانتومي نظير اتمشرودينگر براي يک 
شود. منظور از سامانه ها، ذرات ريزاتمي نوشته ميمولکول

اي است که با حل معادله شرودينگر کوانتومي سامانه
براي آن، انرژي سامانه گسسته بدست آيد. در اصل، 
معني لغوي کوانتوم گسستگي است. اين معادله يک 

معادله  معادله جبري ساده نيست ولي عموماً يک
ديفرانسيل جزئي است. در غياب تعدادي از اثرات فيزيکي 

  الکترون اين معادله خطي  -نظير برهمکنش الکترون
باشد. با حل معادله ديفرانسيل جزئي مذکور تابع موج مي

شود که حالت کوانتومي يا بردارحالت سيستم حاصل مي
  شود. نيز ناميده مي

  در تفسير استاندارد مکانيک کوانتومي، تابع موج 
توان در مورد يک  ترين توضيحي است که ميکامل

سامانه فيزيکي داد. همانند قانون دوم نيوتن، معادله 
هاي  بنديتواند به فرمول شرودينگر از لحاظ رياضي مي

  ديگر از جمله مکانيک ماتريسي ورنر هايزنبرگ و 
 ي زيمان تبديل شود. بندي انتگرال سطحفرمول

در کل، معادله شرودينگر يک معادله وابسته به زمان است 
که با فرض جوابي به صورت ضرب يک تابع مجهول 

(تنها تابعي از  (تنها وابسته به مکان) در يک تابع نمايي
توان با کمک روش جداسازي متغيرها نشان داد زمان) مي

شرودينگر که تابع مجهول در معادله مستقل از زمان 
کند. معادله شرودينگر خطي مستقل از زمان به صدق مي

  صورت زير است:
)۱(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x Q x x V x x E x      

    

که در اينجا 
m
h

2

2
 باشد. جواب معادله بايد در مي

شرايط مرزي داده شده صدق کند (خود طبيعت اين 

کند) و به صورت نرمال باشد. به اين شروط را تعيين مي
  معني که 

2 ( ) 1.x dx   
  

شرط نرمال بودن بدليل آن است که مجموع احتمالات 
ها بايد برابر يک باشد (همانطور يافتن ذره در کل مکان

که در بالا ذکر کرديم جواب معادله شرودينگر، احتمال 
   دهد).حضور ذره را در يک بازه مکاني مي

، در Eمنظور از يافتن ترازهاي انرژي، محاسبه مقدار
) است. محاسبه ترازهاي انرژي در فيزيک از ۱معادله (

اي برخوردار است. به عنوان مثال در محاسبه اهميت ويژه
ميزان جذب نور، ميزان شکست نور در يک ماده و 

از ترازهاي ، ١بين زيرنواري هاي گذارمحاسبه انرژي
. همچنين، به کمک اين ]۱[کنيم انرژي استفاده مي

يک سيستم  ٢توان چگالي حالاتهاي انرژي ميترازهاي
فيزيکي را يافت و از روي آن به دليل عايق، نيمرسانا و يا 

هاي زيادي در . روش]۲[بردفلز بودن يک ماده پي
خصوص محاسبه ترازهاي انرژي وجود دارد که هرکدام از 

هاي تکرار اط ضعف و قدرتي برخوردارند. روشنق
  ، ]۵[، نومروف]۴[الگوريتم ژنتيک ،]۳[٣مجانبي

و ... تعدادي  ]۷[ ٥، ماتريس انتقال]۶[٤هاي عصبيشبکه
  باشند.  از آنها مي
توابع سينک را براي  تقريب  ٦، اســتنگر۱۹۸۱در سال 

يک تابع بيان و قضاياي مربوط به اين تقـــريب را 
تقريب سينک را با به  ٧بررســي کرد. پس از آن، بيالکي

کار گيري روش هم محلي براي حل مسائل مقدار مرزي 
ارائه داد. روش سينک براي حل معادلات ديفرانسيل 

دان خطي و غيرخطي مورد توجه بسياري از دانشمن
. در اين مقاله قصد داريم ]۸، ۹، ۱۰[باشدرياضي مي

معادله شرودينگر خطي را توسط روش هم محلي سينک 
  حل کنيم. 

                                                
1. Inter subband transition energies 
2. Density of States 
3. asymptotic iteration method 
4. neural networks 
5. Transfer matrix  method 
6. Stenger 
7. Bialecki 
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  هاي اساسيها و قضيهتعريف. ۲
),(ي توابع سينک، توابعي متعامد در بازه   هستند

ها در تقريب توابع مجهول در معادلات که قدرت آن
ي همگرايي نمايي است. تابع سينک با مرتبه ديفرانسيل

  شود: به صورت زير تعريف مي
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به صورت  hامين انتقال تابع سينک، با طول گامkکه

  شود:زير تعريف مي
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  بصورت  fتقريب سينک براي تابع

)۴      (             ( ) ( ) ( , )
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f x f x S h x
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   

  شود. تعريف مي
)در حالاتي که معادله در بازه  , )a b توان از باشد، مي

)هاي هموار براي انتقال معادله به بازه نگاشت , )  
ي ساده ي پيوستهيک دامنه Dاستفاده کرد. فرض کنيد 

 Dدو نقطه ي مجزا از bو  aروي اعداد مختلط و
به  Dاز   باشد. نگاشت يک به يک

 : ImdD z C z d    را طوري درنظر  
  . قرار دهيدb)(و  a)(گيريم کهمي

 RuuzCz  ),(:  
1که در اينجا  دراين حالت براي عدد مثبت .h ،

  گره ها به شکل
,...2,1,0)()(  kkhhzz kk   

ها و قضاياي ضروري در باشند. در ادامه تعريفمي
  کنيم.بيان مي ]۸[محاسبه ترازهاي انرژي را از مرجع 

  هک Dمجموعه تمام توابع تحليلي روي .۱تعريف
( )

D

f z dz


   

)1را با  )H D دهيم.نمايش مي  
  

)1فرض کنيد . ۱قضيه )F H D  دراين صورت ،  

( ) ( ) ( , ( )) ( ).
d
h

k k
k

F x F x S h x O e
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f,'براي تقريب تابع نتيجه.  f  و''f توان از مي
  استفاده کرد: روابط زير
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  از رابطه  روي Fمقدار تقريبي انتگرال تابع نتيجه.
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  شود.محاسبه مي
  
  محاسبه انرژي به روش هم محلي سينک. ۳

  )، با توجه به شرايط مسئله ۱در معادله ( دامنه تابع
),(تواندمي LL ،),0(   و يا),(   باشد. از

),(طرفي توابع سينک روي بازه  اند. تعريف شده
) جهت انتقال ۱براي کارآمدي روش، از تبديلات جدول (

),(مسئله از  LL  0,(و(   به),(  استفاده  
  کنيم. مي
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  هاي تبديل بازه. نگاشت۱جدول شماره 
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  نقاط گره تبديل به) در ۹شو د. لذا رابطه (تبديل مي
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)، ترازهاي انرژي برابراند با ۱۰لذا با توجه به رابطه (
  مقادير ويژه ماتريس

(0) (1) (2)
, , , .i j i j i jA I I I    

  
ترازهاي انرژي، با استفاده  براي محاسبه توابع مربوط به

  کنيم.) بردارهاي ويژه را نرمال مي۸از رابطه (
  
  هاها و مقايسهمثال. ۴

)ترازهاي انرژي معادله  .۱مثال ) ( )x E x   
) يروي بازه 1,1)  با شرايط مرزي( 1) (1) 0    
2هاياز رابطه 2

2 1 ( 1)nE n    و 
2

2
2

(2 1)
4n
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هاي نرمال اين معادله به آيند. همچنين جواببدست مي
صورت

2
(2 1)( ) cos

2n
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


 2و 1( ) sin( 1)n x n x    

باشند. اين معادله مربوط به يک چاه کوانتومي مي
بينهايت است. در واقع براي ساخت آن تنها کافي است 

هاي انرژي مختلفي هستند را در چند ماده که داراي گاف
اي رشد دهيم. به شيشه کنار هم روي يک صفحه مثلاً

 ZrO2/SiOxNy/n-Siي که با مثال، چاهعنوان 
. ]۱۱[توان بينهايت در نظر گرفتمي ساخته شود را تقريباً

ترازهاي انرژي اول تا پنجم بدست آمده از روش سينک 
)، با مقدارهاي دقيق ۲و تفاضلات متناهي در جدول (

  اند.مقايسه شده
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  ۱آمده از مثال . مقايسه نتايج بدست ۲جدول شماره 

Exact FDM  
(N =300) 

FDM  
(N =20) 

Sinc M  
(N =20) 

 هاانرژي

۲,۴۶۷۴۰۱۱۰۱ ۲,۴۵۱۰۱۱۳۹۲ ۲,۲۴۴۳۷۲۰۶۵ ۲,۴۶۹۹۱۵۶۵۶ 0E 
۹,۸۶۹۶۰۴۴۰۴ ۹,۸۰۳۷۷۸۵۷۰ ۸,۹۳۱۷۹۹۳۱۸ ۹,۸۷۹۶۶۵۵۳۶ 1E 
۲۲,۲۰۶۶۰۹۹۱ ۲۲,۰۵۷۵۰۰۵۷۰ ۱۹,۹۲۶۱۴۵۰۲۴ ۲۲,۲۲۹۲۴۸۳۸ 2E 
۳۹,۴۷۸۴۱۷۶۲ ۳۹,۲۱۰۸۴۲۵۴۵ ۳۵,۰۰۳۵۹۶۰۱۰ ۳۹,۵۱۸۶۵۱۸۷ 3E 
۶۱,۶۸۵۰۲۷۵۲ ۶۱,۲۶۱۹۳۵۹۱۷ ۵۳,۸۵۷۲۱۸۸۵۵ ۶۱,۷۴۶۰۰۱۸۴ 4E 

  

 تابع موج مربوط به انـرژينمـودارهاي دقيق و تقريبي 
نمودارهاي دقيق و ) و ۱) در شکل (0Eحالت پايه (

  تابع موج مربوط به انرژي حالت برانگيخته اول تقريبي 
)1E) نشان داده شده است. ۲) در شکل (  

  
  ۱. نمودار تابع موج حالت پايه در مثال ۱شکل 

 
  

  ۱نمودار تابع موج حالت برانگيخنه در مثال . ۲شکل 

  
  

2 معادله. ۲مثال 21 1( ) ( ) ( )
2 2

x x x E x      

),(يروي بازه   در فيزيک به معادله شرودينگر

2نوسانگر هماهنگ معروف است. اين پتانسيل ( 21
2

x (

ها را تواند الکترونکند که ميفراهم مي يک چاه سهمو
ترازهاي انرژي به دليل نوع خاص تغييرات  محصور کند و

رسانا ساختارهاي نيم هاي نوري نانوبررسي ويژگي آن، در
. ترازهاي انرژي اين معادله براي]۱۲[مورد توجه است



  ۸۶                                                        ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران خديجه نوروزي
 
 

 

1   با شرايط مرزي ( ) ( ) 0     برابر
  ست با ا

1
2nE n   

  هاي آن به صورتو جواب
2

2
( ) ( )

2 !

x

n nn

ex H x
n






  

  

) باشند که در اينجامي )nH x هاي - ايچند جمله
. ترازهاي انرژي اول تا پنجم بدست ]۱۳[هرميت هستند

) با ۳آمده از روش سينک و تفاضلات متناهي در جدول (
  اند.دقيق مقايسه شدهمقدارهاي 

  
  ۲. مقايسه نتايج بدست آمده از مثال ۳جدول شماره 

Exact FDM 
(N =300) 

FDM 
(N =20) 

Sinc Method  
(N =20) 

 هاانرژي

۰,۵ ۰,۴۹۹۵۰۰۸۸۶ ۰,۵۵۳۶۷۷۴۷۵ ۰,۴۹۹۹۹۹۹۸۶۴ 0E 
۱,۵ ۱,۴۹۷۵۰۲۴۲۸ ۰,۸۶۰۰۹۷۱۵۱ ۱,۴۹۹۹۹۹۹۹۸ 1E 
۲,۵ ۲,۴۹۳۵۰۰۴۷۸ ۳,۹۷۳۶۷۹۲۸۰ ۲,۴۹۹۹۹۹۹۹۵ 2E 
۳,۵ ۳,۴۸۷۴۸۸۹۴۸ ۳,۹۷۴۳۶۰۲۵۶ ۳,۵۰۰۰۰۰۰۰۰ 3E 
۴,۵ ۴,۴۷۹۴۶۱۶۹۰ ۱۰,۴۸۴۱۲۳۰۵۸ ۴,۵۰۰۰۰۰۰۰۷ 4E 

 
تابع موج مربوط به انرژي نمودارهاي دقيق و تقريبي 

نمودارهاي دقيق و ) و ۳) در شکل (0Eحالت پايه (
  تابع موج مربوط به انرژي حالت برانگيخته اول تقريبي 

)1E) نشان داده شده است.۴) در شکل (  
  

  ۲نمودار تابع موج حالت پايه در مثال . ۳شکل 

  
 

 ۲. نمودار تابع موج حالت برانگيخنه در مثال ۴شکل 
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  معادله .۳ثالم

2 2 2

2

1 1( ) ( )
2 2

1 ( )
2 4

( )

x x
x

x mm x
x

E x

 

 



   

 
  

 


  

)0,(روي بازه   22که 4  c هنگام ،
اي استوانههاي نوري يک نقطه کوانتومي بررسي ويژگي

آيد قرار داده شده در ميدان مغناطيسي خارجي بدست مي

و حل تحليلي دقيق ندارد. مقدار تقريبي بدست  ]۱۴[
  برابر است با ]۱۴[آمده از مرجع 

)۱۱(
2

11 ( ) 1 4 .
2 2n c c

c

m
E m n  


  

     
 

  

  
ترازهاي انرژي اول تا پنجم بدست آمده از روش سينک 

1cmو روش تفاضلات متناهي براي       در
) ۱۱) براي با مقدارهاي بدست آمده از رابطه (۴جدول (

  اند.مقايسه شده
  

  ۳. مقايسه نتايج بدست آمده از مثال ۴جدول شماره 
  
  
  
  
  
  
  

  
 معادله. ۴مثال

2
2

2

2 ( )

2 0.252 ( )
3

( )

x

R mx x
xx

E x







 

 
  

 


   

  

)0,(روي بازه ي   مربوط به سيستم يک نقطه  

. با تغيير تعداد ]۱۵[کوانتومي با سه الکترون است
الکترونهاي موجود در ساختار کوانتومي، معادله حاکم بر 

عوض مي شود. ترازهاي انرژي اول تا پنجم  آن نيز
0mبدست آمده از روش سينک براي  در حالت هاي

R=0  وR=1 ) با ۶) و (۵به ترتيب در جدول هاي (
  روش تفاضلات متناهي مقايسه شده اند.

 
  R=0ي برا ۴ه نتايج بدست آمده از مثال . مقايس۵جدول شماره 

FDM 
(N=300) 

Sinc Method  
(N=20) 

 هاانرژي

۲,۴۴۰۰۶۴۱۶۱ ۲,۲۴۸۷۳۰۶۱۵ 0E 
۶,۴۵۵۸۳۴۵۹۷ ۶,۲۶۴۰۱۵۲۲۱ 1E 
۱۰,۴۳۰۵۲۵۰۵۵ ۱۰,۲۷۲۶۰۱۲۲ 2E 
۱۴,۳۷۵۰۱۹۴۸۷ ۱۴,۲۷۸۶۷۴۴۱ 3E 
۱۸,۲۹۲۳۷۹۰۶۸ ۱۸,۲۸۳۳۸۴۵۹ 4E 

  

  

 FDM )۱۱رابطه (
( N =300) 

Sinc Method  
( N =20) 

 هاانرژي

۲,۷۳۶۰۶۷۹۷۷ ۲,۱۱۷۲۹۴۴۶۹ ۲,۷۳۶۰۶۸۱۵۷ 0E 
۴,۹۷۲۱۳۵۹۵۴ ۴,۷۸۵۵۳۴۲۷۷ ۴,۹۷۲۱۳۶۴۸۹ 1E 
۷,۲۰۸۲۰۳۹۳۱ ۷,۲۶۷۹۶۸۹۸۱ ۷,۲۰۸۲۰۵۴۴۹ 2E 
۹,۴۴۴۲۷۱۹۰۸ ۹,۶۵۴۹۴۷۰۷۶ ۹,۴۴۴۲۷۴۳۱۰ 3E 
۱۱,۶۸۰۳۳۹۸۸ ۱۱,۹۷۴۰۹۱۱۵۵ ۱۱,۶۸۰۳۲۸۸۳ 4E 
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  R=1براي  ۴. مقايسه نتايج بدست آمده از مثال ۶جدول شماره 
FDM 

(N =300) 
Sinc Method  

(N =20) 
 هاانرژي

۳,۸۲۴۰۵۳۰۳۰ ۳,۷۶۰۰۴۲۱۷۷ 0E 
۷,۶۰۶۰۶۰۲۳۵ ۷,۵۲۴۰۷۰۹۸۶ 1E 
۱۱,۴۴۹۱۱۹۸۰۵ ۱۱,۳۸۷۱۳۹۸۴۲۲ 2E 
۱۵,۳۰۵۹۳۳۸۵۹ ۱۵,۲۹۴۹۱۲۸۶ 3E 
۱۹,۱۵۹۳۱۸۴۷۰ ۱۹,۲۲۷۱۴۳۸۵ 4E 

  

  گيرينتيجه
هاي طيفي،کارايي در اين مقاله، با توجه به قدرت روش

ها را سينک در محاسبه اين انرژي روش هم محلي
هايي، دقت و سرعت در ادامه با بيان مثال .بررسي کرديم

اين روش را با روش تفاضلات متناهي، که روشي رايج 
 بين دانشمندان علوم فيزيک است، مقايسه کرديم. در

نهايت، جداول و محاسبات انجام شده، نشانگر اين است 
سه با روش تفاضلات که دقت و سرعت اين روش در مقاي

متناهي که روشي رايج بين دانشمندان فيزيک است، 
بيشتر است. نويسندگان اين مقاله در تلاش هستند که 

يده ديگر در علوم فيزيک را با روش سينک چمسائل پي
  بررسي کنند.

  

   



 

 ۸۹                                                                                                  محاسبه ترازهاي انرژي معادلات شرودينگر خطي به روش سينک
 

   

  فهرست منابع
  

[1] U. Yesilgul, Linear and nonlinear 
intersubband optical absorption 
coefficients and refractive index 
changes in symmetric double semi-V-
shaped quantum wells, Journal of 
Luminescence 132 (2012) 765 –773. 
 
[2] C. Perssona, R. Ahujaa, A. Ferreira 
da Silvab, B. Johansson, First-principle 
calculations of optical properties of 
wurtzite AlN and GaN ,Journal of 
Crystal Growth 231 (2001) 407–414. 
 
[3] G. H. Nie, Analysis of non-linear 
behaviour of imperfect shallow 
spherical shells on pasternak 
foundation by the asymptotic iteration 
method, International Journal of 
Pressure Vessels and Piping 80 (2003) 
229–235. 
 
[4] R. Saha, P. Chaudhury, S. P. 
Bhattacharyya, Direct solution of 
Schrödinger equation by genetic 
algorithm: test cases, Physics Letters A 
291 (2001) 397–406. 
 
[5] Z. Kalogiratou, Th. Monovasilis, T.E. 
Simos, Numerical solution of the two-
dimensional time independent 
Schrodinger equation with Numerov-
type methods, Journal of Mathematical 
Chemistry, 37 (2005) 271-279. 
 
[6] Y. Shirvany, M. Hayati , R. Moradian, 
Numerical solution of the nonlinear 
Schrodinger equation by feedforward 
neural networks,  communications in 
Nonlinear Science and Numerical 
Simulation 13 (2008) 2132–2145. 
 
[7] Z. Cao, Q. Liu, Q. Shen, X. Dou, Y. 
Chen, Y. Ozaki, Quantization scheme for 
arbitrary one-dimensional potential 
wells, Physical Review A, 3 (2001) 
054103- 054103-4. 

 [8] F. Stenger, Numerical methods 
based on Sinc and analytic functions, 
New York (NY): Springer-Verlag, 
(1993). 
 
[9] J. Lund, K. Bowers, Sinc methods for 
quadrature and differential equations, 
Philadelphia, (PA): SIAM, (1992). 
 
[10] M. Dehghan, A. Saadatmandi, The 
numerical solution of a nonlinear 
system of second-order boundary value 
problems using the sinc-collocation 
method, Mathematical and Computer 
Modelling 46 (2007) 1434–1441. 
 
[11] S. Sayan, R. A. Bartynski, X. Zhao, E. 
P. Gusev, D. Vanderbilt, M. Croft, 
M. Banaszak Holl, E. Garfunkel, Valence 
and conduction band offsets of a 
ZrO2/SiOxNy/n-Si CMOS gate stack: A 
combined photoemission and inverse 
photoemission study, phys. stat. sol. (b) 
241(10) (2004) 2246–2252. 
 
[12] s. L. Chuang, D. Ahn, Optical 
transitions in a parabolic quantum well 
with an applied electric field analytical 
solutions, J. Appl. Phys. 65 (19S5) 
2822- 2826. 
[13] G. B. Arϐken, H. J. Weber, F. E. 
Harris, Mathematical methods for 
physicists, A Comprehensive guide, 
Seventh Edison (2013). 
 
[14] S. M. Ikhdari, physica, M. Hamzavi, 
R. Sever, Spectra of cylindrical quantum 
dots: The effect of electrical and 
magnetic fields together with AB flux 
field,Physica B: Condensed Matter 
407.23 (2012) 4523-4529. 
 
[15] H. Hassanabadi, H. Rahimov, An 
alternative method for spectrum of a 
three-electron-quantum dot,Physica B: 
Condensed Matter 406 (2012) 3070-
3073. 
   



  ۹۰                                                        ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران خديجه نوروزي
 
 

 

  


