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  چکيده

م داده شد. يبس تعميم آن توسط بولتزانو و گيمفاه يف شده است و برخيون تعريتوسط کلاس ۱۸۵۰در سال  يمفهوم آنتروپ
ه يک، نظريک استاتيمتفاوت و کاربردها در موضوعات مختلف مانند مکان يهازهين مفهوم با انگيم از اين تعميپس از آن چند

 يف کردند و فوروتا مفهوم آنتروپيرا تعر ينسب يعملگر يآنتروپ يو کام يفوجداده شد.  يکيناميد يهاستمياطلاعات، س
 يم به صورت چشم انداز برخين مفاهيارائه کرد. ا ينسب يعملگر يم مفهوم آنتروپيرا به عنوان تعم يپارامتر ينسب يعملگر

مقعر است و  يتابع ينسب يعملگر يکند. آنتروپيها را ساده مف مطالعه آنين توصيف هستند و ايتوابع ساده قابل توص
 يخواص آنتروپ ين مقاله برخيمناسب مقعر خواهد بود. در ا ياز پارامترها يبرخ يبرا يپارامتر ينسب يعملگر يآنتروپ

 که قبلاً ينسب يعملگر يآنتروپ يهاها، کرانن کرانيم. ايکنيآن را مطالعه م يهااز جمله کران يپارامتر ينسب يعملگر
  جه خواهد داد.يرا نت يج قبليم خواهد داد و در حالت خاص نتاياند را تعمگر محاسبه شدهيسندگان ديتوسط نو

  
  

  ، چشم انداز.يرپارامت ينسب يعملگر ي، آنتروپينسب يعملگر يآنتروپ هاي کليدي: واژه
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  مقدمه .۱
جبر توابع ∗ܥ−نشانگر  (ܪ)ܤن مقاله يدر سراسر ا

 يبا ضرب داخل  ܪلبرت يه يفضا يکراندار رو يخط
〈. , .  (ܪ)ܤک عملگر خود الحاق در ي ܣباشد. اگر يم 〈

ℎهر يم هرگاه به ازاييباشد، آن را مثبت گو ∈ ،  	ܪ
,ℎܣ〉 ℎ〉 ≥ ܣم يسينو يو م 0 ≥ . علاوه بر آن اگر 0

مثبت است و  داًياک ܣم ييگوير باشد ميپذمعکوس ܣ
ܣم يسينويم >  (ܪ)ܤدر  ܤو  ܣ يعملگرها ي. برا0
ܣم يسينويم ≥ ܣهرگاه  ܤ − ܤ ≥ 0 ]۱[.  

است  يعملگر محدبܫ بازه يرو݂  يقيوسته حقيتابع پ
 ܫف در يبا ط ܤو  ܣ خود الحاق يعملگرها يهرگاه برا

  م:يداشته باش [0,1]߳ߙهر  يو برا
݂൫ܣߙ + (1 − ൯(ܤߙ ≤ (ܣ)݂ߙ + (1 −  .(ܤ)݂(ߙ

  

که در  ݂وابسته به تابع  ۱اندازک چشميتابع کلاس
ܥمجموعه محدب  ⊆ ܴ௡ ک تابع دو يف شده يتعر

 ر است:ير مجموعه زيز يره رويمتغ

ܭ = ൜(ݐ, (ݏ ฬݏ > 0	,
ݐ
ݏ
∈ ൠܥ ⊆ ܴ௡ାଵ 

 

,ݐ)௙ܲو به صورت  (ݏ = ݂ ቀ௧
௦
ቁدر شود. يف ميتعر ݏ

 يانداز عملگرهاچشم ]۲[در  ۲افروس ۲۰۰۸سال 
ک تابع يانداز را مطرح کرد و نشان داد که چشم ييجابجا

 ܤو  ܣم يفرض کن، محدب است. يره عملگريدو متغ
باشند. تابع چشم انداز  ييمثبت ناجابجا داًياک يعملگرها

ف شده يتعر ]۳[ر در يبه صورت ز يره عملگريدو متغ
  است:

௙ܲ(ܣ, (ܤ = ܤ
భ
మ	݂ ቀିܤ

భ
మ	ܤܣ	ି

భ
మቁ	ܤ

భ
మ 

  

و  ين تابع محدب است. فوجيو ثابت شده است که ا
را  ينسب يعملگر يتروپمفهوم آن ]۵[و  ]۴[در  يکام
ف ير تعريصورت زبه ܤو  ܣمثبت  داًياک يعملگرها يبرا

  کردند:
(ܤ|ܣ)ܵ = ܤ

భ
మ ቀ݈݊ିܤ

భ
మܤܣష

భ
మቁܤ

భ
మ. 

  

ݍوابسته به پارامتر  ينسب يعملگر يمفهوم آنتروپ ∈ ℝ 
توسط  ]۶[در  ܤو  ܣمثبت  داًياک يعملگرها يبرا

  ف شده است:ير تعريصورت زفوروتا به
ܵ௤(ܤ|ܣ) = ܤ

భ
మ(ିܤ

భ
మܤܣషభమ)௤(݈݊ିܤ

భ
మܤܣషభమ)ܤ

భ
మ. 

ݍدر حالت خاص هرگاه  =  ي، در آن صورت آنتروپ0
  گريعبارت دشود. بهيحاصل م ينسب يعملگر

ܵ଴(ܤ|ܣ) =  .(ܤ|ܣ)ܵ
  

  دهديساده نشان م يک بررسين يهمچن
ଵܵ(ܣ|ܤ) =  .(ܤ|ܣ)ܵ−

  

چشم  (ܤ|ܣ)ܵ ينسب يعملگر يم که آنتروپيتوجه کن
  ٣   ٢،يعنياست؛  ݐ݃݋݈انداز تابع 

(ܤ|ܣ)ܵ  = ௟ܲ௢௚௧(ܤ|ܣ).  
  

 (ܤ|ܣ)௤ܵ يپارامتر ينسب يعملگر ين آنتروپيهمچن
௤ݐچشم انداز تابع    ن مفهوم کهياست به ا ݐ݃݋݈

 ܵ௤(ܤ|ܣ) = ܲ௧೜௟௢௚௧(ܤ|ܣ).   
  

  تفاضل يهااز کران يبرخ ]۷[در   ۳٤ريدراگوم
(ܤ|ܣ)ܵ  − ௟௡	௠

ெି௠
ܣܯ) − (ܤ − ௟௡	ெ

ெି௠
ܤ) −  (ܣ݉

  

ر مشخص يو مقاد ܤو  ܣمثبت  داًياک يعملگرها يرا برا
0 < ݉ < ܤ݉ که يدر حال ܯ < ܣ < به  ܤܯ

 يت که در حالت کلين واقعيبا استفاده از ا يدست آورد. و
 يبرخ  ]۸[ستند در يبا هم برابر ن (ܣ|ܤ)ܵو  (ܤ|ܣ)ܵ

  تفاضل  يهااز کران
݈݉݊	݉
ܯ −݉

ܣܯ) − (ܤ +	
ܯ	݈݊ܯ
ܯ −݉

ܤ) (ܣ݉−
+  (ܣ|ܤ)ܵ

  

ن يرا با همان مفروضات مساله قبل به دست آورد. در ا
وابسته  يعملگر نسب ين آنتروپييبالا و پا يهامقاله کران

م يم. فرض کنيآوريرا به دست م ݍبه پارامتر 
0 ≤ ݍ ≤   م:يکنيف مير را تعريبا ضابطه ز ݂. تابع 1

(ݐ)݂ =  ݐ௤݈݊ݐ
  

  ميکنيف مياست. تعر يعيتم طبيتابع لگار ݐ݈݊که در آن 
:௤ܦ = ݐ} > (ݐ)′′݂	:0 ≤ 0}. 
 

مقعر  ௤ܦ يرو ݂ن صورت واضح است که تابع يدر ا
  :دهديک محاسبه ساده نشان مياست. 

௤ܦ  = [݁
మ೜షభ
೜(೜షభ), +∞) . 

  

ݍجه هرگاه يدر نت → ଴ܦدر آن صورت  0 = (0,+∞) .  
  

(ݐ)݂تابع  :۱لم  = ௤ݐ   بازه يرو ݐ݈݊
                                                
1. Perspective 
2. Effros 
3. Dragomir 
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௤ܦ  = [݁
మ೜షభ
೜(೜షభ), +∞)  

  مقعر است.
شود هرگاه يجه ساده ملاحظه ميک نتيبه عنوان 
ݍ → (ݐ)݂در آن صورت تابع  0 =  ଴ܦ يرو ݐ݈݊

  مقعر است.
  

:݃اگر  ]۹[: ۲لم  ܥ → R مجموعه  يتابع مقعر رو
ܥمحدب  ⊆ ,ݔهر  يگاه براباشد، آن ܴ ݕ ∈ و  ܥ

ߙ ∈   م:يدار [0,1]

2 ቈ݃ ൬
ݔ + ݕ
2

൰ −
(ݔ)݃ + (ݕ)݃

2
቉  ݎ

≤ 	݃൫(1 − ݔ(ߙ +  ൯ݕߙ
−൫(1 − (ݔ)݃(ߙ +  ൯(ݕ)݃ߙ

≤ 	2[݃ ൬
ݔ + ݕ
2

൰ −
(ݔ)݃ + (ݕ)݃

2
]ܴ 

  
  که يدر حال

ݎ  = ,ߙ}݊݅݉ 1 −   {ߙ
  و

 ܴ = ,ߙ}ݔܽ݉ 1 −  .{ߙ
  

 ܫبازه  يمقدار رو يقيتابع مقعر و حق ݃اگر  ]۸[: ۳لم 
ߙو  ܫدر درون بازه  ݕو  ݔ يباشد، آنگاه برا ∈ [0,1] 

  م:يدار
0 ≤ ݃൫(1 − ݔ(ߙ +  ൯ݕߙ
−൫(1 − (ݔ)݃(ߙ +  ൯(ݕ)݃ߙ
≤ 1)ߙ − ݕ)(ߙ − ൫݃ିᇱ(ݔ (ݔ) − ݃ିᇱ  .൯(ݕ)

  
بازه باز  يمقدار رو يقيتابع حق ݃م يفرض کن ]۸[: ۴لم 
وجود  ଶߚو  ଵߚ يهار باشد. اگر ثابتيپذدو بار مشتق ܫ

  طوري که براي هرداشته باشند به
ݐ  ∈ ଵߚ، ܫ ≤ (ݐ)′′݃ ≤  ، ଶߚ

,ݔهر  يآنگاه برا ݕ ∈ ߙو  ܫ ∈   م:يدار [0,1]
1
2
1)ߙ − ݕ)ଵߚ(ߙ −  ଶ(ݔ

≤ (1 − (ݔ)݃(ߙ + (ݕ)݃ߙ
− ݃൫(1 − ݔ(ߙ +  ൯ݕߙ

≤
1
2
1)ߙ − ݕ)ଶߚ(ߙ −  .ଶ(ݔ

  

مقدار  يقيتوابع حق ଷ݂و  ଵ݂ ،ଶ݂م يفرض کن ]۱۰[: ۵لم 
ݐ يباشند. اگر برا ܫبازه بسته  يرو ∈   ،ܫ

 ଵ݂(ݐ) ≤ ଶ݂(ݐ) ≤ ଷ݂(ݐ),  
  

 يهاينامساو ܤو  ܣمثبت  داًياک يعملگرها يآنگاه برا
  ر برقرار است:يز

௙ܲభ(ܣ, (ܤ ≤ ௙ܲమ(ܣ, (ܤ ≤ ௙ܲయ(ܣ,  .(ܤ
 

ر را به کار يف زيتعار يراحت ين مقاله برايدر سراسر ا
 :م برديخواه

(ݑ)ܴ ≔ max ൜
ݑ − ݉
ܯ −݉

,
ܯ − ݑ
ܯ −݉

ൠ = 

ଵ
ଶ
− ቤ

௨ିಾశ೘
మ

ெି௠
ቤ, 

(ݑ)ݎ ≔ min ൜
ݑ − ݉
ܯ −݉

,
ܯ − ݑ
ܯ −݉

ൠ = 

ଵ
ଶ
+ ቤ

௨ିಾశ೘
మ

ெି௠
ቤ, 

(ܯ,݉)௤ܥ =
݉௤݈݊݉ ܯ௤݈݊ܯ+

ܯ −݉
 

−൬
ܯ +݉
2

൰
௤

ln ൬
ܯ + ݉
2

൰. 
 
  يج اصلينتا .۲

مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم ي: فرض کن۱ه يقض
ܯ,݉ يبرخ يکه برا يطورباشند به ∈ با شرط  ௤ܦ
݉ < ܤ݉م يداشته باش ܯ ≤ ܣ ≤   گاه. آنܤܯ

0 ≤ ܵ௤(ܤ|ܣ) −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) − (ܣ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ܣ)  (ܤ݉−

≤
݉௤(1 + ݈݊݉)− ௤(1ܯ + (ܯ݈݊

ܯ −݉ ௛ܲ(ܣ,  (ܤ
  

(ݐ)ℎکه در آن  = ݐ) ܯ)(݉− −   .(ݐ
  

مقعر  ௤ܦ يرو ݐ௤݈݊ݐتابع  ۲: با توجه به لم اثبات
(ݐ)݃است. با قرار دادن  = ݔ، ݐ௤݈݊ݐ = ݉ ،

ݕ = ߙو  ܯ = ௫ି௠
ெି௠

ݔ يبرا  ∈  ۳در لم  [ܯ,݉]
  م داشت:يخواه

0 ≤ ݔ௤݈݊ݔ −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܯ) −  (ݔ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ݔ) − ݉) ≤ 
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݉௤(1 + ݈݊݉)− ௤(1ܯ + (ܯ݈݊
ܯ −݉

ℎ(ݔ). )۱( 
  

ها يطرف نامساوو با محاسبه چشم انداز دو  ۵بنا به لم 
 شود.يجه مورد نظر حاصل مي) نت۱در (

  
مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم ي: فرض کن۱جه ينت

ܯ,݉ يبرخ يکه برا يطورباشند به ∈ با شرط  ௤ܦ
݉ < ܤ݉م يداشته باش ܯ ≤ ܣ ≤  . آنگاهܤܯ

0 ≤ ܵ௤(ܤ|ܣ) −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) − (ܣ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ܣ)  (ܤ݉−

≤
1
4
ܯ) −݉)൫݉௤(1 + ݈݊݉)

௤(1ܯ− +  .ܤ൯(ܯ݈݊
  

، مقدار ۱ه يف شده در قضيتعر (ݐ)ℎ: تابع اثبات
ݐمم خود را در يماکز = ெା௠

ଶ
ن مقدار يرد و ايگيم 

 مم برابر است با يماکز
ଵ
ସ
ܯ) − ݉)ଶ.  

  

م ي) خواه۱( يمم در نامساوين مقدار ماکزيا يبا جاگذار
  داشت:

0 ≤ ݔ௤݈݊ݔ −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܯ) − (ݔ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ݔ) −݉) 

≤
1
4
ܯ) −݉)൫݉௤(1 + ݈݊݉)

௤(1ܯ− +  .൯(ܯ݈݊

)۲(  

  

  و با محاسبه چشم انداز دو طرف  ۵حال با استفاده از لم 
 شود. يمطلوب حاصل م يهاي) نامساو۲ها در (ينامساو

  
مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم ي: فرض کن۲ه يقض

ܯ,݉ يبرخ يکه برا يطورباشند به ∈ با شرط  ௤ܦ
݉ < ܤ݉م يداشته باش ܯ ≤ ܣ ≤   گاه. آنܤܯ

(ܯ,݉)௤ܥ2 ௥ܲ(ܣ,  (ܤ

≤ ܵ௤(ܣ, (ܤ −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) − (ܣ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ܣ)  (ܤ݉−
≤ (ܯ,݉)௤ܥ2 ோܲ(ܣ,  .(ܤ

(ݐ)݃قرار دادن  و با ۳استفاده از لم : بااثبات =  ݐ௤݈݊ݐ
ݐ يبرا ∈   م:يدار ௤ܦ

2 ൤൬
ݔ + ݕ
2

൰
௤
݈݊ ൬

ݔ + ݕ
2

൰−
ݔ௤݈݊ݔ + ݕ௤݈݊ݕ

2
൨  ݎ

≤	൫(1 − ݔ(ߙ + ൯ݕߙ
௤
ln	((1 − ݔ(ߙ + ((ݕߙ

− ((1 − ݔ௤݈݊ݔ(ߙ
+  (ݕ௤݈݊ݕߙ

≤ ۲ ൤൬
ݔ + ݕ
2

൰
௤
݈݊ ൬

ݔ + ݕ
2

൰

−
ݔ௤݈݊ݔ + ݕ௤݈݊ݕ

2
൨ܴ 

)۳(  

  

,ݔکه در آن  ݕ ∈ ௤ܦ ߙو  	 ∈   که يدر حال [0,1]
ݎ  = ,ߙ}݊݅݉ 1 −   {ߙ

  و
 ܴ = ,ߙ}ݔܽ݉ 1 −  .{ߙ

  

ݔ يگذاريحال با جا = ݕ، ݉ = ߙو  ܯ = ௫ି௠
ெି௠

 
ݔ يبرا ∈    م داشت:ي) خواه۳( يدر نامساو [ܯ,݉]

 (ݔ)ݎ(ܯ,݉)௤ܥ2

≤ ݔ௤݈݊ݔ −
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܯ) − (ݔ

−
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ݔ) −݉) 
≤ )۴( .(ݔ)ܴ(ܯ,݉)௤ܥ۲  
 

ها يو با محاسبه چشم انداز دو طرف نامساو ۵بنا به لم 
  د. يآيجه به دست مي) نت۴در (

  
  باشندمثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم يکن: فرض۳قضيه

ܯ,݉ يبرخ يکه برا يطوربه ∈ با شرط  ௤ܦ
݉ < ܤ݉م يداشته باش ܯ ≤ ܣ ≤   گاه. آنܤܯ

1
2݉

௤ିଶ(2ݍ − 1 + ݍ)ݍ − 1)݈݊݉) ௛ܲ(ܣ,  (ܤ

≤
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) −  (ܣ

+
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ܣ) − (ܤ݉ − ܵ௤(ܤ,ܣ) 

≤
1
ܯ2

௤ିଶ(2ݍ − 1 + ݍ)ݍ − (ܯ݈݊(1 ௛ܲ(ܤ,ܣ) 
  

(ݐ)ℎکه در آن  = ݐ) ܯ)(݉− −   .(ݐ
  

(ݐ)݃و با قرار دادن  ۴با استفاده از لم  اثبات: =  ݐ௤݈݊ݐ
ݐ يبرا ∈   م:يدار ௤ܦ

1
2
1)ߙ − ݕ)ଵߚ(ߙ −  ଶ(ݔ
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≤ (1 − ݔ௤݈݊ݔ(ߙ +  ݕ௤݈݊ݕߙ
−൫(1 − ݔ(ߙ + ൯ݕߙ

௤
݈݊൫(1 − ݔ(ߙ +  ൯ݕߙ

≤
1
2
1)ߙ − ݕ)ଶߚ(ߙ − )ଶ )۵(ݔ  

  

,ݔکه در آن  ݕ ∈ ௤ܦ ߙ، 	 ∈   و [0,1]
ଵߚ = ݉௤ିଶ(2ݍ − 1 + ݍ)ݍ − 1)݈݊݉), 
ଶߚ = ݍ௤ିଶ(2ܯ − 1 + ݍ)ݍ −  .(ܯ݈݊(1

  

ݔر و ين مقاديا يگذاريحال با جا = ݕ، ݉ = و  ܯ
ߙ = ௫ି௠

ெି௠
ݔ يبرا  ∈   م:ي) دار۵( ينامساودر [ܯ,݉]

1
2
݉௤ିଶ(2ݍ − 1 + ݍ)ݍ − 1)݈݊݉)ℎ(ݔ) 

≤
݉௤݈݊݉
ܯ −݉

ܯ) − (ݔ +
ܯ௤݈݊ܯ
ܯ −݉

ݔ) − ݉)

−  ݔ௤݈݊ݔ
≤
1
2
௤ିଶܯ ൬

ݍ2 − 1
ݍ)ݍ+ − ൰ܯ݈݊(1 ℎ(ݔ). 

)۶(  
  

انداز دو طرف و با محاسبه چشم ۵با مراجعه به لم 
  شود. يمطلوب حاصل م يهاي) نامساو۶ها در (ينامساو
ݍ، هرگاه ۱ه يدر قض →  يعملگر يآنتروپ يهاکران 0

  د:يآير به دست ميبه صورت ز ينسب
  

مثبت  داًياک يعملگرها 	ܤو ܣم يفرض کن: ۲نتيجه
0يبرخ يکه برا يطورباشند به < ݉ <   ميداشته باشܯ

ܤ݉  ≤ ܣ ≤   .ܤܯ
 آن گاه

0 ≤ (ܤ|ܣ)ܵ −
݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) − (ܣ − 
ܯ݈݊
ܯ −݉

ܣ) − (ܤ݉ ≤
݈݊݉ − ܯ݈݊
ܯ −݉ ௛ܲ(ܣ,  (ܤ

 

  

(ݐ)ℎکه در آن  = ݐ) ܯ)(݉− −  .(ݐ
ݍ، هرگاه ۱جه يدر نت → شود که ير حاصل ميجه زينت 0
  شود:يارائه م يعملگر يآنتروپ يبرا يديجد يهاکران

  
مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم يفرض کن: ۳جه ينت

0 يبرخ يکه برا يطورباشند به < ݉ < داشته  ܯ
  م يباش

ܤ݉  ≤ ܣ ≤   .ܤܯ
 آنگاه

0 ≤ (ܤ|ܣ)ܵ −
݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) − (ܣ − 

ܯ݈݊
ܯ −݉

ܣ) −  (ܤ݉

≤
1
4
ܯ) −݉)(݈݊݉−  .ܤ(ܯ݈݊

  

ݍ، هرگاه ۲ه يدر قض → د که يآير به دست ميجه زينت 0
مرجع  ۲ه ير است که در قضيجه دراگوميدر واقع همان نت

  متفاوت ثابت شده است. يبا روش ]۸[
  
مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم ي: فرض کن۴جه ينت

0 يبرخ يکه برا يطورباشند به < ݉ < داشته  ܯ
  م يباش

ܤ݉  ≤ ܣ ≤   .ܤܯ
  گاهآن

(ܯ,݉)଴ܥ2 ௥ܲ(ܣ,  (ܤ
≤ ,ܣ)ܵ (ܤ −

݈݊݉
ܯ −݉

ܤܯ) −  (ܣ

−
ܯ݈݊
ܯ −݉

ܣ) − (ܤ݉ ≤  (ܤ,ܣ)ܴܲ(ܯ,݉)0ܥ2
 

ݍ، هرگاه ۳ه يدر قض → شود که ير حاصل ميجه زينت 0
ر آن را ياست و دراگوم ]۷[در  ۴ه يدر واقع منطبق بر قض

  گر ثابت کرده است.يد يبا روش
  
مثبت  داًياک يعملگرها ܤو  ܣم ي: فرض کن۵ جهينت

0 يبرخ يکه برا يطورباشند به < ݉ < داشته  ܯ
  م يباش

ܤ݉  ≤ ܣ ≤   .ܤܯ
  آنگاه

1
ଶܯ2 ௛ܲ(ܣ,  (ܤ

≤ (ܤ|ܣ)ܵ −
݈݊݉

݉−ܯ
ܤܯ) −  (ܣ

−
ܯ݈݊
ܯ −݉

ܣ) − (ܤ݉ ≤
1

2݉ଶ ௛ܲ(ܤ,ܣ) 
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