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  مقدمه - ۱
هستند که  ييها، معادلهيمعادلات تابع :۱-۱فيتعر

کنند و در آن ين مييتع يک تابع را به شکل ضمني
شود. يح مشخص نميتابع به صورت صر يضابطه
شود يمطرح م يهنگام يمعادلات تابع يداريپا يمساله

ک يعنوان که به ييهارا با نامعادله يتابع يکه معادله
م. در واقع، ين کنيگزيکنند جاياختلال معادله عمل م

شود ين طور مطرح ميا يمعادلات تابع يداريپا يمساله
  که اختلال آن از  يمعادله ا يهاکه چگونه جواب

ز است را به دست يک نامعادله داده شده ناچي يهاجواب
نامند، هرگاه يدار ميرا پا يک معادله تابعيآورد. در واقع 

آن  يدر نامعادله تابع يبيکه به طور تقر يتابع هر يبرا
وجود داشته باشد که به  يصدق کند جواب منحصر بفرد

  ک باشد.ينزد يع به اندازه کافآن تاب
توسط  ۱۹۴۰ن بار درسال ياول يمعادلات تابع يداريپا
 يهاگروه ياولام رو ييکايآمر يدان لهستانياضير

  [19]ان شد.ير بيک به صورت زيمتر
  

ک ي1G ديفرض کناولام)  يداري: (پا۲-۱قضيه
باشد، هرگاه  ݀ک يبا متر ر يگروه مترپذک ي2Gگروه و

0هر يبازا  0وجود داشته باشد  به  يا
1که تابع  يطور 2:h G G 1 هر يبرا,x y G

  ر صدق کند:يدررابطه ز
݀൫ℎ(ݕݔ), ℎ(ݔ)ℎ(ݕ)൯ <  ߜ

  
ଵܩ:ܪ يختيآنگاه همر ⟶ Gଶ  چنان وجود داشته

ݔهر  يکه برا يباشد به طور ∈   ميداشته باش ଵܩ
݀(ℎ(ݔ),(ݔ)ܪ) ≤  ߝ

 
باً يک نگاشت تقريتوان يم يطيگر با چه شرايبه عبارت د

 ک کرد؟ينزد يختيک نگاشت همريرا به  يختيهمر
باناخ  يک پاسخ مثبت به سئوال اولام در فضاين يهمچن

   [9]است. ر ارائه شدهيرز به صورت زيتوسط ها
  

 ଶܧو  ଵܧد يفرض کنرز) يها يداري: (پا۳-۱قضيه
ε يباناخ باشند هرگاه برا يفضاهائ > وجود داشته  0

δباشد  > :݂که تابع  يبه طور 0 ଵܧ ⟶  يبازا ଶܧ
  :ر صدق کنديدر رابطه ز ଵܧمتعلق به ݕو ݔهر

∥ ݔ)݂ + (ݕ − (ݔ)݂ − (ݕ)݂ ∥<  ߜ
  

ݔهر  يآن گاه برا ∈   ر موجود است:يحد ز ଵܧ
(ݔ)ܣ = lim

௡→ஶ
2ି௡݂(2௡ݔ) 

  
:ܣو تابع  ଵܧ که  يمنحصر بفرد است به طور ଶܧ⟶

  توان نوشت: يم ଵܧمتعلق به  ݔهر يبرا
∥ (ݔ)݂ − (ݔ)ܣ ∥<  ߝ

  
 ଵܧمتعلق به  ݔهر يبازا ݐدر (ݔݐ)݂به علاوه اگر تابع 

  است. يخط ܣوسته باشد آن گاه تابع يپ
 ينيگزيجارز را با يه هايم قضياس تعمي، راس۱۹۷۸درسال 

  تابع کنترل به صورت
‖x୮‖)ߠ + ‖y୮‖) 

  
θ يبرا ≥ 0و  0 ≤ ݌ < که به  اثبات کرد 1
  [15] باشد.ياس معروف ميراس -رزيها- اولام يداريپا
  

و  ଵܧد يفرض کناس) يراس يداري: (پا۴-۱قضيه
θ	يباناخ باشند هرگاه برا يفضاهائ  ଶܧ ≥ 0و	0 ≤

݌ < :݂تابع  ، 1 ଵܧ ⟶ متعلق  ݕو ݔهر يبازا ଶܧ
  ر صدق کند:يدر رابطه ز ଵܧبه

∥ ݔ)݂ + (ݕ − (ݔ)݂ − (ݕ)݂ ∥ 
< ∥)ߠ ௣ݔ ∥ +∥ ௣ݕ ∥) 

  
:ܣ	منحصربفرد  يآن گاه تابع ଵܧ وجود دارد  ଶܧ⟶

  توان نوشت:يم ଵܧمتعلق به  ݔهر يکه برا يبه طور

∥ (ݔ)݂ − (ݔ)ܣ ∥≤
2θ

2 − 2୮
 ୮‖ݔ‖

  
 ଵܧمتعلق به  ݔهر يبازا ݐدر (ݔݐ)݂به علاوه اگر تابع

  است. يخط ܣوسته باشد آن گاه تابع يپ
ن کردن يگزياس با جايه راسيم از قضيک تعمين يهمچن

  ثابت شده است. توسط گاوروتا φک تابع کنترل ي
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فرض مرتبه دوم)  ي: (معادلات تابع۳-۱فيتعر
ن صورت معادله يباشد. در ا يبردار يک فضاي ܺد يکن

 به صورت: يتابع
ݔ)݂ + (ݕ + ݔ)݂ − (ݕ

= (ݔ)2݂ +  			(ݕ)2݂
  

,ݔ	هر  يبه ازا ݕ ∈ مرتبه دوم  يک معادله تابعيرا  ܺ
  ند.يگويم

مرتبه دوم را در مقالات  يمعادلات تابع يداريرز پايها
 يبيتقر يجمع يهانگاشت يبرا [17 ,7 ,5]
݂:ܺ ⟶  يو فضا ܺ يقينرمدار حق يفضا يرو  ܻ

ن معادلات يقرار داد. همچن يمورد بررس ܻ يقيباناخ حق
و معادلات   [13 ,11 ,4]سوم در  يهامرتبه يتابع
مرتبه  يو معادلات تابع [14 ,3]مرتبه چهارم در  يتابع

مورد  [21]و مرتبه ششم در  [21 ,12]پنجم در 
  شده است. يز بررسيآنها ن يدارياند و پامطالعه قرار گرفته

در  فرم زيره بمرتبه هفتم  يبعتات لادمعان مقاله ما يدر ا
  گيريم:ينظر م

)۱،۱ ( 
ݔ)݂ + (ݕ4 − ݔ)7݂ + (ݕ3

+ ݔ)21݂ + (ݕ2
− ݔ)35݂ + (ݕ
+ ݔ)21݂ − (ݕ
− ݔ)7݂ − (ݕ2
+ ݔ)݂ − (ݕ3
= (ݔ)35݂ +  (ݕ)5040݂

  
)7 ق است که تابع يقابل تحق يبه آسان )f x x در   

کند. هدف ما بدست آوردن  ي) صدق م۱,۱(يمعادله تابع
رز يها-اولام يداريمعادله و اثبات مسئله پا يجواب عموم

 ين نوع معادله تابعيا يبرا يگاوس باناخ يدر فضاها
  باشد. يم
  
  مرتبه هفتم يمعادلات تابع - ۲

ک مجموعه دلخواه باشد ي ܺد يفرض کن :۱-۲فيتعر
  مجموعهن صورت يدر ا

  
n times

X X X


  


  

nX با علامت را  ک ي ين برايم همچنيدهيش مينما  
n نگاشت متقارن    يجمع- 

 : nA X Y  
 نگاشت

  ( , , , )
n times

nA x A x x x





  
  

  و مقدار Aرا به عنوان قطر نگاشت 

( , , , , , , , )
j timesi times

A x x x y y y
 

    
  

,را با علامت  ( , )i jA x yميدهيش مينما . 
ر ي) را به صورت ز۱,۱مرتبه هفتم ( ياکنون معادله تابع

  م.يکنيحل م
  

 يبردار يفضاهائ  Y و X  د يفرض کن: ۲-۲قضيه
f: باشند، تابع  X Y يک جواب معادله تابعي 

xهر يبه ازا  f ) است اگر و فقط اگر ۱,۱( X  به
7فرم  (( ) )f x A x .باشد  

  
) صدق کند ۱,۱( يدر معادله تابعf د يفرض کن اثبات:

0xبا قرار دادن  y   ) شود يجه مي)، نت۱,۱در
 0 0f  ينيگزيو با جا ,x y با  0, x و  
( , )x x و جمع دو رابطه بدست ۱,۱(  ب دريبه ترت (

  م:  يريگيجه ميآمده نت
    f x f x    

  
ض يباتعو ,x y  با  4 ,x x  هر  ي) به ازا۱,۱در ( 

x X م:يدار  
)۱،۲ (  

(ݔ8)݂ − (ݔ7)7݂ + (ݔ6)21݂
− (ݔ5)35݂ + (ݔ4)35݂
− (ݔ3)21݂ + (ݔ2)7݂
=  (ݔ)5041݂

  
 ض ين تعويو همچن ,x y  با    0,2x   ) به ۱,۱در(  
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xهر يازا X  دهد:يجه مينت  
)۲،۲(  

(ݔ8)݂ − (ݔ6)6݂ + (ݔ4)14݂
− (ݔ2)5054݂ = 0 

  
  م داشت:ي) خواه۲,۲( ) و ۱,۲با تفاضل دو رابطه (

)۳،۲(  
(ݔ7)7݂− − (ݔ6)27݂ − (ݔ5)35݂

+ (ݔ4)21݂ − (ݔ3)21݂
+ (ݔ2)5061݂
=  (ݔ)5041݂

  
 يگذاريبا جا ,x y  با    3 ,x x جه ي) نت۱,۱در (  

  شود:يم
)۴،۲(  

(ݔ7)݂ − (ݔ6)7݂ + (ݔ5)21݂
− (ݔ4)35݂ − (ݔ3)35݂
− (ݔ2)21݂
=  (ݔ)5033݂

  
) ۳,۲ن معادله و جمع آن با (ين ايدر طرف ۷ضرب عدد با 
  دهد:يجه مينت
)۵،۲(  

(ݔ6)22݂− + (ݔ5)112݂ − (ݔ4)224݂
+ (ݔ3)224݂
+ (ݔ2)4914݂
=  (ݔ)40272݂

  
با قرار دادن   2 ,x xيبجا  ,x y   م:ي) دار۱,۱( در  

)۶،۲(  
(ݔ6)݂ − (ݔ5)7݂ + (ݔ4)21݂

− (ݔ3)35݂ + (ݔ2)35݂
=  (ݔ)5060݂

  
جه يب آن با نتي) و ترک۲,۲( در   )۶,۲حال ضرب معادله (
  د:يآيبدست م )۱,۱( بدست آمده از رابطه 

)۷،۲(  
(ݔ5)21݂− + (ݔ4)119݂ − (ݔ3)273݂

+ (ݔ2)2842݂
=  (ݔ)75796݂

 قرار دادن ,x y با    ,x x ) دهد:يجه مينت  )۱,۱در  
)۸،۲(  

(ݔ5)݂ − (ݔ4)7݂ + (ݔ3)21݂
− (ݔ2)34݂
=  (ݔ)5012݂

  
  شود:يجه مي) نت۸,۲و (  )۷,۲( با استفاده از روابط 

)۹،۲(  
(ݔ4)28݂− + (ݔ3)168݂

+ (ݔ2)2128݂
=  (ݔ)181048݂

  
ضيو تعو ,x y   با ,x x  )ما را به رابطه   )۱,۱در

  کند:يم ير راهنمائيز
)۱۰،۲(  

(ݔ4)݂ − (ݔ3)6݂ + (ݔ2)14݂
=  (ݔ)5054݂

  
 هر  ي) به ازا۱۰,۲و (  )۹,۲و سرانجام با ادغام روابط (

x X داشت:م يخواه  
)۱۱،۲(  

(ݔ2)݂ = 2଻݂(ݔ) 
  

) به ۱,۱(  يم که معادله تابعيم نشان دهيتوانيبالعکس م
x,هر يازا y X  ل:به شک  
)۱۲،۲(  

(ݔ)݂ +
1
35݂

ݔ) + (ݕ4 −
1
5݂

ݔ) + (ݕ3

+
3
5݂

ݔ) + (ݕ2

− ݔ)݂ + (ݕ

−
3
5݂

ݔ) − (ݕ

+
1
5݂

ݔ) − (ݕ2

−
1
35݂

ݔ) − (ݕ3

− (ݕ)144݂ = 0 
  
   ياک تابع چند جملهي f دهدين نشان ميباشد و ايم
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است اکنون با استفاده از   7 افته از درجه حداکثر يم يتعم
شود کهيجه مينت [20]از مرجع  3.6و  3.5 يايقضا
fر است:يبه شکل ز  
)۱۳،۲(  

(ݔ)݂ = ෍ܣ௜(ݔ)
଻

௜ୀ଴

 

  
0 است که  0( )A x A از ياريعضو اختک يY .است  

  هر ين که به ازاياز ا
  x X  ،  0 0f  و   
    f x f x    

  
0 شوديجه مينت 0( ) 0A x A    فرد است. f و تابع  

  نيبنابرا
2 4 6( ) ( ) ( ) 0A x A x A x     

  
  کند که:يجاب مين ايو ا

(ݔ)݂ = (ݔ)଻ܣ + (ݔ)ହܣ + (ݔ)ଷܣ
+ ݔ∀							(ݔ)ଵܣ ∈ ܺ 

  
  ن کهي) و ا۱۱,۲( از 

( ) ( )n n nA rx r A x  
  

x يبه ازا X r و  Q  يبجا 2x  يگذاريجا و 
 x م داشت:ير خواهيدر معادله اخ  

2଻ܣ଻(ݔ) + 2ହܣହ(ݔ) + 2ଷܣଷ(ݔ)
+ (ݔ)ଵܣ2
= 2଻ܣ଻(ݔ) + 2଻ܣହ(ݔ)
+ 2଻ܣଷ(ݔ) + 2଻ܣଵ(ݔ) 

  
  دهد: ين نشان ميا

 1 3 5( ) ( ) ( ) 0A x A x A x    
  

)7نيبنابرا ) ( )f x A x.  
xهر يد به ازايبالعکس فرض کن X،7( ) ( )f x A x  

, هر  ين صورت به ازايا در ,x y X r Q :  

ݔ)଻ܣ + (ݕ = (ݔ)଻ܣ + (ݕ)଻ܣ
+ ,ݔ)଺,ଵܣ7 (ݕ
+ ,ݔ)ହ,ଶܣ21 (ݕ
+ ,ݔ)ସ,ଷܣ35 (ݕ
+ ,ݔ)ଷ,ସܣ35 (ݕ
+ ,ݔ)ଶ,ହܣ21 (ݕ
+ ,ݔ)ଵ,଺ܣ7  (ݕ

  
  :همچنين داريم

7 7 7( ) ( ),A rx r A x  
6,1 6,1 5,2( , ) ( , )A x ry r A x ry , 

2 5 25, ,2 ( , ) ( , ),A x ry r A x ry  
4,3 3 4,3( , ) ( , )A x ry r A x ry , 
3,4 4 3,4( ) ( , ),A rx r A x ry  
2,5 5 2,5( , ) ( , ),A x ry r A x ry  
1,6 6 1,6( , ) ( , )A x ry r A x ry . 

  
کند ) صدق مي۱,۱( در f دهد کهمعادلات فوق نشان مي

 کند.تکميل ميو اين اثبات را 
  
پايداري معادلات تابعي مرتبه هفتم در  - ۳

  گاوسي-઺فضاهاي نرمدار 
در اين بخش ما ابتدا برخي مفاهيم اصلي در فضاهاي 

  کنيم.گاوسي را يادآوري مي نرمدار 
  

 يک عدد حقيقي با شرط فرض کنيد: ۱-۳تعريف
0 1   و  ميدان اعداد حقيقي يا مختلط يا

 باشد و X يک فضاي خطي روي   باشد، در اين
.صورت تابع  : [0, )X    را يک نرم 
نامند هرگاه شرايط زير براي آن مي X گاوسي روي 

ݔهر برقرار باشند به ازاي ∈ ݐو  ܺ ∈ ॶ  ܭو ≥ 0  
(1) 0, 0 0

(2 ) | |

(3) ( )

x x x

tx t x

x y K x y



   



  

‖ ‖ ‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

 

  
  کندکه به ازاي ايجاب مي )۳( توجه داشته باشيد که شرط 
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1n هر   1 و    2 2 1, ,..., nx x x X : 
2 2

1 1

n n
n

j j
j j
x K x

 

   

2 1 2 1
1

1 1

n n
n

j j
j j
x K x

 


 

   

  
ک ي، را ‖‖يگاوس ک نرم ي: ۲-۳فيتعر

( , )p  0) نرم 1)p  شود يده مينام ܺ يرو
,ݔهر  ياگر به ازا ݕ ∈ ܺ 

.p p px y x y    
  

ک ي، را يگاوس باناخ  يک فضاين حالت يدر ا
( , )p شود.يده ميباناخ نام يفضا   
ک يک متري ܺ يخط يفضا يرو منرp چون هر 

دهد و چون هر يبه ما مرا  X يتحت انتقال رو يايپا
. [16 ,2]نرم معادل است-݌ک يبا  يگوس-βنرم 
نرم ها p  ين مقاله ما روين ببعد در اين از ايبنابرا

 و‖‖X با نرم يخط يک فضايرا  Xم ويکنيتمرکز م
Y کيرا( , )pباناخ با  يفضا ( , )p نرم

Y‖‖و  K ميمدول تقس راY‖‖ در نظر  
ن ين که صراحتاَ اعلام شود). در ادامه ايم.(مگر ايريگيم

ده گاوروتا ي) را با بکار بردن ا۱,۱( معادله  يداريبخش پا
  م.يکنياثبات م [6]

  
f: د يفرض کن: ۳-۳فيتعر X Y تابع ک ي

هر  يبه ازا ݂ن صورت انحراف تابع يباشد در ا
,ݔ ݕ ∈  شود:يف ميتعر ريبه صورت ز ܺ

,ݔ)௛݂ܦ (ݕ = ݔ)݂ + (ݕ4
− ݔ)7݂ + (ݕ3
+ ݔ)21݂ + (ݕ2
− ݔ)35݂ + (ݕ
+ ݔ)21݂ − (ݕ
− ݔ)7݂ − (ݕ2
+ ݔ)݂ − (ݕ3
− (ݔ)35݂ −  (ݕ)5040݂

  

ن بخش يا يجه اصليکه نت  يداريه پاياثبات قض يبرا
 م داشت:ياز خواهين [21]ر از ياست به لم ز

  
} ديفرض کن: ۴-۳لم 1,1}j ک مقدار ثابت بوده ي
a, و  s 2 باa  : و   [0, )X  ک ي

1Lکيکه  يتابع باشد بقسم   با
( ) ( )j jsa x La x  وجود داشته باشد.اگر 

:f X Y هر  يبازا x X ک نگاشت صدق ي
  کننده در

( ) ( ) ( )s
Yf ax a f x x ‖ ‖  

  
F: ن يمع يکتايک نگاشت يباشد آنگاه  X Y   

xهر  يوجود خواهد داشت که بازا X:  
( ) ( ),sF ax a F x  

1( ) ( ) ( ).
|1 |Y s jf x F x x

a L  


‖ ‖  

) را ۱,۱(  يمعادله تابع يداري، ما پايبعدجه ينت در
 نرمدار يدرفضاها   م.يکنياثبات م يگاوس 

  
} د يفرض کن: ۵-۳هيقض 1,1}j  ک عدد ثابت ي

:و [0, )X X    د يريدر نظر بگ يرا تابع
1Lک يکه  يبقسم   شرطبا 

7(2 , 2 ) 2 ( , )j j jx y L x y     
  

f:ديوجود داشته باشد. فرض کن X Y ک ي
x, هر ينگاشت باشد که بازا y X ر يدر شرط ز 

  صدق کند:
)۱،۳      ( 

( , ) ( , )h YD f x y x y‖ ‖  
  

  مانند يکتاين يک نگاشت هفتين صورت يدر ا
ܺ:ܪ → ܻ    

ݔهر  يکه به ازا يدارد به طوروجود  ∈ ܺ :  
)۲،۳  (  

7

1( ) ( ) ( )
2 |1 |Y jf x H x x

L 


‖ ‖  
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  که در آن
21( ) : [28 ( , )

2520
x K x x

    
421 ( , )K x x  522 (2 , )K x x   

57 (3 , )K x x   
7 ( (4 , )K x x (0, 2 ))x

8

( (0,6 )
5040
K x  (6 , 6 ))x x   

4 928( )
5040 720

K K

    

( (0, 4 )x (4 , 4 ))x x   
6 6 928
240

K K K



 
  

( (0, 2 ) (2 , 2 ))x x x     
6

5 828 21 22( 720
5040 720 5040

)K K K
  


    

 
( (0, ) ( , ))x x x     

528 ( (0,3 ) (3 , 3 ))
720
K x x x



      

1309 ( (0,0)]
5040

K
  . 

  
0x با قرار دادن  اثبات: y    )بدست ۱,۱( در   

x هر يم که بازايآوريم X:  
)۳،۳  (  

    1(0) (0,0)
5040Yf  ‖ ‖ 

  
ضيبا تعو ,x yبا 0, x م داشت:ي) خواه۱,۳( در  

)۴،۳(  
(4 ) 7 (3 ) 21 (2 )f x f x f x ‖  

                 35 ( ) (0, )Yf x x ‖  
  

  يجابجائ ,x y با  ,x x ) دهديجه مينت  )۱,۳در :  
  

)۵،۳(  
( 3 ) 7 ( 2 ) 21 ( )f x f x f x    ‖  

     35 (0) 35 ( ) 21 (2 )f f x f x    
     7 (3 ) (4 )f x f x   
     5040 ( ) ( , )Yf x x x  ‖      

  
  م:يآوري) بدست م۵,۳( ) و ۴,۳( با استفاده از روابط 

)۶،۳(  
( ) ( ) Yf x f x ‖ ‖  

              ( (0, ) ( , ))
5040
K x x x     

  
  ينيگزيجا ,x y  با  4 ,x x  خواهد داد۱,۳( در (:   
)۷،۳(  

(8 ) 7 (7 ) 21 (6 ) 35 (5 )f x f x f x f x  ‖
 
            35 (4 ) 21 (3 ) 7 (2 )f x f x f x    
            5041 ( ) (4 , )Yf x x x ‖  

  
  ينيگزيوباره با جاد ,x y  با  0,2x ) ۱,۳در (

  :ميدار
)۸،۳(  

   

     
   

8 7 6 21 4

5075 2 35 0
21 ( 2 ) 7 ( 4 )

( 6 ) (0, 2 )Y

f x f x f x

f x f
f x f x

f x x

 

 

   

 

‖

‖

 

  
) ۶,۳و بکار بردن رابطه (  )۸,۳) و (۷,۳تفاضل روابط (

  شود:يجه مينت
)۹،۳( 

     7 7 27 6 35 5f x f x f x  ‖  

 21 4f x    21 3 5061 2f x f x   

   5041 35 0 Yf x f  ‖  
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2[ (4 , ) (0, 2 )]K x x x   
3

7 ( (0,6 ) (6 , 6 ))
2
K x x x      

4

( (0, 4 ) (4 , 4 ))
720
K x x x      

4

( (0, 2 ) (2 , 2 ))
240
K x x x      

  
 يگذاريحال با جا 3 ,x x  يبجا  ,x y   ۱,۳( در (

 م داشت:يخواه
)۱۰،۳(  

(7 ) 7 (6 ) 21 (5 ) 35 (4 )
35 (3 ) 21 (2 ) 5033 ( )

(0) (3 , )Y

f x f x f x f x
f x f x f x

f x x

  

  



‖

‖
 

و سپس اضافه  7) در۱۰,۳ن معادله(يبا ضرب طرف
  ) حاصل خواهد شد:۹,۳( جه آن به يکردن نت

)۱۱،۳(  
   
   

(22 6 112 5 224 4 )

224 3 4914 2

f x f x f x

f x f x

  

 

‖
 

   

3

4

5

5

 40272 42 0

7 (3 , )
[ (4 , ) (0,2 )]

( (0,6 ) (6 , 6 ))
5040

( (0, 4 ) (4 , 4 ))
720

( (0, 2 ) (2 , 2 ))
240

Yf x f

K x x
K x x x
K x x x

K x x x

K x x x











 

 

 

 

 

 

  

  

  

‖


 

  
ن کردنيگزيبا جا ,x y   با  2 ,x x ) و بکار ۱,۳( در   

 گردد:ي) حاصل م۶,۳(بردن 
)۱۲،۳(  

(6 ) 72 (5 ) 21 (4 )
35 (3 ) 35 (2 ) 5060 ( )
f x f x f x
f x f x f x

 
  
‖

 

2

7 (0) (2 , )

[ (0, ) ( , )]
5040

Yf K x x
K x x x



 



  

‖ 
 

  
و سپس استفاده از 22)در۱۲,۳ن معادله (يضرب طرف

  دهد:يجه مي) نت۱۱,۳( آن در 
)۱۳،۳(  

   21 5 119 4 2 (73 3 )f x f x f x  ‖  

     2842 2 75796 112 0 Yf x f x f   ‖
2 222 (2 , ) 7 (3 , )K x x K x x    

4 ( (4 , ) (0, 2 ))K x x x    
5

( (0,6 ) (6 , 6 ))
5040
K x x x      

6

( (0, 4 ) (4 , 4 ))
720
K x x x      

6

( (0, 2 ) (2 , 2 ))
240
K x x x      

322 ( (0, ) ( , ))
5040

K x x x


      

  
 ض يمجدداَ با تعو ,x y با  ,x x) و بکار ۱,۳در (

 م:يآوري) بدست م۶,۳( ينامساوبردن 
)۱۴،۳(  

     5 7 4 21 3f x f x f x ‖  

   34 2 5012 21 (0) Yf x f x f   ‖  
( , )K x x  

3

( (0, ) ( , ))
720
K x x x      

3

( (0,2 ) (2 , 2 ))
5040
K x x x      

  
جه آن يب نتيوترک  21) در ۱۴,۳( ازضرب هر دوطرف 

  م:ي) دار۱۳,۳( با رابطه 
)۱۵،۳(  

     28 4 168 3 2128 2f x f x f x  ‖  
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   181048 329 0 Yf x f  ‖  
2 321 ( , ) 22 (2 , )K x x K x x    

6

( (0,6 ) (6 , 6 ))
5040
K x x x      

37 (3 , )K x x   
5 ( (4 , ) (0, 2 )K x x x    

7

( (0, 4 ) (4 , 4 ))
720
K x x x      

4 7

( (0,2 ) (2 , 2 ))
240

K K x x x  


    

321 720
720

K



  

622 ( (0, ) ( , ))
5040

K x x x


      

  
  يجابجائ ,x y با  ,x x  يري) و بکارگ۱,۳( در 

 دهد:يجه مي) نت۶,۳( 
)۱۶،۳(  

     4 6 3 14 2f x f x f x ‖  

 5040 35 0)
( , )

( Yf x f
K x x

 


‖

 

2

( (0,4 ) (4 , 4 ))
5040
K x x x      

3

( (0,3 ) (3 , 3 ))
720
K x x x      

4

( (0,2 ) (2 , 2 )
240
K x x x      

4

( (0, ) ( , ))
5040
K x x x      

  
ضرب 28 ) که در ۱۶,۳) و (۱۵,۳با استفاده از روابط (
  م داشت:يدر آن خواه  )۶,۳شده و سپس اعمال (

7(2 ) 2 ( ) ( ) ( )Yf x f x x x X  ‖ ‖
 

  يکتايک نگاشت ي ۴-۳حال با توجه به لم 
:H X Y  

  که يوجود دارد به قسم
  7(2 ) 2 ( )H x H x  

  
ݔهر  يو به ازا ∈   شود:يجه مينت ܺ

)۱۷،۳(  

7

1( ) ( ) ( )
2 |1 |Y jf x H x x

L 


‖ ‖  

  
ن يک نگاشت هفتيH م ياست نشان ده يحال کاف
x, هر يبازا  )۱,۳( ن منظور از يا ياست. برا y Xو
n N ميدار: 

         7

(2 , 2 )
2

jn jn
h

jn
Y

D f x y  

72 (2 ,2 )jn jn jnx y  
7 72 (2 ) ( , )jn jn nL x y     

( , )nL x y  
  

n باقرار دادن شود ي، مشاهده مفوق يدر نامساو 
,ݔهر  يکه به ازا ݕ ∈ ,ݔ)ܪ௛ܦم يدار ܺ (ݕ = 0 .

 ن است.يضرورتاً هفت ܪن نگاشت يبنابرا
 باشند.يم ۵-۳ه يم قضيجه مستقير، نتيز يهاگزاره

  
 نرمدار يک فضاي ܺد يفرض کن: ۶-۳گزاره

 با يگاوس )کي Y و‖‖X نرم  , )p يفضا 
) باناخ با  , )p نرمY‖‖  ديباشند و فرض کن r و 

sمثبت با شرط ياعداد: 7r s 


   .باشند

f: اگر X Y هر يبه ازا,x y X  ک ي
  نگاشت صادق در شرط:

( , ) r s
h Y X XD f x y x y‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖  

  
نيهفت يکتايک نگاشت ين صورت يباشد درا

:H X Y هر يکه بازا يوجود دارد به قسم
x X: 

         ( ) ( ) Yf x H x‖ ‖  
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,
7

,
7

(0,7 )
2 2
2

(7 ,
2 2

,

, )

r s
X

r s
X

x

x


 




 

 



 


















 


‖ ‖

‖ ‖
 

  
  که در آن:

)۱۸،۳(  

2 4
,

1 4[28 (21 )
2520 180r s K K


 

      

5

7(2 22 3 7
240

7 7 23 2
180 60 2 0

(
4

)

r r

r rK


   



  
 

  

     
 

6 7

8 9

1 6) 4
180 5040

11 4 2) ( ) ]
2520 720 2

(

40

K K

K K




 

  

  

  

  
 

  
  نرمدار يک فضاي ܺد يفرض کن: ۷-۳گزاره

 

 با يگاوس )کي Y و‖‖X نرم  , )p يفضا 
) باناخ با  , )p نرمY‖‖  ديباشند و فرض کن r و 

s7مثبت با شرط  ياعداد 


باشد. اگر

:f X Y هر يبه ازا,x y Xک نگاشت ي
  صادق در شرط:

( , ) ( )h Y X XD f x y x y  ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  
  

H: ن يهفت يکتايک نگاشت يباشد آنگاه  X Y
xهر يکه بازا يدارد به قسموجود  X: 

( ) ( ) Yf x H x‖ ‖  

7

7

(0,7 )
2 2
2 (7 , )
2

,

,
2

X

X

x

x


 




 

 



 



   
  

 

‖ ‖

‖ ‖
 

  
   که در آن:

)۱۹،۳( 
2

4

5

6

7

8 9

1 [2 28 (2 21
2520

43 ) ((2 1)22
180

7 7(3 1)7 3 3 3
240 180

1 28 3(3 2 )
240 180

6(1 2 4 ) (3
5040

11 4 23 ) (3 3 ) ]
2520 720 240

)

K

K

K

K

K

K K

 
 


 



 
  

 




 


 



  

  

    

  

   


 

   

  

 

  
 نرمدار يک فضاي ܺد يفرض کن: ۸-۳گزاره

 با يگاوس )کي Y و‖‖X نرم  , )p يفضا 
) باناخ با  , )p نرمY‖‖  ݎد يباشند و فرض کن,  ߠ

:مثبت با شرط ياعداد sو   7r s 



    باشند

f:اگر X Y هر يبه ازا,x y X ک نگاشت ي
  صادق در شرط:

( , ) (

)
h Y X

r s
X X X

D f x y x

y x y







 

‖ ‖ ‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖


 

  
H:نيهفت يکتايک نگاشت يباشد آنگاه  X Y  

xهر يکه بازا يوجود دارد به قسم X:  
            ( ) ( ) Yf x H x‖ ‖  

,
7

,
7

( )
(0,7 )

2 2
2 ( )

(7 , )
2 2

r s
X

r s
X

x

x

 
 


 

 

 



 




 
  

    

‖ ‖

‖ ‖

 
r,که درآن  sو ۱۹,۳(و) ۱۸,۳(ب در روابط يبه ترت (

  اند.ف شدهيتعر
ها مشابه گرفته شده است. اثبات [8] ر از يده مثال زيا

  قت نشان يم. در حقيال کردهيما آن را تکم ياست ول
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7م که فرض يدهيم 


  در حالت 

1p   کنديکار نم  .  
  

f: د يفرض کن: ۹-۳مثال R Rف شده يتعر

x هر  يبرا R  14به صورت
0

(4 )( )
2

n

n
n

xf x 



 

R: باشد که تابع  R  ر در نظر گرفته يبه شکل ز  
  شده است:

7 | | 1
( )

1 | | 1
x x

x
x


 

 


 

  

به  f است که  يهيبد
14

14

2
2 1

 کراندار است. اگر  
7 7| | | | 0x y  ا ي . 7 7 14| | | | 2x y   در

  ن صورت:يا
)۲۰،۳( 

14

14

2| ( , ) | 5168
2 1hD f x y 


 

28
7 7

14

25168 (| | | | )
2 1

x y 


 

  
7 و اگر  7 14| | | | 2x y   ک عدد ين صورت يدر ا

  که: يوجود دارد به قسمk  يح نامنفيصح
)۲۱،۳(  

14( 2) 7 7 14( 1)2 | | | | 2k kx y       
  

  کند:يجاب ميا) ۲۱,۳( رابطه 
 14 7 14 14 7 142 | | 2 ,2 | | 2x y    

  
  و تمام اعداد

4 ( 4 ), 4 ( 3 ),n nx y x y   
4 ( 2 ), 4 ( ),n nx y x y   
4 ( ),4 ( 2 ),n nx y x y   
4 ( 3 ),4 , 4n n nx y x y  

  

,0,1 هر  يبه ازا , 1n k به( 1,1) تعلق 
,0,1 هر ين به ازاياشند. بنابراب داشته , 1n k :  

(4 ( 4 )) 7 (4 ( 3 ))n nx y x y     
21 (4 ( 2 ))n x y   
35 (4 ( )) 21 (4 ( ))n nx y x y      
7 (4 ( 2 ))n x y   

(4 ( 3 )) 35 (4 )n nx y x     
5040 (4 ) 0n y   

  
 م داشت:يخواه  fفيبا استفاده از تعر

14| ( , ) | | {2 (4 ( 4 ))n
h

n k
D f x y x y






   

14

14

14

14

14

14

7 2 (4 ( 3 ))
21 2 (4 ( 2 ))
35 2 (4 ( ))
21 2 (4 ( ))
7 2 (4 ( 2 ))
2 (4 ( 3 ))

n

n

n

n

n

n

x y
x y
x y
x y
x y

x y

























  

  

  

  

  

 

 

14

14

35 2 (4 )
5040 2 (4 )} |

n

n

x
y









 

 
 

14

14(1 )
14

14

2 | (4 ( 4 ))

7 (4 ( 3 ))
21 (4 ( 2 ))
35 (4 ( ))
21 (4 ( ))
7 (4 ( 2 ))

(4 ( 3 ))
35 (4 ) 5040 (4 ) |

25168 2 5168
2 1

n

n k
n

n

n

n

n

n

n n

k
n

n k

x y

x y
x y
x y
x y
x y
x y
x y















 











 

 

 

 

 

 

 

 

 






 

  
  جه ينت) ۲۱,۳(  يبا استفاده از روابط فوق و نامساو
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x, هر  يم که بازايريگيم y R:  
)۲۲،۳(  

42
7 7

14

2( , ) | 5168 (| | | | )
2 1hD f x y x y 


 

1pاگر ۶-۳حال در گزاره      آنگاه نشان
7  يبه ازا) ۱,۱(  يم معادله تابعيدهيم  دار يپا
 ک عدديد ين ادعا فرض کنيست؟ بر خلاف اين

[0, )b   نيک تابع هفتيو:H R R   وجود
xهر  يکه به ازا يداشته باشند به طور R  

7| ( ) ( ) | | |f x H x b x   
  

a ک عدد ي [10]جه بنا به يدر نت R  وجود دارد که
rهر  يبه ازا Q  ، 7( )H r arين به ازاي. بنابرا 

r  هر Qم داشت:يخواه    
)۲۳،۳(  

| ( ) | (| | ) | |f r a b r                
  

mديفرض کن N باشدکه:       يطور  
 | |1m a b    

,0) در بازه  يايک عدد گوي0rاگر  4 )m ن يباشد در ا
,0,1هر  يصورت به ازا ,n m  ميدار 

04 (0,1)n r 0 ن يچن يجه برايدر نتrيجه مينت يا 
  شود:

0
0 14

0

(4 )( )
2

n

n
n

rf r 




7

0
14

0

(4 )
2

nm

n
n

r


  

           7 7
0 0( 1) (| | )m r a b r     

  
باطل و در ن فرض خلف يتناقض دارد بنابرا) ۲۳,۳( که با 

  جه حکم برقرار است.ينت
  
  يريجه گينت - ۴

از مرتبه  يمعادله تابع يکل يهامقاله ما جواب 	نيدر ا
ن نوع معادله يا يداريم و سپس پايان را بدست آوردهيهفت
 يدارين ما پايم. همچنياقرار داده يرا مورد بررس يتابع

 يدر فضاها ين نوع معادله تابعيا ياولام را برا-رزيها
  م.ياثابت کرده يگاوس-ߚباناخ 

  
  يسپاسگزار

ل هستند که از زحمات داوران و ناظران يسندگان ماينو
ق مقاله و ارائه نظرات يناشناس در خصوص مطالعه دق

و تشکر  يدشان که به بهبود مقاله کمک کرده قدردانيمف
سندگان توسط دانشگاه آزاد ينو يکنند. کار پژوهش

  شود.يم يبانيقات پشتيواحد علوم و تحق ياسلام
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