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 ۱۰/۱۱/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۲۲/۰۸/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 
  چکيده

 يرخطيه غيو مقدار اول يجواب مسائل مقدار مرز يشده را برااصلاح  يهمگرا يليتم تحليک الگوريسندگان ين مقاله، نويدر ا
ک يه ين روش براساس تعبينامند. اينه مير پارامتر بهييکنند و بطور خلاصه روش تغير پارامتر ارائه مييبه واسطه روش تغ

  ا يمه يرخطيغل يفرانسيمعادلات د يبيتقر يهاجواب ييهمگرا يبرا يت محاسباتيک مزي، يک عملگر کمکيپارامتر و 
  رد.يگيز مورد بحث قرار ميات آن نييافته مذ کور نشان داده شده و جزيتوسعه  ييکند. همگرايم

خطا  يسازممينيشود که تحت ميدر نظر گرفته م ينه پارامتر کمکيانتخاب مقدار به يک روش مناسب براين، يعلاوه بر ا
 - همچون مساله استورم يکيزيمسائل ف ي، با اجرا رويشنهاديتم پيورباشد. موثر بودن روش و دقت الگيدامنه مساله م يرو
بدست آمده بوضوح  يهاو شکل يج عدديشود. نتاينشان داده م يک کوانتوميو مساله نوسانگر هارمون يريل، مساله ايوويل

  .کنديآن را منعکس م ييتم و همگرايدقت الگور
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  مقدمه. ۱
مانند  يو عدد يليک و روش تحلين تکنيچند

ل يروش تبد ،]۶-۳[يروش اختلال هموتوپ ،]۲و۱[اختلال
، ]۱۳-۱۰[انيه آدومي، روش تجز]۷-۹[ليفرانسيد

، ]۱۵-۲۰[راتييوش تکرار تغ، ر]۱۴[يان چند جملهياسپلا
حل مسائل مقدار  يبرا ]۲۱و۲۲[نيگالرک - نکيروش س

و علوم  يک، مهندسيزيات، فياضيه در ريو اول يمرز
  ن ياند. متاسفانه همه ابکار گرفته شده يکاربرد
اد کار يهستند. از جمله مقدار ز يصينقا يها داراتميالگور

، فرض محدود يي، همگراي، محاسبات طولانيمحاسبات
ج يان، نتايآدوم يهاياپارامتر کوچک، محاسبه چند جمله

ن يمساله. لذا ا يکيزيت فيموارد ماه يبرخ يواگرا و حت
  ستند. يها بعضا قابل اتکا و اعتماد نروش

حل  ير پارامتر را براييسندگان روش تغينو ]۲۳-۲۵[در 
متنوع استفاده  يکيزيل با ساختار فيفرانسيمعادلات د

ها و ر پارامتر از روشييملاحظه کردندکه روش تغکردند و 
تم يار بهتر است. الگوريذکر شده بس يهاتميالگور

 ، گسستهيسازيچ خطيها را بدون هجواب يشنهاديپ
ات محدود و فارغ از محاسبه چند ي، اختلال، فرضيساز

ج به دست آمده از يابد. نتاييان ميآدوم يهاياجمله
 راًياخ قابل اعتمادند. کاملاً يشنهاديتم (روش) پيالگور

ت يروش را با موفق ]۲۹-۲۶[ن و همکاران يالد يمح
معادلات هلمولتز و بوساسنک بکار گرفتند و نشان  يبرا

ار قابل اعتماد و ين مسائل بسيحل ا يدادند که روش برا
  دوار کننده است.يام

که مقدار  يک پارامتر کمکينه ير پارامتر بهييدر روش تغ
ن کرد بکار گرفته ييتع يتوان به سادگيرا م نه آنيبه
را در  يک پارامتر کمکي ]۳۳[ ينيو حس يشود. قانعيم

بدست آوردن جواب  يرات، برايتم تکرار تغيالگور
ک يجه گرفتند که يمعادلات موج و گرمادرج کردند و نت

م يکنترل و تنظ يک روش ساده براي يپارامتر کمک
ه يک ناحيدر  يبيتقر ) جوابييه همگراي(ناح ييهمگرا

از روش تکرار  ]۳۴[ و حسن يکند. سماريم ايبزرگ مه
   ينيش بيپ يبرا يک پارامتر کمکيرات همراه ييتغ

 ير خطيغ يمسائل مقدار مرز يچند گانه يهاجواب
 ل شدند. ينا يبزرگ يهاتياستفاده کردند و به موفق

تم يک الگورينه، قبل از ساختن ير پارامتر بهييدر روش تغ
 طي، تمام شرايبيبدست آوردن جواب تقر يبرا يتکرار

م. يريگيک معادله انتگرال بکار ميجاد يا يرا برا يمرز
اصلاح شده که  يتم تکراريک الگوريب ين ترتيبه ا

که يم، در حاليکنيجاد ميست را اين نيب نامعيشامل ضرا
ن يستند. اينگونه نيا يقبل يتکرار يهااکثر روش

م يکنترل و تنظ يک روش مناسب براي، ديتم جديالگور
  ا يدامنه مساله مه يرو يبيجواب تقر ييه همگرايناح

آن  يافته، توانايتم توسعه ين الگوريا يت اصليکند. مزيم
 يوسته رويپ يبياطلاعات بهتر جواب تقر ا کردنيدر مه

مانده،  يتم اصلاح شده، خطايدر الگور دامنه مساله است.
ف يتعر ينه از پارامتر کمکير بهک مقدايانتخاب  يبرا
  شود.يم
  
  بيان روش  .۲
معادلات  ينه براير پارامتر بهييان مفهوم روش تغيب يبرا
  يل، فرم کليفرانسيد

(ݐ)݂ܮ + (ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ + (ݐ)݃ = 0     )۱(  
݂(ܽ) = ,ߙ ݂(ܾ) = )۲(                            ,ߚ  

  
 ܴ، يعملگر خط نماد ܮم که در آن يريگيرا در نظر م

عملگر  ܰاست،  ܮاز مرتبه کمتر از  ينماد عملگر خط
  است. ير خطيجمله غ ݃دهد و يرا نشان م ير خطيغ
) همراه کرده و ۱را با معادله ( ߢ يک پارامتر کمکي

  م:يکنيم يسير بازنويمعادله را به فرم ز
(ݐ)݂ܪ = (ݐ)݂ܪ + (ݐ)݂ܮ൫ߢ + (ݐ)݂ܴ +
(ݐ)݂ܰ + )൯                                         )۳(ݐ)݃  

  
ب يمناسب باضر يهر عملگر مشتق خط ܪکه در آن 

نجا يباشد. در ايک ميمشتق مرتبه بالاتر از 
ܪ = ܮ = ௗ

ௗ௧మ
) ۱ن معادله (يم. بنابرايريگيدر نظر م 

  بصورت 
(ݐ)݂ܮ = (ݐ)݂ܮ + (ݐ)݂ܮ൫ߢ + (ݐ)݂ܴ +
(ݐ)݂ܰ + )൯                                         )۴(ݐ)݃  

  ا بطور خلاصهي
(ݐ)݂ܮ = )۵(                                         (ݐ)݂ܩ  
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 ]۳۷- ۳۵و۲۸[ ر پارامترييشود. طبق روش تغ ينوشته م
  ) بصورت ۵( يک جواب براي

௖݂(ݐ) = ܿଵ + ܿଶ۶(                                      ݐ(  
  

  است. قابل ارائه
و  (ݐ)ଵݑب با توابع ي) به ترت۶را در ( ଶܿو  ଵܿ يهاثابت

  م:يب دارين ترتيم. بديکنين ميگزيجا (ݐ)ଶݑ
	 ௣݂(ݐ) = (ݐ)ଵݑ ଵ݂(ݐ) + (ݐ)ଶݑ ଶ݂(ݐ)          )۷(  

  
(ݐ)ଵ݂آن  درکه  = (ݐ)ଶ݂و  1 = و  (ݐ)ଵݑ. توابع ݐ

 ند:يآير بدست ميز بصورت (ݐ)ଶݑ
(ݐ)ଵݑ = ∫ ௐభ

ௐ
௧,ߟ݀

଴   
(ݐ)ଶݑ = ∫ ௐమ

ௐ
௧ߟ݀

଴                                    )۸(  
  

  يعنياست،  ଶ݂و  ଵ݂ن توابعيرونسک ܹکه در آن 

ܹ = ฬ ଵ݂(ݐ) ଶ݂(ݐ)
ଵ݂′(ݐ) ଶ݂′(ݐ)

ฬ = 1,			                   )۹(  

  و

	 ଵܹ = ฬ
0 ଶ݂(ݐ)

(ݐ)݂ܩ ଶ݂′(ݐ)
ฬ =      )۱۰( (ݐ)݂ܩݐ−

ଶܹ = ฬ ଵ݂(ݐ) 0
ଵ݂′(ݐ) ฬ(ݐ)݂ܩ = )۱۱(          .(ݐ)݂ܩ  

  
  شود:يجه مينت) ۸(در  ଶܹو  ܹ،ଵܹريبا قرار دادن مقاد

(ݐ)ଵݑ = −∫ ௧,ߟ݀(ߟ)݂ܩߟ
଴ (ݐ)ଶݑ =

∫ ௧,ߟ݀(ߟ)݂ܩ
଴                                            )۱۲(  

  ن،يبنابرا
(ݐ)݂	 = ௖݂(ݐ) + ௣݂(ݐ) = ܿଵ + ܿଶݐ +
∫ ݐ) − ௧ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ
଴                                  )۱۳(  

  
ݐبا قرار دادن  = ݐو  ܽ = ) بدست ۱۳در معادله ( ܾ

  :ميآوريم
ܿଵ = ߙ − ఈିఉ

௔ି௕
− ∫ (ܽ − ௔,ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ

଴   
+ ௔

௔ି௕
− ∫ (ܽ − ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ −௔

଴

∫ (ܾ − ௕ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ
଴ ,  

  و
ܿଶ =

ఈିఉ
௔ି௕

− + ଵ
௔ି௕

− ∫ (ܽ −௔
଴

ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ − ∫ (ܾ − ௕ߟ݀(ߟ)݂ܩ(ߟ
଴ .  

جه ي) نت۱۳در معادله ( ଶܿو  ଵܿر ياکنون با قرار دادن مقاد
 شود: يم

(ݐ)݂ = ߙ − ܽ ቀఈିఉ
௔ି௕

ቁ + ݐ ቀఈିఉ
௔ି௕

ቁ+∫ ݐ) −௧
଴

(ݐ)݂ܮ}(ߟ + (ݐ)݂ܮ൫ߢ + (ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ +
  ߟ݀{൯(ݐ)݃
+(௔ି௧

௔ି௕
− 1) ∫ (ܽ − (ݐ)݂ܮ}(ߟ +௔

଴
(ݐ)݂ܮ൫ߢ + (ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ +   ߟ݀{൯(ݐ)݃
+ ௧ି௔

௔ି௕ ∫ (ܾ − (ݐ)݂ܮ൛(ߟ + (ݐ)݂ܮ൫ߢ +௕
଴

(ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ + )۱۴(                 .ߟ൯ൟ݀(ݐ)݃  
  

  ل مشخص يذ ي) بصورت تکرار۱۴( جواب ياجزا
  شوند:يم

଴݂(ݐ) = ߙ − ܽ ቀఈିఉ
௔ି௕

ቁ + ݐ ቀఈିఉ
௔ି௕

ቁ           )۱۵(  

ଵ݂(ݐ, (ߢ = ∫ ݐ) − ܮ}(ߟ ଴݂(ݐ) +
௧
଴

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ߟ݀{൯(ݐ)݃
+(௔ି௧

௔ି௕
− 1) ∫ (ܽ − ܮ}(ߟ ଴݂(ݐ) +

௔
଴

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ߟ݀{൯(ݐ)݃
+ ௧ି௔

௔ି௕ ∫ (ܾ − ܮ൛(ߟ ଴݂(ݐ) + ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) +
௕
଴

ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) + )۱۶(              .ߟ൯ൟ݀(ݐ)݃  
  

݊ يو برا ≥ 1  
௡݂ାଵ(ݐ, (ߢ = ∫ ݐ) − ܮ}(ߟ ௡݂(ߟ, (ߢ +

௧
଴

ܮ൫ߢ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܴ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܰ ௡݂(ߟ, (ߢ +
ߟ݀{൯(ݐ)݃ + ቀ௔ି௧

௔ି௕
− 1ቁ∫ (ܽ −௔

଴
ܮ}(ߟ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܮ൫ߢ ௡݂(ߟ, (ߢ +
ܴ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܰ ௡݂(ߟ, (ߢ + )۱۷(      ߟ݀{൯(ݐ)݃  
+ ௧ି௔

௔ି௕ ∫ (ܾ − ܮ൛(ߟ ௡݂(ߟ, (ߢ +
௕
଴

ܮ൫ߢ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܴ ௡݂(ߟ, (ߢ + ܰ ௡݂(ߟ, (ߢ +
  	.ߟ൯ൟ݀(ݐ)݃

 
  . تحليل و آناليز همگرايي۳

 رييروش تغ يين بخش در خصوص همگرايدر ا
ن يم. قبل از ورود به ايکنينه شده بحث ميبه يپارامترها

 باشد. يم يمبحث ذکر چند نکته ضرور
ر ياز فرم معادله ز ييدر سرتاسر بخش همگرا :۱نکته 

  شود:ياستفاده م
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(ݐ)݂ܪ = (ݐ)݂ܪ + (ݐ)݂ܮ൫ߢ + (ݐ)݂ܴ +
(ݐ)݂ܰ + )൯                                       )۱۸(ݐ)݃  

  
   يبيجواب تقر :۲نکته 

௡݂ାଵ(ݐ, (ߢ = ଴݂(ݐ) + ∑ ௜݂(ݐ, ௡(ߢ
௜ୀ଴ ,  )۱۹(     

  
م يکنترل و تنظ ياست که برا ߢ يشامل پارامتر کمک

نه آن يشود و مقدار بهياستفاده م يبيجواب تقر ييهمگرا
  ن ييتع مانده يخطا ۲نرم  يمم سازينيبا م

   ]۳۹و ۳۸و ۳۳[ شود.يم
) مناسب ۱۵ف شده در (يتعر ܪد يفرض کن :۳نکته 

,ݐ)ߣد ين فرض کنيباشد. همچن باشد که به  يبيضر (ߟ
ن صورت، ين شده است. در ايين تعيک رونسکيکمک تکن

  وسته باشد، آنگاهيلبرت پيه يدر فضا(ݐ)݂ اگر 
(ݐ)ଵ݂ିܪ		 = ∫ ,ݐ)ߣ ௧(ߟ

଴ )۲۰(       .ߟ݀(ߟ)݂  
  

 م:يدار )۱۷( بر دو طرف رابطه ܪر عملگر يبا تاث
(ݐ)ଵ݂ିܪܪ = ∫ܪ ,ݐ)ߣ ௧(ߟ

଴   ߟ݀(ߟ)݂
= )۲۱(                                                     (ݐ)݂  

  
,ݐ)௡݂ାଵو  (ݐ)଴݂د يفرض کن .۱هيقض  يدر فضا (ߢ

 ين صورت، اگربرايف شده باشند. در ايتعر ۶لبرت يه
0 < ߛ < ߢ، 1 ≠   که يموجود باشد بطور 0

‖ ଵ݂(ݐ, ‖(ߢ ≤ ‖ߛ ଴݂(ݐ)‖, ‖ ௡݂ାଵ(ݐ, ‖(ߢ ≤
‖ߛ ௡݂(ݐ, ݊				,‖(ߢ = 1,2, …                      )۲۲(  

  
  جواب يآنگاه سر

(ݐ)݂ = ଴݂(ݐ) + ∑ ௜݂(ݐ, ஶ(ߢ
௜ୀ଴                  )۲۳(  

  
 .همگراست

  جواب يسر يمجموع جزئ ௡ୀଵஶ{௡ܾ}دنباله اثبات:
,ݐ)௡ܨ (ߢ = ଴݂(ݐ) + ∑ ௜݂(ݐ, ௡(ߢ

௜ୀଵ ,  
  را بصورت

ܾ଴ = ଴݂(ݐ), ܾଵ = ଴݂(ݐ) + ଵ݂(ݐ, ௡ܾ(ߢ =
଴݂(ݐ) + ଵ݂(ݐ, (ߢ +⋯++ ௡݂(ݐ, )۲۴(        ,(ߢ  

  
 يدر فضا ௡ୀଵஶ{௡ܾ}م يکنيم. ثابت ميريگيدر نظر م

  م:ياست. دار يک دنباله کوشي ۶لبرت يه

‖ܾ௡ାଵ − ܾ௡‖ = ‖ ௡݂ାଵ(ݐ, ‖(ߢ ≤
‖ߛ ௡݂(ݐ, ‖(ߢ ≤ ‖ଶߛ ௡݂ିଵ(ݐ,   ‖(ߢ
≤ ⋯ ≤ ‖௡ାଵߛ ଴݂(ݐ)‖                             )۲۵(  

  
݊هر  يبرا ≥   م:يدار ݅

‖ܾ௡ − ܾ௜‖ = ‖(ܾ௡ − ܾ௡ିଵ) + (ܾ௡ିଵ −
ܾ௡ିଶ) + ⋯+ (ܾ௜ାଵ − ܾ௜)‖  
≤ ‖(ܾ௡ − ܾ௡ିଵ‖ + ‖(ܾ௡ିଵ − ܾ௡ିଶ‖ +
⋯+ ‖(ܾ௜ାଵ − ܾ௜‖  
≤ ‖௡ߛ ଴݂(ݐ)‖ + ‖௡ିଵߛ ଴݂(ݐ)‖ +⋯+
‖௜ାଵߛ ଴݂(ݐ)‖  
= 				ଵିఊ೙ష೔

ଵିఊ
‖௜ାଵߛ ଴݂(ݐ)‖                         )۲۶(  

  
0از آنجا که  < ߛ <   م:يدار 1

,
lim 0n in i

b b


                                       )۲۷(  

  
 يکوش ۶لبرت يه يدر فضا ௡ୀଵஶ{௡ܾ}ن دنباله يبنابرا

) همگراست و حکم ثابت ۲۳( جواب يجه سرياست. در نت
  شود.يم

 
) هر عملگر ۲۴ف شده در (يتعرܪ	ديفرض کن .۲هيقض

  مناسب باشد. اگر يخط(مشتق)  يليفرانسيد
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) ۱( يق از مساله غبر خطيک جواب دقي (ݐ)݂آنگاه 
  است.
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 م:يدار )۲۸( بر دو طرف رابطه ܪرعملگر يبا تاث
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  )۱۶(بر دو طرف رابطه  ܪلگر ر عميبا تاث

ܪ ଵ݂(ݐ, (ߢ = ∫ܪ ݐ) − ܪ}(ߟ ଴݂(ݐ) +
௧
଴

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ߟ݀{൯(ݐ)݃
(ݐ)ℎଵܪ+ ∫ (ܽ − ܪ}(ߟ ଴݂(ݐ) +

௔
଴

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ߟ݀{൯(ݐ)݃
(ݐ)ℎଶܪ+ ∫ (ܾ − ܪ൛(ߟ ଴݂(ݐ) +

௕
଴

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   .ߟ൯ൟ݀(ݐ)݃
  

  که در آن
ℎଵ(ݐ) = ቀ௔ି௧

௔ି௕
− 1ቁ,								ℎଶ(ݐ) =

௧ି௔
௔ି௕

.  
  

  دهد:يجه مينت ۳اکنون نکته 
ܪ ଵ݂(ݐ, (ߢ = ܪ ଴݂(ݐ) + ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) +
ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ൯(ݐ)݃
= ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ) +   ൯(ݐ)݃

݆ يبرا) ۱۶( بطور مشابه از =   م:يآوريبدست م 1
ܪ ଶ݂(ݐ, (ߢ = ܪ ଵ݂(ݐ, (ߢ + ܮ൫ߢ ଵ݂(ݐ, (ߢ +
ܴ ଵ݂(ݐ, (ߢ + ܰ ଵ݂(ݐ,   ൯(ߢ
]ܪ ଶ݂(ݐ, (ߢ − ଵ݂(ݐ, [(ߢ = ܮ൫ߢ ଵ݂(ݐ, (ߢ +
ܴ ଵ݂(ݐ, (ߢ + ܰ ଵ݂(ݐ,   ,൯(ߢ

  
݆ يو برا ≥   م:يدار 2

]ܪ ௝݂ାଵ(ݐ, (ߢ − ௝݂(ݐ, [(ߢ = ߢ ቀܮ ௝݂(ݐ, (ߢ +

ܴ ௝݂(ݐ, (ߢ + ܰ ௝݂(ݐ,   .ቁ(ߢ
  

  م:يآوريجه بدست ميدر نت
ܪ ଵ݂(ݐ, (ߢ + ]ܪ ଶ݂(ݐ, (ߢ − ଵ݂(ݐ, [(ߢ +
∑ ]ܪ ௝݂ାଵ(ݐ, ஶ(ߢ
௝ୀଶ − ௝݂(ݐ, [(ߢ =  

ܮ൫ߢ ଴݂(ݐ) + ܴ ଴݂(ݐ) + ܰ ଴݂(ݐ)൯ + 
∑}ߢ ܮ) ௝݂(ݐ, ஶ(ߢ

௝ୀଵ + ܴ ௝݂(ݐ, (ߢ +
ܰ ௝݂(ݐ,   {((ߢ
= )ܮ]ߢ ଴݂(ݐ) + ∑ ௝݂(ݐ, ஶ((ߢ

௝ୀଵ +
ܴ( ଴݂(ݐ) + ∑ ௝݂(ݐ, ஶ((ߢ

௝ୀଵ +ܰ( ଴݂(ݐ) +  
∑ ௝݂(ݐ, ஶ((ߢ
		௝ୀଵ + (ݐ)݃ = (ݐ)݂ܮ൫ߢ +

(ݐ)݂ܴ +   .൯(ݐ)݂ܰ
  نيبنابرا

ܪ ଵ݂(ݐ, (ߢ + ∑ ]ܪ ௝݂ାଵ(ݐ, ஶ(ߢ
௝ୀଵ −

௝݂(ݐ, [(ߢ =  
(ݐ)݂ܮ)ߢ + (ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ + )۳۴(    .((ݐ)݃  

  
  م:يدار )۳۴(و  )۳۳(از 

(ݐ)݂ܮ)ߢ + (ݐ)݂ܴ + (ݐ)݂ܰ + ((ݐ)݃ = 0.  
  

ߢاز آنجا که  ≠   شود که يملاحظه م 0
(ݐ)݂ = ଴݂(ݐ) + ∑ ௡݂(ݐ, ஶ,(ߢ

௡ୀଵ   
  

است و اثبات کامل  )۱(ل يفرانسيق معادله ديجواب دق
  شود.يم
  

ک جواب ي) به ۲۸جواب ( يد سريفرض کن .۳هيقض
) همگراست. اگر ۱(يرخطيل غيفرانسيق از معادله ديدق
   يسر

ே݂(ݐ) = ଴݂(ݐ) + ∑ ௡݂(ݐ, ஶ,(ߢ
௡ୀଵ   

  
 استفاده شود، آنگاه حداکثر يبيک جواب تقريبه عنوان 

  خطا بصورت
(ݐ)݂‖ − ே݂(ݐ)‖

ଵ
ଵିఊ

‖ேାଵߛ ଴݂(ݐ)‖,  
  

  شود.ين زده ميتخم
݊هر  ي، برا۱ه ياز قض اثبات: ≥   م:يدار ܰ

‖ܾ௡ − ܾே‖
ଵିఊ೙షಿ

ଵିఊ
‖ேାଵߛ ଴݂(ݐ)‖.  

  
݊ يوقت → ௡ܾ آنگاه ∞ →  ي. لذا برا(ݐ)݂

0 < ߛ <   م:يريگيجه مينت 1
(ݐ)݂‖ − ே݂(ݐ)‖

ଵ
ଵିఊ

‖ேାଵߛ ଴݂(ݐ)‖,  
  

  شود.يو اثبات کامل م
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ک روش ي ]۴۰[ گرانياو و دي، لياز نظر تئورتبصره: 
افتن ي يمانده را برايباق يمربع ينه به نام حداقل خطايبه

ف شده معادله يه تعرينه در ناحيبه يپارامتر کنترل
)د يد. فرض کنشنهاد دادنيل پيفرانسيد )hيخطا 

  مانده باشد:يباق يمربع

 2( ) [ ( )] ,nh N u t d
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                     )۳۵(  

  که

0
( ) ( ).

M

M i
i

u t u t


  

  
 يخطريغ يبا معادله جبرh ينه پارامتر کمکيمقدار به

  د.يآير به دست ميز

( ) 0.d h
dh

   

ف يه تعريمانده را در ناحيباق يمربع يدر ابن مقاله خطا
  به کار M) از مرتبه۱ل (يفرانسيمعادله د يشده برا

  م يبريم
  
  کاربردها. ۴

بدست  ينه را براير پارامتر بهييدر اين بخش، روش تغ
همچون مساله نوسان  يمسائل يآوردن جواب عدد

ل و يوويمساله استورم ل ،يک کوانتوميکانک ميهارمون
بريم. تمام محاسبات و نمودارها به يبه کار م يريمساله ا

  .کمک نرم افزار متمتيکا محاسبه شده است
 

  ) معادله يري(مساله ا .۱مثال 
( ) ( ) 0u x x u x                                 )۳۶(  

  يط مرزيبا شرا
(0)ݑ = (1)ݑ									,1− = 0			                 )۳۷(  

  قيو با جواب دق
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 ۲ان شده در بخش يرا در نظر بگيريد. با توجه به روش ب

0uه يو شرط اول x-1ي، و به کمک فرمول تکرار 
  م داشت:ي) خواه۱۷(
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ب جواب معادله يبا در نظر گرفتن چهار جمله اول، تقر
  ) برابر است با:۳۶ل (يفرانسيد
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1با در نظر گرفتن ين مربعات، براي، روش کمتر 

1.0م يآوري، به دست مkمحاسبه  9k 485 در .
با روش  ۴ب تا مرتبه يتقر يبرا k يمنحن ۱شکل 

  ش داده شده است.ينمانه ير پارامتر بهييتغ
 يبرا يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۲در شکل 

  ش داده شده است.ينما ۱مثال 
 يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۱در جدول 

  آورده شده است. xر مختلف يو مقاد ۱مثال  يبرا

)۳۹(  
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  ۱مثال ۴براي تقريب تا مرتبه kمنحني .۱شکل 

  
  

  .۱مقايسه بين جواب دقيق و جواب تقريبي براي مثال .۲شکل 

  
  

  .۱قيق و جواب تقريبي براي مثالمقايسه بين جواب د .۱جدول 
  x  يبيجواب تقر  قيجواب دق  مطلق يخطا

0  1.0  1.0  0.0  
0.000117627  -0.785165  -0.785283  0.2  
0.0000690335  -0.576333  -0.576402  0.4  
0.00005928  -0.376461  -0.376402  0.6  

0.0000990116  -0.185382  -0.185283  0.8  
0.0  0.0  0.0  1.0  

 
) يومکوانت يکيک مکانينوسانگر هارمون (مساله .۲مثال 
  معادله 

 2( ) ( ) 0u x u x x                      )۴۰(  
  

  يط مرزيبا شرا
(0) -1, (1) 0u  u                              )۴۱(  

  
  قيو با جواب دق
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0,1, 2,....,n 

   
)که )nH xت و يهرم يهاياچندجملهnAيهاثابت 

نرمال شده هستند را در نظر بگيريد. با توجه به روش 
0uه يو شرط اول ۲ان شده در بخش يب x-1 و به ،  
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ب جواب معادله يبا در نظر گرفتن چهار جمله اول، تقر
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)۴۳(  

  
1با در نظر گرفتن ين مربعات، براي، روش کمتر 

0.951547kم يآوري، به دست مkمحاسبه    .
با روش  ۴ب تا مرتبه يتقر يبرا k يمنحن ۳در شکل 

  ش داده شده است.ينه نماير پارامتر بهييتغ
 يبرا يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۴در شکل 

  .ش داده شده استينما ۲مثال 
 يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۲در جدول 

  آورده شده است. xر مختلف يو مقاد ۲مثال  يبرا
  

  
  ۲ مثال۴براي تقريب تا مرتبه kمنحني. ۳شکل
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  ۲مقايسه بين جواب دقيق و جواب تقريبي براي مثال .۴شکل

  
  

  ۲ مقايسه بين جواب دقيق و جواب تقريبي براي مثال .۲جدول
  x  جواب تقريبي  جواب دقيق  خطاي مطلق

0  1.0  1.0  0.0  
0.000894872  -0.84436  -0.843465  0.2  
0.00170196  -0.656531  -0.654829  0.4  
0.00166749  -0.446665  -0.444997  0.6  
0.000956076  -0.22516  -0.224204  0.8  

. 10-179 71445146547012  -0.112703  -0.112217  1.0  
 

  ل) معادله يووي(مساله استورم ل .۳مثال
( ) ( ) 0u x u x      )۴۴           (                 

  يط مرزيبا شرا
(0)ݑ = (1)ݑ									,1− = 0 )۴۵   (                  

  
  قيو با جواب دق

     ( , ) cot sin cos ,u x x x     
   

 ۲ان شده در بخش يرا در نظر بگيريد. با توجه به روش ب
0uه يو شرط اول x-1ي، و به کمک فرمول تکرار 
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ب جواب معادله يبا در نظر گرفتن چهار جمله اول، تقر
  ) برابر است با:۴۴ل (يفرانسيد
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1با در نظر گرفتن يات، بران مربعي، روش کمتر 

1.0م يآور ي، به دست مkمحاسبه  9k 690 در .
با روش  ۴ب تا مرتبه يتقر يبرا k يمنحن ۵شکل 

  ش داده شده است.ينما نهير پارامتر بهييتغ
 يبرا يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۶در شکل 

  ش داده شده است.يمان ۳مثال 
 يبيق و جواب تقرين جواب دقيسه بيمقا ۳در جدول 

  آورده شده است. xر مختلف يو مقاد ۳مثال  يبرا
  

  .۳ مثال۴براي تقريب تا مرتبه kمنحني. ۵شکل

 
  

  ۳ مقايسه بين جواب دقيق و جواب تقريبي براي مثال. ۶شکل

  

)۴۷(  
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  ۳ مقايسه بين جواب دقيق و جواب تقريبي براي مثال .۳جدول 
  x  يبيجواب تقر  قيجواب دق  مطلق يخطا

0  1.0  1.0  0.0  
0.000297528  -0.852502  -0.8528  0.2  
0.000618358  -0.671018  -0.6704  0.4  
0.00118286  -0.462783  -0.4616  0.6  
0.000897663  -0.236098  -0.2352  0.8  

10-175.55112  -0.118642  -0.11815  1.0  
 

  يريگجهينت. ۵
 يبينه، حل تقرير پارامتر بهيين مقاله با روش تغيا در

و مساله نوسانگر  يريل، مساله ايوويل -مساله استورم
محاسبه  يرا به روش عدد يک کوانتوميهارمون

بدست آمده بوضوح  يهاو شکل يج عدديم.نتاينمود
ن ياز ا .کند يآن را منعکس م ييتم و همگرايدقت الگور

 يبيآوردن جواب تقربه دست  يتوان برايروش م
، معادلات ييل با مشتقات جزيفرانسيمعادلات د

ل يفرانسيد- ل انتگرال و دستگاه معادلات انتگراليفرانسيد
  استفاده کرد. 
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