
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۷ زييپا، پانزدهم، شماره چهارمسال 

  X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

هاي سازاي مجموعه امکان توليد با  پيدا کردن ابرصفحه
  بازده به مقياس متغير به روش بردارهاي مستقل خطي

  
  

  *۲فهيخل مال يمحسن رستم، ۱يملک ينادر رفعت

 
 

  ، ايرانقات، تهرانيواحد علوم و تحقگروه رياضي، دانشگاه آزاد اسلامي،    )۲و ۱(
  
  
  
 

 
 ۲۱/۰۶/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:      ۰۳/۰۳/۹۷تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
مجموعه امکان توليد  PPS شود که در آن ها تعريف مي ها و خروجي ز ورودياي ابه عنوان يک سيستم از مجموعه

ها  ها را توليد کنند. در تحليل پوششي داده توانند خروجي ها مي ورودي DEA هاي سازا (تعريف کننده) و  شناسايي ابرصفحه
توانند کارايي  وجود دارند که مي DEAهاي در  باشد. هر چند مدل بسيار مهم مي PPSهاي سازاي قوي به خصوص ابرصفحه

گيرنده   يک واحد تصميم DMU توانند مرز کارايي مجموعه امکان توليد را به طور کامل مشخص  را تعيين کنند، اما نمي
اي، نرخ حاشيه جايگزيني، تحليل حساسيت،  هاي حاشيه اي، نرخ هاي حاشيه هاي سازا براي بحث نمايند. از مفهوم ابرصفحه

 يک روش جديد براي تعيين توان استفاده کرد. در اين مقاله، ها ميDMUبازده به مقياس و به خصوص محاسبه کارايي
DMU هاي سازاي قوي هاي کاراي قوي (پاراتوکارا) و ابرصفحهPPS با بازده به مقياس متغيرکه شاملDMU  تحت

شامل PPSهاي سازاي قوي شود. همچنين با استفاده از روش ارائه شده، بردار نرمال ابرصفحه ارزيابي باشد، ارائه مي
DMU شوند. براي نشان دادن توانايي روش پيشنهادي، دو  ين ميپاراتو کاراي تحت ارزيابي و در نتيجه معادلات آنها تعي

  شود. اجرا مي GAMSمثال عددي ارائه شده است. روش ارائه شده به راحتي با استفاده از نرم افزارهاي موجود مانند 
  

  .تو کاراگيرنده، مجموعه امکان توليد، ابرصفحه سازاي قوي، پارا ها، واحدتصميم تحليل پوششي داده هاي کليدي: واژه
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  مقدمه. ۱
ها  تحليل پوششي داده DEA  يک روش غيرپارامتري

اي از  گيري کارايي نسبي مجموعه است که براي اندازه
ها) از آن استفاده  DMUگيرنده ( واحدهاي تصميم

شود. براي اندازه گيري کارايي نسبي واحدهاي  مي
 CCR هاي پوششي توان از مدل مي گيرنده تصميم

با ماهيت ورودي يا با ماهيت خروجي يا از   BCCيا
] البته ۲و۱هاي مضربي متناظر آنها استفاده کرد. [ مدل
ها وجود  هاي ديگري نيز در تحليل پوششي داده مدل

توان با استفاده از آنها کارايي نسبي واحدهاي  دارند که مي
  ] ۴تصميم گيرنده را اندازه گرفت. [

هاي استاندارد تحليل پوششي  مسأله اصلي در مدل
ها، وجود مرزهاي کارايي ضعيف است. اين مرزها با  داده

هاي صفر براي عوامل ورودي و خروجي  اتخاذ وزن
شوند. اين امر به دليل ساختار جبراني بودن   مشخص مي

ها است. بدين معني که براي فراهم ساختن  اين مدل
هاي عوامل،  حد تحت ارزيابي، وزنبهترين شرايط براي وا

شوند که نقاط ضعف واحد توسط  اي تعيين مي به گونه
نقاط قوت آن پوشيده شود. اين امر باعث کم رنگ شدن 

ارزيابي و حتي حذف آنها با  تأثير برخي از عوامل در
هاي موجود در  شود. چون مدل گرفتن وزن صفر مي
ريزي خطي با  ها، مسائل برنامه تحليل پوششي داده

هاي  ستند، از اين رو، ممکن است جوابساختار خاص ه
بهين دگرين زيادي وجود داشته باشد. بنابراين، تعيين 

هايي که  هاي سازا يا به عبارت ديگر، ابرصفحه ابرصفحه
  نمايد.     متناظر با مرز کارايي قوي هستند، لازم مي

براي اولين بار اين مشکل در مقاله چارنز، کوپر و رودز در 
 ۱۹۹۶]. يو و همکاران در سال ۱شد [بيان  ۱۹۷۸سال 

خواص ساختاري مرزهاي کارايي مجموعه امکان توليد 
 PPS  را در مدلDEA  .تعميم يافته بررسي نمودند

گيرنده واقع بر   هاي تصميم به کمک روش آنها، تمام واحد
شود. بدين ترتيب  روي يک ابرصفحه مشخص مي

هاي کاراي تحليل  صفحهتوان تحليلي روي ابر مي
  ]۳ها ارائه نمود. [ پوششي داده

الگوريتمي را براي  ۲۰۰۷جهانشاهلو و همکاران در سال 
هاي تعريف کننده قوي مجموعه امکان  يافتن ابرصفحه

توليد ارائه دادند. هر چند روش آنها يک روش رياضي 

هاي تعيين شده در  صفحه محض بود ولي به کمک ابر
ن تمام اعضاي مجموعه  مرجع يک توا اين روش، مي

]. روش متفاوت ۵گيرنده را مشخص نمود. [ واحد تصميم
ارائه  ۲۰۰۹در جهانشاهلو، شيرزادي و ميردهقان در سال 

اي با  گرديد که درآن مقاله با ارائه يک الگوريتم سه گامه
هاي  ابرصفحه BCCحل مدل جمعي و مدل مضربي 
وري و ]. اميرتيم۶کاراي قوي مشخص شدند. [

هاي تعريف  تمام ابرصفحه ۲۰۱۲کردرستمي در سال 
گيرنده  کننده مستقل خطي نافذ از يک واحد تصميم

خاص را پيدا نمودند. بدين منظور، آنها متناظر با هر واحد 
کارا، يک واحد ناکاراي آشفته تعريف نمودند و با حل 

ها  ريزي خطي، اين ابرصفحه مساله برنامه m+sحداکثر 
]. زهره بنديان يک دستگاه خطي از ۷نمودند [را مشخص 

ها ارائه دادند که با استفاده از نقاط راسي آن  محدوديت
) را تعيين نمودند  هاي سازاي ( قوي و ضعيف ابرصفحه

تمام  ۲۰۱۸زاده در سال  ]. رفعتي، رستمي و حسين۱۱[
هاي سازاي قوي مجموعه امکان توليد با بازده  ابرصفحه

ا با استفاده از بردارهاي مستقل خطي به مقياس ثابت ر
هاي  ]. تمامي کارهاي معرفي شده، با مدل۱۲يافتند[

ها نيز وجود دارند که  اند. برخي از روش شعاعي انجام شده
استفاده  SBMالخصوص  علي شعاعي، هاي غير از مدل

) ۲۰۱۳)، آپاريسيو و پاستور (۲۰۱۰ازجمله: تون ( اند. ( کرده
  ].۸ ,۹ ,۱۰)). [۲۰۱۵و هادي وينچه (

در اين مقاله، مدلي با تعريف يک پايه آغازين از بردارهاي 
شود. با حل اين مدل يک بردار  مستقل خطي پيشنهاد مي

وزن مثبت که عمود بر بردارهاي پايه است، بدست 
آيد. جواب بهين حاصل از مدل بر تمامي   مي

پاراتو  DMUشامل  PPSهاي سازاي قوي ابرصفحه
اين رو، مرز کاراي  کاراي تحت ارزيابي، عمود است. از

شود. علاوه بر اين   قوي مجموعه امکان توليد تعيين مي
هاي سازاي قوي  بردارهاي نرمال و معادلات ابرصفحه

PPS شوند. مشخص مي  
  
  هاي سازا و ابرصفحه BCC. مدل ۲

DMUj تصميم گيرنده   واحد   (j = 1,..., n)مولفه  
 (i = 1,..., m) ijx  فرض کنيد بتواندn  هريک باm 

yمولفه خروجي  sورودي (r = 1,..., s)  را توليد
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ها به صورت زير  DMUمتناظر با اين  PPSنمايد.
  شود.تعريف مي
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توسط بنکر، چارنز و کوپر  ۱۹۸۴که در سال  BCC مدل

 شود. ساخته ميVT مطرح شد به صورت زير از روي 
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ipxکه در آن، mi ,,1  و sr ,,1  

rpy هاي  ها و خروجي به ترتيب وروديpDMU 
 BCCفرم پوششي مدل  تحت ارزيابي هستند. اين مدل،

) به صورت زير ۲دوآل متناظر مدل ( شود. ناميده مي
  باشد مي
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  ، متناظر با ضرايب )۳هاي بهين مدل ( وابج

  

  هاي تکيه کننده مجموعه امکان توليد است. اين  ابرصفحه
  

  شوند. ها با معادلات زير مشخص مي ابرصفحه
* * *
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iv هستند.۳هاي بهين مدل ( جواب ،که ( 
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*1فرض کنيد اگر

0
*  uYU p
T  و مقادير تمام

کاراي قوي  DMUP ، آنگاهضرايب غير صفر باشند
شود و قسمتي از مرز کاراي قوي با اين ضرايب  ناميده مي

هاي سازاي  ابرصفحه ،ها فحه. اين ابرصشود ساخته مي
*1شوند. اگر  قوي ناميده مي

0
*  uYU p
T  و در

) مقادير بعضي ضرايب ۳هاي بهين مدل ( برخي جواب
کاراي ضعيف ناميده  DMUPبرابر با صفر باشند، آنگاه 

کاراي ضعيف ازهاي  ها ابرصفحه اين وزن شود. مي
PPS مرز کارايي مجموعه امکان کنند.  را مشخص مي

توليد، مجموعه تمام نقاط (حقيقي يا مجازي) با مقدار 
  کارايي يک است.

  
  هاي سازاي قوي . مدلي براي تعيين ابرصفحه۳

مجموعه امکان همان طوري که در بخش قبلي بيان شد 
 VTاي به صورت  مجموعه BCC، متناظر به مدل توليد

است و  smيک مجموعه با بعد ،عهاست. اين مجمو
هاي  نيز مجموعه PPSهاي تشکيل دهنده مرز  ابرصفحه

اي  DMUاگر  ،باشند. بنابراين بعدي مي 1smبا 
1با بعد  VTروي وجهي از  sm  قرار گيرد، آنگاه

قرار  VTهاي سازاي  از ابرصفحهروي يکي  DMUاين 
) ۳هاي سازا از حل مدل ( گيرد. معادلات اين ابرصفحه مي

 آيند. ) به دست مي۴و با استفاده از رابطه (
هاي  مجموعه، VTهاي سازاي  چون ابرصفحه

1 sm 1باشند، بنابراين  بعدي مي sm  بردار
 VTهاي مستقل خطي را روي هر يک از ابرصفحه

گيريم که اين بردارها بر بردار نرمال آن  طوري در نظر مي
کنيم اين بردارها به  باشد. فرض مي عمود ،ابرصفحه سازا

dصورت  , d , hباشند. كه در آن 1
xd  بردارm -

hاي و مولفه
yd  بردارs- اسکالر و  ۱اي و عدد  مولفه

d , d , اي  مولفه-)m+s+۱نيز يک بردار ( 1
هاي سازاي  است. با در نظر گرفتن بردار نرمال ابرصفحه

VT صورت به *
0

** ,, uUV TT
  و شرط عمود بودن دو  
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  خواهيم داشت: بردار
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هاي  روي يکي از ابرصفحه DMUفرض كنيد يك 

دانيم روي هر يك از  واقع باشد. مي VTسازاي 
ين اين شمار بردار وجود دارد. از ب هاي سازا، بي صفحه ابر

1بي شمار بردار، sm بردار را روي ابرصفحه  
تحت ارزيابي است،  DMUکه شامل  VTسازاي از

1كنيم كه اولاً  طوري انتخاب مي sm  بردار
انتخاب شده مستقل خطي باشند و ثانياً اين بردارها بر 

  ازا، عمود باشد.بردار نرمال ابرصفحه س
1دهيم همواره،  در ادامه نشان مي sm  بردار روي
که در دو شرط فوق صدق کند و  VTابرصفحه سازاي 

کاراي تحت ارزيابي باشد، وجود    پاراتو DMUشامل 
بردار  ,هاي کاراي قوي DMU  دارد. حال براي تعيين
 DMU هاي سازاي شامل صفحهنرمال و معادلات ابر

کاراي قوي تحت ارزيابي، مدل زير پيشنهاد  هاي
 شود.  مي
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ريزي  ) يک مساله برنامه۶شود مدل (  مشاهده مي

  غيرخطي است.
تضمين  )b-۶) و (a-۶هاي ( )، محدوديت۶در مدل (

VT كنند كه حركت در فضاي مي   باشد. محدوديت 
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ام - aکه اولين عدد يک در مولفه   ma ,,1 و  

b

oaa
b u

uvt 
  در مولفه(m+b) - ام

  sb ,,1   و دومين عدد يک در مولفه
)m+s+1(-بردار صفر  ها بردار قرار دارد و بقيه مولفه ام

  باشند.  مي
hبا توجه به تعريف 

abDهاي ممکن براي  ، تمام حالت
h انتخاب بردار

abD 0، با فرضuva 
  ma ,...,1 برابر باsm .حالت خواهد بود 
hحالت بردار ساخته شده sm حال از بين

abD ،
1sm ) ۶بردار مستقل خطي را انتخاب و در مدل( 

  دهيم. مساله حاصل را براي هر يک از قرار مي
DMUع هدف مقدار تاب از کنيم و هاي داده شده حل مي

کارا)  و جواب بهين به دست آمده کاراي قوي ( پاراتو
تحت ارزيابي را مشخص  DMUبودن يا نبودن 

تحت ارزيابي پاراتو کارا  DMUکنيم. در صورتي که  مي
هاي  باشد، در آن صورت بردار نرمال و معادلات ابرصفحه

پاراتو کارا تحت ارزيابي روي  DMUسازاي قوي را که 
  کنيم. يين ميآن واقع است، تع

 
a اگر بازاي هر :۱قضيه ma ,...1 ،0uva  

اي تعريف  مولفه-)1smبردار ( smآنگاه از بين
بردار مستقل  1smتوان  )، مي۷( به صورت شده

  رد.خطي انتخاب ک
 

1بردار ( smبا استفاده از برهان:  sm( -
را که يک ماتريس D ) ماتريس۷اي حاصل از ( مولفه

   1m s m s     است به صورت زير تشکيل
 دهيم. مي

11 1 21 2
h h h h h

s s msD D D D D D      )۸(  
  

 با قرار دادن:

b

oaa
b u

uvt 
   sbma ,,1,,,1     

  
 توان به صورت زير نوشت: را مي Dماتريس 
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 حال کافي است نشان دهيم.
 

  1Rank D m s                            )۹(  
 

 گيريم. هاي زير را در نظر مي ) حالت۹براي اثبات (
  

 D ، آنگاه ماتريس1sو 1mاگرحالت اول: 
است و در اين حالت درستي حکم  13 يک ماتريس

  ) بديهي است.۹(
  

، آنگاه با توجه به 2sو 1mاگرحالت دوم: 
1اينکه در اين حالت  smsm يعني در ،

حاصل همواره تعداد سطرها دو تا بيشتر از  Dماتريس 
يکي از سطرهاي اول  هاست. بنابراين با حذف تعداد ستون

، D سطر دلخواه از بقيه سطرهاي ماتريسيا آخر و يک 
دترمينال ماتريس باقيمانده که 

   11  smsm  است، مخالف صفر
شود و در نتيجه  مي  1 smDRank  و

  ) در اين حالت نيز صادق است.۹حکم (
  

، آنگاه با توجه به 1sو 2mاگر حالت سوم:
1اينکه در اين حالت نيز smsm  و در ماتريس

D  حاصل همواره تعداد سطرها دو تا بيشتر از تعداد
ام -iبه عنوان سطر  iRهاي آن است، با فرض  ستون

  همواره داريم: ،Dماتريس 

01
1

 

 sm

m

i
i RR  
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بنابراين  1 smDRank ) ۹درستي حکم (

 .صادق است
  

آنگاه، 2sو  2mاگر حالت چهارم: 
  1 smDRank  زيرا، با توجه به اينکه

 حاصل داريم:  Dدر ماتريس

0122

2

1

 

 RR
i

i  

 و

  
 

 
2

1

2

1
20 0

i j
jjii RuRuv  

  
 است.) بديهي ۹بنابراين درستي حکم (

  
mگر حالت پنجم:  > 푠و  2 > ، آنگاه با توجه 2

+mبه اينکه در اين حالت  푠 + 1 < 푚 × 푠 و 
   smsmDRank  ,min و چون  

01
1

 

 sm

m

i
i RR  

  و

  
 

 
m
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j
jmjii RuRuv

1 1
0 .0  

  
بنابراين بديهي است.   smDRank   و
  1 smDRank.  در نتيجه رتبه ماتريس

D 1تواند برابر با  حداکثر مي sm   باشد. براي
اثبات اينکه   1 smDRank،  يک ماتريس

جديد    11  smsm  مانندD  را از
  م.سازي به صورت زير مي Dروي ماتريس 

 hshh
m

hhh DDDDDD 1121312111 ,,,,,,,   
  

1و smو با حذف سطرهاي  sm  از ماتريس  
  

فوق، ماتريس حاصل را که يک ماتريس 
   11  smsm است، به عنوان ماتريس

D 0دهيم  مي گيريم. حال نشان در نظر ميD. 
  داريم:
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)، ۶. (زيرا، باتوجه به مدل (0Dواضح است 

(푈∗, 푉∗) > 0uvaو بنابه فرض قضيه  		0  
  ma ,...,1 .و اثبات قضيه تمام است ،(  

را از روي  Dتوان ماتريس در اثبات قضيه فوق، مي
 به طرق مختلف انتخاب کرد. D ماتريس

 
푎،0uvaبه ازاي هر : ۲قضيه    ma ,...,1 از ،
sm  بردار 1 sm- اي تعريف شده  مولفه

  يابد. تا بردار کاهش مي 1s)، ۷در (
 

hبا توجه به تعريف بردارهاي  برهان:
abD ) واضح ۷در (

ام و -푎هاي  است که تنها مولفه 1 sm- ام برابر
  باشند. ها برابر با صفر مي با يک و بقيه مولفه

sbD h
ab ,...,1

1
0

0

0

1

0



















































 
hتا از بردارهاي تعريف شده  sو چون 

abD 
(bϵ{1, … , s})  باهم مساويند و يک بردار در نظر

sشود. لذا  گرفته مي − بردار  smبردار از تعداد  	1
  يابد. ) کاهش مي۷تعريف شده به صورت (

  
 اي وجود داشته باشد   푎اگر تنها يک : ۳قضيه 

 



 

 ۵۹                                             هاي سازاي مجموعه امکان توليد با بازده به مقياس متغير به روش بردارهاي مستقل خطي پيدا کردن ابرصفحه
 

   

0uva    ma ,...,1 آنگاه تعداد بردارهاي ،
 1 sm-۷اي تعريف شده در ( مولفه ،(
푚+ 푠 −   اند. است و همواره نيز مستقل خطيت 1

  
ها  av چون تعدادبرهان:   ma ,...,1 ،m  تا

باشد و بقيه برابر  مي 0uاست و تنها يکي از آنها مخالف 
، 푎) به ازاي هر ۲بنا به قضيه (هستند و  0uبا 

0uva    ma ,...,1،s − تا بردار از  	1
يابد،  ) کاهش مي۷تعداد بردارهاي تعريف شده در (

بنابراين تعداد بردارهاي  1 sm-       اي تعريف  مولفه
  شود با:) برابر مي۷شده در (

    111  smsmsm . 
  

1و براي اثبات مستقل خطي بودن  sm  بردار
)۱+m+s(-ماتريس اي موجود، مولفه D را به صورت

   سازيم. زير مي
اگر ماتريس    11  smsm  را به
  ظر بگيريم.صورت زير در ن

 hash
ba

h
ba

h
a

h
ba

h
b

h
mb

h
ab DDDDDDDD  1,1,1,11 

  
bmو با حذف سطرهاي  (bϵ{1, … , s})و 

1 sm  از ماتريس فوق، ماتريس حاصل را که
 ماتريس يک   11  smsm  است به عنوان

  فرض کنيم، آنگاه Dماتريس 

  1

1 1 1...

s
a o

b b s

v u
D

u u u u



 


 


 

 sbma ,,1,,1    
  

0uvaو با توجه به فرض قضيه که    و بنا به مدل
,∗푈)) که ۶( 푉∗) > و در  0Dواضح است  ،0

푚نتيجه  + 푠 − بردار موجود مستقل خطي  1
  کند.باشند. اين اثبات قضيه را کامل مي مي

اي را    DMUه متناظر به يک توجه داشته باشيد اگر مسأل
آيد، حل نمايم و در جواب  ) به دست مي۶که از مدل (

푎 ،0uvaبهينه آن به ازاي هر     ma ,...,1 

00اي وجود داشته باشد  bو حداقل يک   uub 
(bϵ{1,… , s})آنگاه به جاي بردارهاي ،h

abD 
توان از بين بردارهاي  مي 1 sm-اي  مولفه
h
abZ شوند،  که به صورت زير تعريف مي푚 + 푠 −
 بردار مستقل خطي را انتخاب نمود. 1

0

0

0

1

1

a
b

h
a b

l

Z

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 











                          )۱۰(  

  
bmهاي  که در آن مولفه  (bϵ{1,… , s}) و   

1 sm  برابر با عدد يک و مولفه푎- ام

  ma ,...,1  برابر با
a

ba
b v

uul 0
  و بقيه

 باشند. عناصر بردار برابر با صفر مي
+푚با درنظر گرفتن حالات ممکنه در انتخاب  푠 − 1 

)، ۶بردار مستقل خطي و قرار دادن آنها در مدل (
هاي سازاي قوي  اي نرمال و معادلات ابرصفحهبرداره

مجموعه امکان توليد با بازده به مقياس متغير که شامل 
DMU هاي کاراي قوي تحت ارزيابي هستند، تعيين

  شوند. مي
هاي سازاي مجموعه امکان توليد  فرآيند يافتن ابرصفحه

با بازده به مقياس متغير به روش بردارهاي مستقل خطي 
  صورت الگوريتم زير در نظر گرفت. توان به را مي

گيرنده موجود در  هاي تصميم فرض کنيد{انديس واحد
pps {I=  وn  تعداد اعضاي مجموعهI  وH  مجموعه

باشد. قرار  PPSهاي سازاي  معادلات ابرصفحه
 .Hدهيم  مي

۱- 푚+ 푠 −  )۷بردار مستقل خطي را از رابطه ( 1
  دهيم. ) قرار مي۶تعيين و در مدل (

حل  Iiرا به ازاي  )۶(مساله حاصل از مدل  -۲
  کنيم. مي
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*1اگر  -۳
0

*  uYUZ i
T رويم و  مي ۴، به گام  

iIIدهيم  در غير اين صورت قرار مي   و به گام
  رويم. مي ۵
بردار نرمال از جواب بهين به دست آمده،  -۴

 *
0

** ,, uUV TT
) معادله ۴را تشکيل و از رابطه (
پارتو کاراي  DMUiرا که شامل  iHابرصفحه سازاي 

تحت ارزيابي است به صورت 
0*

0
**  uYUXV i
T

i
T نويسيم و آن را به  مي

دهيم  کنيم. قرار مياضافه مي Hمجموعه 
iII .  

رويم، در غير اين صورت  مي ۲، به گام Iاگر  -۵
  يابد. الگوريتم پايان مي

Hهاي سازاي شامل  ، مجموعه تمام معادلات ابر صفحه
DMU هاي پاراتو کاراي تحت ارزيابيPPSباشد. مي  

هاي مجموعه امکان توليد مورد DMUچون تمامي 
هاي پارتو کاراي DMUگيرند، لذا تمامي  ميارزيابي قرار 

PPS هاي نرمال و معادلات تمامي  و در نتيجه بردار
هاي پارتو کاراي DMUهاي سازاي شامل  ابرصفحه

  تحت ارزيابي تعيين مي شوند. 
اطلاعات مربوط به بار محاسباتي روش پيشنهادي در اين 

] در جدول زير ۵,۶[هاي ارائه شده در  مقاله و روش
  خلاصه شده است.

ن در نظر گرفتن )، بدو۱تعداد قيود در هر مدل جدول (
  هاي کاراي DMUتعداد  Lقيود علامت محاسبه شده و 

  

  باشد. مي ]۵[قوي در 
] براي ۵,۶[هاي ارائه شده در  )، روش۱با توجه به جدول (

هاي  هاي کاراي قوي و معادلات ابرصفحهDMUتعيين 
، جمعي، پوششيبايد سه نوع مدل ( PPSسازاي قوي 

بار حل شود. يعني  براي  nحداکثر مضربي) هر کدام 
هاي  هاي کاراي قوي و معادلات ابرصفحهDMUتعيين 

بار مساله بايستي حل  n۳حداکثر PPSسازاي قوي 
باشند. اما  اي مي ها نيز به صورت چند مرحله شود. روش

هاي DMUبراي تعيين  ،در روش پيشنهادي اين مقاله
 PPSهاي سازاي  برصفحهکاراي قوي و معادلات ا

هاي پاراتو کاراي تحت ارزيابي، تنها کافي DMUشامل 
+푚است  푠 −   ) ۷بردار مستقل خطي را از رابطه ( 1

)، مساله ۶( ار دادن آنها در مدل پيشنهاديتعيين و با قر
شود در  بار حل کنيم. ملاحظه مي nحاصل را حداکثر 

هاي کاراي DMUي تعيين روش پيشنهادي مقاله، برا
شامل  PPSهاي سازاي  قوي و معادلات ابرصفحه

DMU هاي پاراتو کاراي تحت ارزيابي مساله کمتري
  اي نيست. شود و روش نيز به صورت چند مرحله حل مي

  
  هاي عددي . مثال۴

  E ,D ,C ,B , Aگيرنده  پنج واحد تصميم: ۱- ۴مثال 
) در نظر بگيريد ۱) و شکل (۲ل (هاي جدو را با داده

]۵,۶,۷.[  

  ها ) مقايسه روش۱جدول (
روش ارائه شده در 

  منبع
هاي به کار برده شده در هر  مدل

  روش
  تعداد قيود
  هر مدل

هاي هر  تعداد متغير
  مدل

هاي هر  تعداد تکرار
  مدل

]۵[  

1  مدل پوششي sm  1n  n  بار  
1  مدل جمعي sm  nsm    حداکثرn بار  

1n  1  مدل مضربي sm  




1

1

L

t
t  

]۶[  

1  مدل پوششي sm  1n   حداکثرn بار  
1  مدل جمعي sm  nsm    حداکثرn بار  

1n  1  مدل مضربي sm  
  به تعداد رويه

  بار) n(حداکثر 
روش ارائه شده دراين 

  )۶مدل پيشنهادي (  مقاله  13  nsm  nsm    حداکثرn بار  
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  ۱ -۴هاي مثال ) داده۲جدول (
  
  
  
  

  
  ۱-۴هاي مثال  ) داده۱شکل (

                                                                                                   푦  

  
  

به صورت  ]۵,۶,۷[هاي سازاي قوي حاصل از  ابرصفحه
  باشند. زير مي

H ∶ 	y − 2x = −1	,			H ∶ 		y − x = 1 
  

푚چون  = 푠و  1 = 푚	پس ، 1 + 푠 − 1 = 1 
) به صورت ۱۰را با توجه به (푍		مستقل خطي  بردار

  کنيم. زير انتخاب مي

푍 =
푑
푑
1

=

푢 + 푢
푣
1
1

 

  
푙	يا با فرض  =   ، داريم:		


















1
1

1
1

1
11

l
Z  

  
푍		 با قرار دادن بردار )، هر يک از ۶در مدل ( 
  ) را با فرض۲گيرنده جدول ( واحدهاي تصميم

۰۰۱/۰  ۰۰۱/۰و1 دهيم  مورد ارزيابي قرار مي
) آورده ۳که نتايج حاصل تا هفت رقم اعشار در جدول (

  شده است.
شود  ) ملاحظه مي۳از نتايج بدست آمده در جدول (

퐷푀푈 باشند و  پاراتو کارا مي DMUCو  DMUBو  	
با بازده به  PPSهاي سازاي قوي روي ابرصفحه

 D ,Cگيرنده ر حاصل از پنج واحد تصميممقياس متغيي
,B,A  وE   قرار دارند. با توجه به ستونDMUA  در

)، بردار نرمال ابرصفحه سازاي قوي شامل ۳جدول (
DMU  هايDMUA و DMUB  به صورت زير به دست

  آيد. مي
(−푣 	, u 	, u ) = 
(−1/0000000, 0/5000000, 0/5000000) 

  
)، معادله ۴نرمال بدست آمده و رابطه ( با توجه به بردار

هاي پاراتوکاراي   DMUابرصفحه سازاي قوي شامل
퐷푀푈   باشد.به صورت زير مي DMUBو  	

12  xy  

DMU  A B C D E 
Input  ۲ ۳  ۳ ۴ ۵ 

Output ۱ ۳ ۲ ۳ ۴ 
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نشان داده شده در  1Hکه همان ابرصفحه سازاي قوي 
  ) است.۱شکل (

هاي مربوط به  در نظر گرفتن ستون به طور مشابه، با
DMUC و DMUB،  معادله ابرصفحه سازاي قوي شامل
DMU  هاي پاراتوکارايDMUC و DMUB  به صورت

  آيد.  زير به دست مي
1 xy  

  
نشان داده شده در  2Hکه همان ابرصفحه سازاي قوي 

  باشد. ) مي۱شکل (
) ۳در جدول (  DMUEو  DMUD هاي  از نتايج ستون

 DMUE و DMUDهاي   DMUشود که ملاحظه مي
  باشند. کاراي قوي (پاراتوکارا) نمي

با مقايسه نتايج حاصل از مدل پيشنهادي در اين مقاله با 
بينيم که نتايج مدل  مي] ۵, ۶ ,۷نتايج به دست آمده از [

رضايي و همکاران  پيشنهادي دقيقا همان نتايج حاصل از
]. هچنين اميرتيموري و ۶]. جهانشاهلو و همکاران [۵[

  باشد. مي ]۷همکاران [
  

نشان داد  DMUيک سيستم از شش: ۲- ۴مثال 
) را در نظر ۴هاي جدول ( ) با داده۲شکل ( شده در
  بگيريد.

푠و  2mچون  = +푚پس ، 1 푠 − 1 =  دو. 	2
퐷	بردار مستقل خطي  ) به ۷را با توجه به ( 퐷		و	

  .کنيم صورت زير انتخاب مي

퐷 =

⎝

⎜
⎛
푑
푑
푑
1 ⎠

⎟
⎞
=

⎝

⎜
⎛

1
0

푣 − 푢
푢
1 ⎠

⎟
⎞ 

퐷 =

⎝

⎜
⎛
푑
푑
푑
1 ⎠

⎟
⎞
=

⎝

⎜
⎛

0
1

푣 − 푢
푢
1 ⎠

⎟
⎞ 

  
푡با فرض  = 						(푎 =   :داريم (1,2

퐷 =

1
0
푡
1

     ,    퐷 =

0
1
푡
1

 

  
)، هر يک ۶در مدل ( 퐷و  퐷با قرار دادن بردارهاي
  ) را با فرض۴گيرنده جدول ( از واحدهاي تصميم

۰۰۱/۰  ۰۰۰۱/۰و=ε = ε  مورد ارزيابي قرار
) ۵ول (گرفته و نتايج حاصل تا هفت رقم اعشار در جد

  آورده شده است.

  
  ۱-۴هاي مثال  ) براي داده۶) نتايج حاصل از مدل (۳جدول (

  
  
  
  
  
  
  

  
  ۲-۴هاي مثال  ) داده۴جدول (

DMU A B C D E F 
Input1 ۱ ۳ ۵ ۵ ۶ ۱۰ 
Input2 ۴ ۲ ۱ ۵ ۳ ۳ 
Output ۵ ۴ ۶ ۹ ۳ ۱۰ 

 DMUA DMUB DMUC DMUD DMUE 
푧 ۰۰۰۰۰۰۰/۱ ۰۰۰۰۰۰۰/۱ ۰۰۰۰۰۰۰/۱ ۶۶۶۶۶۶۷/۰ ۳۰۰۰۰۰۰/۰ 
u  ۵۰۰۰۰۰۰۰/۰  ۵۰۰۰۰۰۰/۰-  ۲۵۰۰۰۰۰/۰-  ۱۳۲۷۳۳۳/۰-  ۱۰۰۰۰۰۰/۰  
u  ۵۰۰۰۰۰۰۰/۰ ۵۰۰۰۰۰۰/۰ ۲۵۰۰۰۰۰/۰ ۲۶۶۴۶۶۷/۰ ۱۰۰۰۰۰۰/۰ 
v  ۰۰۰۰۰۰۰/۱ ۵۰۰۰۰۰۰/۰ ۲۵۰۰۰۰۰/۰ ۳۳۳۳۳۳۳/۰ ۲۰۰۰۰۰۰/۰ 
푙  ۰۰۰۰۰۰۰/۱ ۰۰۰۰۰۰۰/۰ ۰۰۰۰۰۰۰/۰ ۴۰۱۲۰۰۰/۰ ۰۰۰۰۰۰۰/۱ 
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  ۲-۴هاي مثال ) داده۲شکل (
  

  
  

  ۲-۴هاي مثال  ) براي داده۶) نتايج حاصل از مدل (۵جدول (

  
 DMU )،۵بنا به نتايج بدست آمده در جدول (

و  DMUC , DMUD و DMUA DMUB,هاي 
DMUF باشند. و روي  راتوکارا) ميقوي (پا کاراي
با بازده به مقياس  PPSهاي سازاي قوي  ابرصفحه

  D , C ,B ,Aگيرنده متغيير حاصل از شش واحد تصميم
E  وF هاي  قرار دارند. با توجه به ستونDMUA و 

DMUB )بردارهاي نرمال به دست آمده۵در جدول ،(   
 
 

1 2 1 0, , ,

0.1724138, 0.2068966,0.0689966,0.6551724

v v u u  

 

  و
 
 

1 2 1 0, , ,

0.1851852, 0.2222222,0.0740741,0.7037037

v v u u  

 
 

  
  هاي   DMUهاي سازاي قوي شامل بردار نرمال ابرصفحه

  

باشد. با  مي DMUCو  DMUA , DMUBکاراي  پاراتو
)، معادله ابرصفحه ۴توجه به بردارهاي حاصل و رابطه (

퐷푀푈پاراتوکارايهاي  DMU   سازاي قوي شامل و  	
DMUB و DMUC د.آي به صورت زير به دست مي  

1

2

0 .0 6 8 9 9 6 6 0 .1 7 2 4 1 3 8
0 .2 0 6 8 9 6 6 0 .6 5 5 1 7 2 4 0

y x
x


  
  

  و
1

2

0 .0 7 4 0 7 4 1 0 .1 8 5 1 8 5 2
0 .2 2 2 2 2 2 2 0 .7 0 3 7 0 3 7 0

y x
x


  
 

  
  بنابراين هر دو معادله منجر به معادله ابرصفحه سازاي 

  

 شود.قوي به صورت زير مي
19652 21  xxy  

  

 هاي   DMU هاي به طور مشابه، با در نظر گرفتن ستون
 

 DMUA DMUB DMUC DMUD DMUE DMUF 
푧 ۰۰۰۰۰۰۰/۱  ۰۰۰۰۰۰۰/۱  ۰۰۰۰۰۰۰/۱  ۰۰۰۰۰۰۰/۱  ۵۸۱۳۳۳۳/۰  ۰۰۰۰۰۰۰/۱  
u  ۶۵۵۱۷۲۴/۰  ۷۰۳۷۰۳۷/۰  ۲۴۶۷۵۳۲/۰  ۴۴۰۰۰۰۰/۰-  ۵۷۸۸۳۳۳/۰  ۳۷۹۱۳۰۳/۰-  
u  ۰۶۸۹۹۶۶/۰  ۰۷۴۰۷۴۱/۰  ۲۰۷۷۹۲۲/۰  ۱۶۰۰۰۰۰/۰  ۰۰۱۰۰۰۰/۰  ۱۳۷۹۳۱۰/۰  
푣  ۱۷۲۴۱۳۸/۰  ۱۸۵۱۸۵۲/۰  ۱۶۸۸۳۱۲/۰  ۰۸۰۰۰۰۰/۰  ۰۸۳۸۳۳۳/۰  ۰۶۸۹۶۵۵/۰  
푣  ۲۰۶۸۹۶۶/۰  ۲۲۲۲۲۲۲/۰  ۱۵۵۸۴۴۲/۰  ۱۲۰۰۰۰۰/۰  ۱۶۵۶۶۶۷/۰  ۱۰۳۴۴۸۳/۰  
푡  ۰۰۰۰۰۰۰/۷-  ۰۰۰۰۰۰۰/۷-  ۰۰۰۰۰۰۰/۲  ۴۹۹۹۹۹۵/۳  ۹۴۹۹۹۹۵/۴-  ۲۵۰۰۰۰۰/۳  
푡  ۵۰۰۰۰۰۰/۶-  ۵۰۰۰۰۰۰/۶-  ۹۳۷۵۰۰۰/۱  ۴۹۹۹۹۹۵/۳  ۱۳۱۶۶۶۳/۴-  ۵۰۰۰۰۰۰/۳  
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DMUD  وDMUF،  معادله ابرصفحه سازاي قوي
و  DMUC , DMUDي پاراتوکاراي ها  DMUشامل

DMUF آيد.به صورت زير بدست مي 
11324 21  xxy  

  
، معادله ابرصفحه DMUC از نتايج مربوط به ستون

퐷푀푈هاي پاراتوکاراي   DMUسازاي قوي شامل و  	
DMUC   وDMUD آيد. به صورت زير به دست مي 

19121316 21  xxy  
  

واضح است که  DMUEستون  با توجه به نتايج
DMUE باشد.پاراتو کارا نمي  

]. جهانشاهلو و ۵نتايج حاصل از رضايي و همکاران [
]. به ۷]. همچنين اميرتيموري و همکاران [۶همکاران [

  باشند. صورت زير مي
19652: 211  xxyH  
11324: 212  xxyH  

19121316: 213  xxyH  
  

ج حاصل از مدل پيشنهادي دقيقاً شود که نتايملاحظه مي
  .باشند ] مي۵,۶,۷همان نتايج به دست آمده از [

  
  گيري نتيجه

هاي  در اين مقاله يک روش براي ارزيابي واحد
گيرنده پاراتو کارا  هاي تصميم گيرنده و تعيين واحد تصميم

هاي سازاي قوي تشکيل دهنده وي) و ابرصفحه(کاراي ق
PPS با بازده به مقياس متغيير که شاملDMU   هاي

  اند، پيشنهاد شده است.   پاراتو کاراي تحت ارزيابي
PPSهاي سازاي با علم به اين که ابرصفحه

1هاي از بعد  مجموعه sm 1د. باشن مي sm 
هاي سازاي  بردار مستقل خطي روي هر يک از ابرصفحه

PPS شوند که بردار نرمال حاصل  طوري انتخاب مي
) بر آنها عمود باشد. در اين مقاله تنها با حل ۶از مدل (

از  vTدلخواه موجود در  DMUيک مساله که براي هر 
هاي پاراتو   DMUيآيد، به راحت ) به دست مي۶مدل (

هاي سازاي قوي کارا، بردار نرمال و معادلات ابرصفحه

PPS  با بازده به مقياس متغيير شاملDMU  هاي
شوند. اما در مقالاتي  تعيين مي  پاراتو کاراي تحت ارزيابي

حل مدل  ] با ارائه يک الگوريتم سه گامه و با۶[مانند 
هاي سازاي  تنها ابرصفحهBCCجمعي و مدل مضربي

] با حل حداکثر ۷[ . يا مقالهشوند قوي مشخص مي
sm هاي  ، تنها ابرصفحهريزي خطي مساله برنامه

  شوند. خاص تعيين مي DMUتعريف کننده نافذ در يک 
خطي است براي  با توجه به اينکه مدل ارائه شده غير

  تبديل آن به يک مدل خطي، پژوهش جديدي لازم است.
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