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 ۵/۰۴/۱۳۹۷تاريخ پذيرش مقاله:     ۲۲/۰۵/۱۳۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ها ] ساختار جديدي از حلقه۶باشد. دآنا و فونتانا در [ Rآلي سره از ايده Iجايي و نوتري باشد و اي جابه حلقه Rفرض كنيد 

Rنامگذاري كردند. اين ساختار جديد با نماد  Iآل  در امتداد ايده Rرا توسيع حلقة  را معرفي کردند و آن I  نمايش
R:اي  مقاله، با در نظر گرفتن همريختي حلقه شود. در اين داده مي R I   دهيم که اگر نشان مي

 p Ass R I گاه  ، آن   -1 p Ass R  و نيز اگر q Ass Rگاه  ، آن p Ass R I  
چنان موجود است كه  1 p q  به وسيله اين نتيجه ثابت مي کنيم که اگر .R I مكالي -يك حلقه جامعاً كوهن

Rگاه  مكالي ماكزيمال (جامعاً کانونيک) باشد، آن-نيز يك مدول جامعاً كوهن I(جامعاً گورنشتاين) باشد و  I  يك
کنيم و هاي جامعاً شبه گورنشتاين را معرفي ميمكالي (جامعاً گورنشتاين) خواهد بود. همچنين حلقه-حلقة جامعاً كوهن

Rکنيم که تحت آن شرايطي را بررسي مي Iدهيم که جامعاً شبه گورنشتاين باشد. به علاوه نشان ميR I 
يک  Rکنيم که اگر مکالي باشد. و در نهايت ثابت مي-تقريباً کوهن Rمکالي است اگر و تنها اگر - يك حلقة تقريباً کوهن

Rحلقه تقريباً گورنشتاين باشد، آنگاه  I اً گورنشتاين خواهد بود.نيز تقريب  
  

مكالي، تقريباً گورنشتاين، تقريباً -آل از آن، جامعاً گورنشتاين، جامعاً كوهن توسيع حلقه در امتداد يك ايده هاي کليدي: واژه
  .مكالي-كوهن
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  مقدمه - ۱
جايي با عضو هماني  اي جابه حلقه Rدر سراسر اين مقاله

اي يكاني هستند. فرض كنيد هاي حلقه و تمام همريختي
R يك حلقه وM  يكR مدول باشد. توسيع

۱بديهي
Rسازي  آل يا ايده ٢ M  كه توسط ناگاتا

را  Mاي است كه مدول  معرفي شده است، حلقه
كه  طوري آلي از آن در نظر گرفت به عنوان ايده توان به مي

2 0M  اشد.ب  
] ساختار مشابهي با توسيع بديهي را ۶دآنا و فونتانا در [

۲آل در امتداد ايده Rرا توسيع حلقة  معرفي كردند و آن
٣ 

I  نامگذاري كردند كه در آنI آلي سره از  ايدهR 
Rباشد. اين ساختار جديد با نماد  مي I  نمايش

2كه  شود و هنگامي داده مي 0I  گاه  باشد، آن
R I  همانR I تر  طور دقيق خواهد بود. به
R I اي از  زيرحلقهR R :است و داريم  

  , ,R I r r i r R i I     
R] نشان داده است كه ۴دآنا در [ I اي  حلقه

مكالي و -كوهن Rمكالي است اگر و تنها اگر -كوهن
I علاوه  مكالي ماكزيمال باشد. به- آلي كوهن ايده

اي  حلقهR] ثابت كرده است كه اگر ۱۳شاپيرو در [
مكالي و موضعي باشد و -كوهن  0RAnn I  

Rگاه  باشد، آن I اي گورنشتاين است اگر و  حلقه
داشته باشد  RW آل كانونيكي مانند  ايده Rتنها اگر

RWكه  طوري به I ] برخي ۳است. همچنين در [
Rديگر از خواص  I  مورد بررسي قرار گرفته است

وتري و اي موضعي و ن حلقهRو ثابت شده است كه اگر 
Iآلي سره از ايدهR  باشد كه  0RAnn I  

Rگاه  است، آن I ۳يك حلقة شبه گورنشتاين
٤ 

 I) صدق كند و 2Sدر شرط ( Rاست اگر و تنها اگر 
شرايطي را  ۳باشد. در بخش  Rآلي كانونيك براي  ايده

Rكنيم كه تحت آنها  بررسي مي I اي جامعاً  حلقه
۴مكالي-كوهن

۵گورنشتاين  (جامعاً ٥
، جامعاً شبه ٦

                                                
1- trivial extension 
2- amalgamated duplication along an ideal 
3- quasi-Gorenstein 
4- generically Cohen-Macaulay 

۶گورنشتاين
٨مكالي-كوهن) يا تقريباً ٧

۸(تقريباً گورنشتاين ۷
٩ (

  باشد.
  
  پيشنيازها و مقدمات - ۲

در اين بخش برخي از مفاهيم و تعاريف موردنياز را 
  كنيم. يادآوري مي

  
يك حلقة موضعي با  Rفرض كنيد  -۱-۲تعريف

 Kباشد و  dو با بعد كرول  mآل ماكزيمال  ايده
را يك مدول  Kصورت  مدول باشد. دراينRيك 

۹كانونيك
  ناميم هرگاه داشته باشيم: مي Rاز  ١٠

  Hom ,d
R m RR

RK R H R E
m

  
    

  
 

  
يك عدد صحيح مثبت  nفرض كنيد  -۲-۲تعريف

)، كه به ويژگي nSدر شرط ( Rباشد. حلقة نوتري
۱۰سر

كند اگر و تنها اگر براي هر  مشهور است، صدق مي ١١
داشته باشيم  Pمانند Rآل اول از ايده

 P Pdepth min ,dimR n R.  
مكالي -اي كوهن حلقه Rتوجه داشته باشيد كه اگر 

در  Rداريم كه  nگاه براي هر عدد صحيح  باشد، آن
  كند. ) صدق ميnSشرط (

 mآل ماكزيمال اي موضعي با ايده حلقهRفرض كنيد 
اي  حلقهRدانيم كه اگر  باشد. مي dو با بعد كرول

گاه داريم  گورنشتاين باشد، آن d
m R

RH R E
m

 
  

 
] نشان داده شده است كه اگر ۷از مرجع [ ۹- ۵-۱۳در 
Rعلاوه داشته باشيم  مكالي باشد و به-اي كوهن حلقه

 d
m R

RH R E
m

 
  

 
گورنشتاين است.  Rگاه  ، آن

                                                             
5- generically Gorenstein 
6- generically quasi-Gorenstein 
7- approximately Cohen-Macaulay 
8- approximately Gorenstein 
9- canonical 
10- Serre’s condition 
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بنابراين اگر  d
m R

RH R E
m

 
  

 
 Rگاه  باشد، آن 

طور  ها خواهد بود كه به متعلق به خانواده جديدي از حلقه
باشد. اين  هاي گورنشتاين نيز مي طبيعي شامل حلقه

شوند توسط پلاته و  ها كه شبه گورنشتاين ناميده مي حلقه
  اند.  صورت زير تعريف شده ] به۱۱استورچ در [

  
R,لقة موضعي (ح -۳-۲تعريف  m با بعد كرول (

d ناميم هر گاه  را شبه گورنشتاين ميR  داراي مدول
) ۱مدول آزاد (با رتبه Rعنوان  كانونيكي باشد كه به

طور معادل داشته باشيم:  است، يا به

 d
m R

RH R E
m

 
  

 
.  

اي گورنشتاين است اگر و تنها  حلقه Rواضح است كه 
  مكالي باشد.- اگر شبه گورنشتاين و كوهن

  
مكالي -را جامعاً كوهن Rحلقة نوتري -۴-۲تعريف 

ناميم هرگاه براي هر  مي p Ass R حلقة ،pR 
را جامعاً  Rطور مشابه مكالي باشد و به-كوهن

ناميم هرگاه براي هر  گورنشتاين مي p Ass R ،
  گورنشتاين باشد. pRحلقه 

مكالي يك حلقة جامعاً -واضح است كه هر حلقة كوهن
مكالي و هر حلقة گورنشتاين يك حلقة جامعاً -كوهن

باشد و عكس اين مطلب زماني برقرار  گورنشتاين مي
هاي جامعاً شبه  است كه حلقه آرتيني باشد. حال حلقه

  كنيم. گورنشتاين را معرفي مي
  

را جامعاً شبه  Rحلقة موضعي  -۵-۲تعريف 
، براي هر pRناميم هرگاه حلقة  گورنشتاين مي

 p Ass R.يك حلقة شبه گورنشتاين باشد ،  
سازي هر حلقة شبه گورنشتاين  با توجه به اينكه موضعي

يك حلقة شبه گورنشتاين است، پس هر حلقة شبه 
باشد و  گورنشتاين يك حلقة جامعاً شبه گورنشتاين مي

عكس اين مطلب نيز زماني برقرار است كه حلقه با بعد 
شود كه  كرول صفر باشد. همچنين به راحتي بررسي مي

ً گورنشتاين است اگر و  يك حلقة جامعا Rحلقة موضعي 

اي جامعاً شبه گورنشتاين و جامعاً  حلقه Rتنها اگر 
  مكالي باشد.-كوهن

صورت  مكالي را به-هاي تقريباً كوهن ] حلقه۸گوتودر [
  زير تعريف كرده است.

  
آل ماكزيمال  با ايده Rحلقة موضعي  -۶- ۲تعريف 

m ناميم هرگاه  مكالي مي-را تقريباً كوهن
 dim 0R   يا عضوي ازm  مانندa  چنان موجود

0nباشد كه براي هر عدد صحيح    حلقةn
R
a R

 

مكالي با بعد كرول -كوهن dim 1R  .باشد  
مكالي يك -واضح است كه هر حلقة موضعي و كوهن

مكالي است و عكس اين مطلب -حلقه تقريباً كوهن
زماني برقرار است كه بعد كرول حلقه برابر با صفر باشد. 

  ] نشان داد كه اگر ۸از مرجع [ ۲-۸همچنين گوتو در 
),R mمكالي باشد -) يك حلقة تقريباً كوهن

كه داشته باشيم  طوري به dim 2R   و نيز براي هر
 dimi R ، i

mH R  يكR مدول با توليد
  مكالي است.-كوهن Rگاه  متناهي باشد، آن

صورت  هاي تقريباً گورنشتاين را به ] هاچستر حلقه۹در [
  زير تعريف كرده است.

  
آل ماكزيمال با ايده Rحلقة موضعي - ۷- ۲تعريف 

m ناميم هرگاه براي هر عدد  را تقريباً گورنشتاين مي
0nصحيح  آل  ، ايدهI  چنان موجود باشد كه

nI m  وR
I

  اي گورنشتاين باشد. حلقه 

ريباً واضح است كه هر حلقة گورنشتاين يك حلقه تق
گورنشتاين است و هر حلقه با بعد كرول صفر، تقريباً 

  گورنشتاين است اگر و تنها اگر گورنشتاين باشد.
] ساختار جديدي را معرفي كردند كه ۶دآنا و فوتانا در [

شود و آن  ناميده مي Iآل  در امتداد ايده Rتوسيع حلقة 
Rرا با نماد I تر،  طور دقيق دهند. به نمايش مي
R I  همراه با عمل جمع و ضرب مؤلفه به)

Rاي از  مؤلفه) زيرحلقه R ) ۱و۱با عضو هماني (
 باشد و نيز داريم: مي

   , ,R I r r i r R i I     
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2اگر  0I  گاه  باشد، آنR I  همانR I 
هاي  خواهد بود. در گزارة زير برخي از خواص و ويژگي

R I ] آورده شده است.۱۳] و [۴] و [۳از مراجع [  
  

آلي  ايده Iيك حلقه و  Rفرض كنيد  - ۸- ۲گزاره 
  صورت موارد زير برقرارند: باشد. دراين Rاز 
)i نگاشت (:f R I R I    با ضابطة

    , ,f r i r r i   يكR يكريختي
علاوه دنبالة دقيق كوتاه  است. به

0 0R R I I
 

     يك دنبالة دقيق
باشد كه براي هر  ها مي مدولRشكافته شده از 

r R  داريم   ,r r r   و براي هر
 ,r s R I   داريم  ,r s s r  .  

ها را نيز  مدولRهمچنين دنبالة دقيق كوتاه زير از 
  داريم:

  (*) 0 0I R I R
 

     
  

iكه در آن براي هر  I داريم    0,i i   و 
 هر براي ,r s R I  داريم   ,r s r   .
 از دقيق دنباله يك(*)  دقيق دنباله كه باشيد داشته توجه

 R I باشد مي نيز ها مدول.  
)ii (كنيد فرض P حلقة از اول آل ايده يك R باشد .

  :دهيد قرار

  0 , ,P p p i p P i I P     , 

  1 , ,P p p i p P i I    , 

  2 , ,P p i p p P i I    . 

  
I اگر) الف P، 0 گاه آن 1 2P P P  آل ايده يك 
R حلقة از اول I از اولي آل ايده تنها نيز و است 

R I روي بر كه باشد مي P و گيرد مي قرار 
  :داريم علاوه به

 
0 P PPR I R I   

I اگر) ب P، 1 گاه آن 2P P و 

1 2 0P P P .1 علاوه بهP2 وP هاي آل ايده تنها 

R از اول I روي بر كه باشند ميP قرار 
  : داريم همچنين. گيرند مي

   
1 2PP PR I R R I    

)iii (هاي حلقه R و R I كرول بعد داراي 
 با موضعي حلقة يك Rاگر همچنين. هستند يكساني

Rگاه آن باشد، mماكزيمال آل ايده I نيز 
 ماكزيمال آل ايده با موضعي اي حلقه

  0 , ,m r r i r m i I    بود خواهد .
 گاه آن باشد، نوتري حلقة يك Rاگر علاوه به

R I يك Rبود خواهد متناهي توليد با مدول.  
)iv (كنيد فرضRمكالي -كوهن و موضعي حلقة يك

Rباشد. در اين صورت  dبا بعد كرول  I  يك
Rمكالي است اگر و تنها اگر-مدول كوهنI يك
Rمكالي از بعد-مدول كوهنd باشد (يعنيI يك
Rمكالي ماكزيمال باشد.)-مدول كوهن  
  علاوه داريم: به

 
    

 

depth

min depth ,depth

depth

R I

I R

I







 

  
)v فرض كنيد (R مكالي -يك حلقة موضعي و كوهن

كه  طوري به Rآلي سره از حلقة  ايده Iباشد و
  0RAnn I  صورت باشد. دراينR I  يك

آل  ايده Rحلقه گورنشتاين است اگر و تنها اگر 
RIكه طوري داشته باشد به RWكانونيكي مانند  W.  

)viفرض كنيد (R اي موضعي و نوتري و  حلقهI 
كه  Rآلي سره از حلقة  ايده  0RAnn I   .باشد
Rگاه  آن I  يك حلقه شبه گورنشتاين است اگر و

آل  يك ايده I) صدق كند و2Sدر شرط ( Rتنها اگر 
  باشد. Rكانونيك براي 

  
هاي خاص در امتداد يك  توسيع برخي حلقه - ۳

  آل از آنها ايده
باشد. در اين  Rآلي سره از حلقة  ايده Iفرض كنيد

پردازيم كه تحت آنها حلقة  بخش به بررسي شرايطي مي
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R I تبديل  ۲هاي معرفي شده در بخش  به حلقه
به  Rشود. همچنين به نحوة انتقال اين شرايط از حلقة 

Rحلقة  I پردازيم. و بالعكس مي  
  كنيم. ابتدا گزاره ولم زير را ثابت مي

  
آل يكدست و  يك ايده Iفرض كنيد  -۱- ۳گزاره 

صورت اگر باشد. دراين Rناصفر از حلقة آرتيني
R I گاه  گورنشتاين باشد، آنR نيز گورنشتاين

  است.
داريم  iii (۲ -۸برهان. طبق گزاره (
   dim dim 0R I R پس .R I 

روي خودش يك مدول انژكتيو است. همچنين با استفاده 
 :] داريم كه۱۴از مرجع [ ۳-۴از نتيجه 

   R Rid R I fd R I   
باشد،  مي Rآل يكدست از يك ايده Iطبق فرض نيز 

Rپس  I عنوان بهR مدول يكدست خواهد
Rبود. بنابراين  I  يكR مدول انژكتيو است و

و هر عدد صحيح  Mمدول مانند Rبراي هر 
1i  :داريم  

 
   

0 ,

, ,

i
R

i i
R R

Ext M R I

Ext M R Ext M I



 


 

  
1iو هر  Mمدول مانند Rپس براي هر    داريم

 , 0i
RExt M R  در نتيجه .R  روي خودش

انژكتيو و بنابراين گورنشتاين است، زيرا 
 dim 0R  باشد. مي  

  
آلي سره از حلقة نوتري  ايده Iفرض كنيد  -۲-۳لم 
R اي  باشد. همريختي حلقه:R R I    را

در نظر بگيريد كه در آن    ,r r r  باشد.  مي
  صورت موارد زير برقرارند. دراين

)i اگر ( p Ass R I گاه  ، آن
   -1 p Ass R .  

)ii اگر ( q Ass Rگاه  ، آن
 p Ass R I  چنان موجود است كه

 1 p q .  
  

) دنباله دقيق زير از i( برهان. R I ها  مدول
  را در نظر بگيريد.

0 0I R I R     
  :حال داريم

 
   
 

Ass

Ass Ass

Ass
R I R I

R I

R I

I R

R




 




  

بنابراين طبق فرض داريم  p AssR I R  .
] نيز داريم كه ۱۰از مرجع [ ۶-۷همچنين بنابر تمرين 

   1 p AssR I R   زيرا ،R  يك
R I .مدول با توليد متناهي است  

)ii از (R همريختي يك به يك:R R I   
داريم    Ass AssR RR R I  حال بنا بر .

فرض داريم  q AssR R I  و طبق تمرين
] نيز ۱۰از مرجع [ ۷-۶ p AssR R I  

چنان موجود است كه  1 p q .  
  

مدول با Rيك  Mفرض كنيد -۳-۳تعريف 
مكالي ماكزيمال -را جامعاً كوهن Mتوليد متناهي است.

ناميم هرگاه براي هر  مي p Ass R  داشته باشيم
مكالي ماكزيمال -مدول كوهنpRيك  pMكه 

ناميم  را جامعاً كانونيك مي Mطور مشابه  باشد. به
، براي هر pMمدول pRهرگاه  p Ass R ،

  يك مدول كانونيك باشد.
  

ناميم  ) ميnSرا جامعاً ( Rحلقه  - ۴-۳تعريف 
هرگاه براي هر  p Ass R  حلقةpR در شرط  

)nS.صدق كند (  
  

آلي سره از حلقة  ايده Iفرض كنيد  -۵-۳قضيه 
  صورت موارد زير برقرارند. باشد. دراين Rنوتري 

)i اگر (R I مكالي باشد، - يك حلقه جامعاً كوهن
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  چنين است. نيز اين Rگاه  آن
)ii اگر (R مكالي باشد و -يك حلقة جامعاً كوهنI 

گاه  مكالي ماكزيمال باشد، آن-نيز يك مدول جامعاً كوهن
R I مكالي خواهد بود. - يك حلقة جامعاً كوهن

 Iيك حلقة جامعاً گورنشتاين باشد و Rهمچنين اگر 
Rگاه  نيز يك مدول جامعاً كانونيك باشد، آن I 

  يك حلقة جامعاً گورنشتاين خواهد بود.
)iii اگر (R  يك حلقه جامعاً شبه گورنشتاين باشد وI 

Rگاه  آل جامعاً كانونيك باشد، آن نيز يك ايده I 
  يك حلقة جامعاً شبه گورنشتاين خواهد بود.

)iv اگر ( Ann 0R I   وR I  يك حلقة
  عاً يك حلقة جام Rگاه  جامعاً شبه گورنشتاين باشد، آن

)nS.خواهد بود (  
  

كنيم.  ) را ثابت ميiv) و (iiiهاي ( تنها قسمت برهان.
  صورت مشابه است. ها به اثبات بقيه قسمت

)iii فرض كنيد ( p Ass R I  ۳. بنابر لم -
داريم  ۲   -1q p Ass R   و طبق گزاره
)ii (۲ -۸  را داريم.دو حالت زير  

qIاگر  -)۱حالت ( گاه  ، آن
  q qp
R I R I  حال طبق فرض .qI 

يك حلقة شبه گورنشتاين  qRآل كانونيك و  يك ايده
در  qR] حلقة ۳از مرجع [ ۱-۴است. بنابراين طبق تذكر 

كند. در نتيجه  ) صدق مي2Sشرط (
qR ) 2در شرطS (

] داريم ۳از مرجع [ ۳-۳كند. حال طبق قضيه  صدق مي
كه  p

R I .يك حلقه شبه گورنشتاين است  

Iاگر  -)۲حالت ( qگاه  ، آن  qp
R I R .

بنابراين  p
R I .يك حلقة شبه گورنشتاين است  

)iv فرض كنيد ( q Ass R ۲-۳. بنابر لم ،
 p Ass R I   چنان موجود است كه
 -1 p q  .  

  دو حالت زير را داريم. ii (۲-۸حال طبق گزاره (
qIاگر  -)۱حالت ( گاه داريم  ، آن

  q qp
R I R I همچنين بنا به فرض .

q qR I  يك حلقه شبه گورنشتاين است. بنابراين

] ۳از مرجع [ ۳-۳طبق قضيه 
qR ) 2در شرطS صدق (

  كند. ) صدق مي2Sنيز در شرط ( qRكند و  مي
  

Iاگر  - )۲حالت ( qگاه داريم  ، آن
  qp
R I R  و در نتيجهqR ) 2در شرطS (

  كند. صدق مي
  

آلي ناصفر و سره از  ايده Iفرض كنيد  - ۶-۳گزاره 
كه براي هر  طوري باشد، به Rمكالي -حلقه كوهن

 q Ass R  داشته باشيم كهqI  يكqR
Rمدول يكدست است. اگر  I  ًيك حلقه جامعا

نيز جامعاً گورنشتاين خواهد  Rگاه  گورنشتاين باشد، آن
  بود.

  
توجه داشته باشيد كه براي هر  برهان.
 q Ass R  داريم qdim 0R  زيرا ،R 
) iiiو ( ۱-۳هاي  مكالي است. حال حكم از گزاره-كوهن

  گردد. حاصل مي ۲-۸
  

فرض كنيد  -۷- ۳گزاره  ,R m اي موضعي  حلقه
آل ناصفر و يكدست از آن باشد. همچنين  يك ايده Iو 

مكالي نباشد اما تصوير همريخت -كوهن Rفرض كنيد 
صورت  مكالي باشد. دراين-يك حلقه موضعي و كوهن

R I مكالي است اگر و -يك حلقه تقريباً كوهن
  مكالي باشد.-يك حلقة تقريباً كوهن Rتنها اگر 

  
R:توجه داشته باشيد كه  برهان. R I   

از  ۵-۱اي يكدست است. بنابر گزاره  يك همريختي حلقه
/0] داريم ۵مرجع [ m / mR I R  كه در آن

  0m , m,r r i r i I    آل ماكزيمال  ايده

R I 0باشد. بنابراين مي/ mR I  يك
از مرجع  ۶مكالي است. حال حكم از قضيه -حلقه كوهن

  گردد. ] حاصل مي۱۲[
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آلي سره از حلقة  ايده Iفرض كنيد  -۸-۳قضيه 
موضعي  , mR صورت موارد زير  باشد. دراين

  برقرارند.
)i اگر (R گاه  يك حلقه تقريباً گورنشتاين باشد، آن

R I .نيز تقريباً گورنشتاين است  
)ii اگر (R I  گورنشتاين وR  ًيك حلقه جامعا

يك حلقه تقريباً گورنشتاين  Rگاه  گورنشتاين باشد، آن
  خواهد بود.

  
0n) فرض كنيد i( برهان.   .عددي صحيح باشد

nJآل  طبق فرض ايده m  چنان موجود است كه
/R J  ۵از مرجع [ ۵-۱گورنشتاين است. بنابر گزاره ،[

J I آلي از  ايدهR I  :است و داريم
R I R
J I J





.  

  
  

شود كه  به راحتي مشاهده مي

0m mn nJ I I    و در نتيجه
   /R I J I  .گورنشتاين است  

)ii حلقة ۱از مرجع [ ۱- ۸) بنا بر قضيه [R كوهن-
است. حال حكم  Rآل كانونيك از  يك ايده Iمكالي و 

  گردد. ] حاصل مي۹از مرجع [ ۴-۸با استفاده از تذكر 
  

آلي سره از حلقه  ايده Iفرض كنيد  -۹- ۳نتيجه 
-كوهن Rباشد. اگر  Rموضعي و جامعاً گورنشتاين

Rگاه  مكالي با مدول كانونيك باشد، آن I  يك
  باشد. حلقه تقريباً گورنشتاين مي

  
اي  حلقه R]، ۹از مرجع [ ۴-۸بنا بر تذكر  برهان.

نيز  i (۳ -۸باشد. حال طبق قضيه ( تقريباً گورنشتاين مي
R I باشد. يك حلقه تقريباً گورنشتاين مي  
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