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  چکيده

ريزي هندسي به منظور بهينه برنامه. است يخط ريغ يساز نهياز مسائل به يا حل رده يبرا ييروش کارا يهندس يزيربرنامه
سازي ساير مواردي که به عنوان ابزار قوي در بهينهيافته است ولي اکنون بهسازي مسايل طراحي مهندسي تعميم و توسعه 

  . شودسازي به صورت نمايي هستند، بکار گرفته ميگيري در مدل مساله بهينهشکلي متغيرهاي تصميم
ست که عمدتاً در ن ايت امر اياما واقع. معلوم و مشخص به کار برده شده است يمعمولاً با پارامترها يهندس يزيربرنامه 

. ستنديق مشخص نيها به صورت دقست و دادهير نيپذرنده امکانيگميتصم يبرا يقطع يهابه داده ي، دسترسيل واقعيمسا
 يزيرن مقاله برنامهيدر ا. باشند يو تصادف ي، فازيادار، بازهل کرانيمختلف از قب يهاها ممکن است به صورتن دادهيا

سازي ريزي تصادفي به يک مساله بهينهسپس براي حل آن ابتدا برنامه. شوديدر نظر گرفته م يتصادف يبا پارامترها يهندس
ريزي هندسي قطعي شده، جواب بهينه با بدست آوردن مدل دوگان مساله برنامه. شودهندسي با پارامترهاي قطعي تبديل مي

  .شودارايه مي رايي روش ارايه شده دو مثالبراي توصيف کا. آيدسازي تصادفي هندسي بدست ميمساله بهينه
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  مقدمه -۱
 يزيرن نوع برنامهيتراز مهم يکي يهندس يزيربرنامه

در  [1] و همکاران ۱نيباشد که توسط دوفيم يرخطيغ
گاه ياز دو د يهندس يزيربرنامه. شد يمعرف ۱۹۶۷سال 

ر مورد توجه قرار گرفته ياخ يهادر سال يو کاربرد ينظر
 يهاستميدر س يهندس يزيربرنامه تاکنون. است
 يک، طراحيمکان يعمران، مهندس ي، مهندسيارتباط

، يريگ مينه، تصمي، کنترل بهيميش يسازه، مهندس
 ي، مهندسيه کنترل موجوديان، نظريجر يهاشبکه

ره به ياقتصاد و غ يهامدل يکيل تکنيک، تحليالکترون
  .      کار برده شده است

مدل مقدار اقتصادي توليد با ، براي حل [2] ۲چنگ
ريزي هندسي استفاده تقاضاي هزينه واحد توليد از برنامه

را  يهندس يزير، مدل برنامه[3] ۳يتيو م يرو. کردند
 يفاز يحل مدل مقدار اقتصادي توليد با پارامترها يبرا

مت فروش يت و قيفيمدل مرتبه ک  [4]۴لي. به کار بردند
  .     مشخص کرد يهندس يزيرله برنامهيرا به وس

ه يارا يهندس يزيرحل برنامه يبرا يمختلف يهاروش
 يزيره برنامهيه مدل اوليها بر پااز روش يبرخ. شده است

 يزيربر اساس مدل دوگان برنامه يو برخ يهندس
 ۱۹۶۷در سال  ۵ن و همکارانيدوف. باشديم يهندس
ب مثبت مطالعه يرا فقط با ضرا يهندس يزيربرنامه
  . کردند

هاي تقريبي هاي کارا، چندين روشعلاوه بر الگوريتم
ريزي هندسي ارايه شده است براي حل مسايل برنامه

، بويد و  [5,6]۶)۱۹۹۲و۱۹۹۷(کورتانک و همکاران (
 و۲۰۰۷(و بويد و همکاران   [7]۷)۲۰۰۴(وندنبرق 

۲۰۰۵(.[8,9]   
بودن  ۸ر قطعيهندسي فرض ب ريزيکلاسيک برنامه مدل

ولي . باشدها ميپارامترها در تابع هدف و محدوديت
ها و واقعيت امر اين است که در دنياي واقعي مقادير داده

  پارامترها . پارامترها به صورت دقيق مشخص نيستند
يعني (دار هاي مختلف از قبيل کرانتوانند به صورتمي

، )داشته باشدها وجود يک کران بالا و پايين براي داده
ريزي برنامه تاکنون. اي، فازي و تصادفي باشندبازه

اي و هندسي با پارامترهاي غيرقطعي شامل فازي، بازه
  ***  §§   ‡‡ ††  **   §   ‡  †. کراندار معرفي شده است

۹ليو
با استفاده از  [10,11] ۲۰۰۷و  ۲۰۰۶در سال  †††

ريزي هندسي رابطه بين تابع ماکزيمم هاي برنامهروش
همچنين ليو  .سود و بازده به مقياس را مشخص کردند

روشي براي بدست آوردن کران بالا و کران پايين تابع 
ريزي هندسي وقتي که پارامترهاي هدف مدل برنامه
  . اي باشد، تعميم دادها به صورت بازههزينه و محدوديت

  روشي براي حل مسايل  [12] ۲۰۰۷ليو در سال 
پارامترهاي ضرايب اعداد فازي و ريزي هندسي با برنامه

همچنين متغيرهاي تصميم با توان اعداد فازي در تابع 
 [13] ۲۰۰۸همچنين ليو در سال . هدف ارايه نمود

هاي کراندار ريزي هندسي با دادهروشي براي حل برنامه
در واقع پارامترها در تايع هدف، توان . ارايه دادند

امترهاي متغيرهاي تصميم در تابع  هدف و پار
کران پايين و کران بالا (ها به صورت کراندار محدوديت

 .  مشخص هستند) پارامترها مشخص هستند
هاي ريزي هندسي با محدوديتدر اين مقاله برنامه

باشند، تصادفي که پارامترها که داراي توزيع نرمال مي
ريزي سپس براي حل آن ابتدا برنامه. شودارايه مي

سازي هندسي با پارامترهاي ه بهينهتصادفي به يک مسال
با بدست آوردن مدل دوگان مساله . شودقطعي تبديل مي

سازي تصادفي قطعي شده، جواب بهينه مساله بهينه
براي توصيف مدل پيشنهاد شده . آيدهندسي بدست مي

  .شودهايي ارايه ميمثال
در بخش اول . ساختار اين مقاله بدين صورت است

در بخش . سازي هندسي آورده شدينهاي از بهتاريخچه
ريزي هندسي و مدل دوگان آن بحث دوم مدل برنامه

ريزي هندسي با در بخش سوم مدل برنامه. شودمي
در بخش چهارم . شودهاي تصادفي بحث ميمحدوديت
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در پايان . شودهايي براي تشريح بهتر آورده ميمثال
 . گيري آمده استبندي و نتيجهجمع

  
 يهندس يزيربرنامه ياضيمدل ر - ۲

سازي مسايل طراحي ريزي هندسي به منظور بهينهبرنامه
مهندسي تعميم و توسعه يافته است ولي اکنون به عنوان 

سازي ساير مواردي که به شکلي ابزار قوي در بهينه
سازي بصورت گيري در مدل بهينهمتغيرهاي تصميم

ريزي برنامههمچنين . شودنمايي هستند بکار گرفته مي
اي از مسائل  هندسي روش کارايي براي حل رده

ريزي مدل رياضي برنامه. خطي است سازي غير بهينه
  :هندسي به صورت زير است
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 . دلخواه حقيقي هستند
ممکن است با حل ) ۱( يهندس يزيرحل مدل برنامه

بر  ييهاتميا با استفاده از الگوريه يم مساله اوليمستق
تابع هدف  يمدل دوگان دارا. اساس مدل دوگان باشد

در واقع با حل . باشديم يخط يهاتيبا محدود يرخطيغ
. شوديافت مينه مساله دوگان يجواب به يدستگاه خط

  :ر استيبه صورت ز) ۱( يهندس يزيردوگان مدل برنامه
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,)(و  p ،)۲(متغيرهاي مدل  iti تعداد . باشنديم

ه يمدل دوگان برابر با تعداد جملات مدل اول يرهايمتغ
 يزيربرنامه يتيدوآل ياياز قضا. است يهندس يزيربرنامه
ه و ينه مساله اوليشود که جواب بهيجه مينت يهندس

با ) ۱(نه مدل يجواب به يعني. کسان دارندير يدوگان مقاد
  . کسان استي) ۲(نه مدل يجواب به

اي از سازي هندسي ساختاري براي حل ردهدر واقع بهينه
 غيرخطي است که با تبديل برنامهسازي بهينه مسائل

ريزي هاي نامساوي به برنامهريزي غيرخطي با محدوديت
شود که هاي خطي، تبديل ميغيرخطي با محدوديت

  .باشدتر از حل مساله اوليه ميآسان
 ريزي هندسي، برنامهبا استفاده از دوگان مدل برنامه پس

 هايبا محدوديت )۱( خطي به فرم مدل ريزي غير
هاي ريزي غيرخطي با محدوديت نامساوي به برنامه

. تر از حل مساله اوليه استشود که آسانخطي، تبديل مي
، جواب )۲(در واقع با حل دستگاه معادلات خطي مدل 

  .    آيدبدست مي) ۲(بهينه مدل 
  
   هاي تصادفيمحدوديت با هندسي ريزيبرنامه -۳

 يت براياز عدم قطع يمختلف يهاحالت يل واقعيدر مسا
 ياز کاربردها ياريبس .مساله وجود دارد يپارامترها

هستند  يمهندس يل طراحيدر مسا يهندس يسازنهيبه
در . باشنديق مشخص ميکه پارامترها به صورت دق

ب به يوجود دارند که ضرا ييهاحالت يل واقعيمسا
مثال زمان مورد  يبرا. ستنديق مشخص نيصورت دق

قات يمختلف در تحق يهاتيکامل کردن فعال ياج براياحت
ت پروژه ممکن است به صورت يريشرفت در مديو پ

  .باشد يتصادف

)١(  

)۱۲(  
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ا يبا تمام  ينه سازيمسئله به, يتصادف يزيربرنامه
، چارنز و ۱کيدانتز. است يتصادف ياز پارامترها يتعداد
ها آن ]۱۴و۱۵[ .نه هستندين زميشگامان اياز پ ۲کوپر

-پارامترها به يخط يهااز مدل ياريدر بسمشاهده کردند 
 يصورت احتمال ستند بلکه بهيق مشخص نيطور دق
دگاه يد ديشنهاد کردند که بايها پن آنيبنابرا. هستند
ب ين فرض که ضراين کرد، با ايگزيرا جا يتصادف

ع يتابع توز يهستند که دارا يتصادف يرهايرمعلوم، متغيغ
 يکي يود احتماليبا ق يزيرمسئله برنامه .مشخص هستند

است، که در آن  يتصادف يزيرمسائل برنامه يهااز حالت
نقض  يبرا ياحتمال يعنيهستند،  يود به صورت احتماليق

 يزيرمساله برنامه. شوديود در نظر گرفته مين قيشدن ا
ر در نظر يبه صورت ز يتصادف يبا پارامترها يهندس

  :شوديگرفته م
,
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که پارامترها داراي توزيع نرمال به صورت 

2~ ( , ), ( ) , ( ) , ( )c N ci t i i t i i t i ،2~ ( , )c N cp p p 

). باشديم , ) Cov c cp l  و( , ), ( ) , ( )Cov c ci t i i t k  
مستقل از هم  يتصادف يرهايباشند و متغيمعلوم م

بالا  يهندس يزيرمساله برنامهنکه يبا توجه به ا. هستند
 حل مدل برنامه يباشد، برايم يپارامتر تصادف يدارا

را به يک مدل ) ۳(ريزي هندسي تصادفي، بايد مدل 
براي حل آن . سازي با پارامترهاي قطعي تبديل کردبهينه

مساله . شودهاي تصادفي استفاده مياز روش محدوديت
به صورت  يتصادف يهاتيبا محدود يهندس يزيربرنامه

  : ر استيز
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0نشان دهنده احتمال و " Pr"در مدل بالا  1  ،

ام iقابل ذکر است که در مورد قيد . عددي معلوم است

احتمال آن که نامساوي
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 يزيرحل برنامه يبرا. است برقرار باشد، حداقل
به  ياحتمال يهاتيد محدودي، با)۴(مدل  ياحتمال يهندس
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صورت زير توان بهرا مي) ۴(مسئله بنابراين قيد احتمالي 

  :نوشت
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)با قراردادن  )

var( )

H E H
z

H




 


 zکه و با توجه به اين 

  :داراي توزيع نرمال استاندارد است، داريم
 

   
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   
      
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تجمعي نرمال تابع توزيع  Φطوري که در عبارت فوق به
  :در نتيجه. استاندارد است

 
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(
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 
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
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1 1

2 ,1 2( ) 0
1 1
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
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 
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 

  
 
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 

 

)1که  )  معکوس  در سطحبنابراين . باشديم

),قيد احتمالي  )
1 1

sh p jPr c xp jp j


    

 
  مدل

  :شودبه فرم قيد قطعي به صورت زير تبديل مي) ۴(

 
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
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  به طور مشابه محدوديت احتمالي
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  :شوداز رابطه بالا نتيجه مي
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  :صورت زير است به) ۴(بنابراين شکل قطعي مدل 
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) ۵(باشد، پس مدل مي چون تابع هدف مينيم روي 
 :باشدمعادل با مدل زير مي

(
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1 11 1
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ر ييحال با تغ. باشديم يرخطيغ يزيرک برنامهيمدل بالا 

 يزير ک مدل برنامهيبه ) ۶(ر، مدل يز ييرهايمتغ
  . شوديل ميتبد يهندس

  :ديفرض کن
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-به مدل برنامه) ۶(بالا، مدل  يرهايمتغ يگذاريپس با جا
  .شوديل مير تبديز يهندس يزير
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 يزير، دوگان مساله برنامه)۲( با استفاده از مدل دوگان
 . ديآير بدست ميبه صورت ز) ۷(مدل  يهندس
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,، p ،p، )۸(متغيرهاي مدل  ( )i t i و, ( )i t i 
بدست ) ۷(، جواب بهينه مدل )۸(با حل مدل . باشنديم

 يزيرکه پارامترها در مدل برنامه يدر صورت. آيدمي
بدست آوردن  يبرا) ۸(باشند، از مدل  يمنف يهندس

 يمنف يبا پارامترها يهندس يزيرنه برنامهيجواب به
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 يهندس يزير ن مدل برنامهيبنابرا. توان استفاده کردينم
  :شودر در نظر گرفته مييرا به صورت ز يب منفيبا ضرا
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   يعدد يهامثال - ۴
ر با سه يز يهندس يزيرر ، برنامهيج اخيف نتايتوص يبرا
ع يتوز يتصادف يت با پارامترهايک محدودير و يمتغ

  .شوديه مينرمال ارا
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به  ۱شده مثال  ي، مدل  قطع)۷(با استفاده از مدل 

 :شوديل مير تبديصورت ز
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هاي بهينه مدل بالا براي ، جواب)۱۲(با حل مدل 
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. 7 . . . 5

,3

, , ,1,1 1,2 1 2 0.

0 5832 0 3490 0067

02770 0 167 0 194

0 027 0 0062 0 0422 005

  

  

   

  

  

   

 

مدل  يم و تابع هدف برايتصم يرهاينه متغيمقدار به
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
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مقادير بهينه متغيرهاي دوگان به  0.90براي 
  . آيدصورت زير بدست مي

= 0.6015 0.3477, 0.0508 ,1 2 3

0.2869, 0.1932, 0.16331,1 1,2 1,3
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م و تابع هدف در ير تصميمتغ يهانه جوابيمقدار به
ر بدست يبه صورت ز) ۱۱(مدل  يبرا 0.90حالت 

  :ديآيم
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) ۱۲(مقادير بهينه بدست آمده از مدل  0.97براي 
  . آيدبه صورت زير بدست مي

=0.5756 0.3492, 0.0751 ,1 2 3
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م و تابع هدف در حالت يتصم يرهاينه متغيمقدار به
0.97 ديآير بدست ميبه صورت ز) ۱۱(مدل  يبرا:  
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به طور خلاصه مقادير بهينه تابع هدف و متغيرهاي 
در 0.97و  0.90,0.95براي ) ۱۱(تصميم مدل 

  . آمده است ۱جدول 

  
  )۱۱( ر تابع هدف مدليمقاد. ۱جدول     
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  :۲مثال 
در تابع  يتصادف يبا پارامترها يهندس يزيرمدل برنامه

 .ميدهيه مير ارايها به صورت زتيهدف و محدود
0.11 1.35 1 1.3 1.1 1 0.1 1

4 41 1 2 3 2 1 2 3

. .

2 1 2 2 ,4 41 1 2 3 2 1 3 1
2 1.4 2.2 ,4 4 43 1 2 3 1 2

0, 0, 0, 0.41 2 3
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min c x x x x c x x x x

s t
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a x x x x a x x b

x x x x

 
,کنيم که فرض مي , , , , 41 2 1 2 3     c c a a a a  داراي توزيع

  .نرمال به صورت زير باشند
( 7 ,1 ), ( 3 ,0.1 ),

( 5 ,1 ), ( 2 ,0.1 ),1 2
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2 , 2.5.1 2 

c N c N1 2
a N a N

a N a N

b b

 

 
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) ۱۳(و پارامترهاي بالا، مدل ) ۷(با استفاده از مدل قطعي 

  :شودريزي هندسي زير تبديل ميبه مدل برنامه
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  :باشدير مي، دوآل مدل بالا به صورت ز)۸(براساس مدل 
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تصميم و تابع  همانند مثال قبل مقادير بهينه متغيرهاي

جواب بهينه متغيرها و . توان بدست آوردهدف را مي
 0.90 ،0.95هاي مقادير تابع هدف براي حالت

  . آمده است ۲در جدول ) ۱۴(مدل  0.97و 
  

  گيرينتيجه
 ييروش کارا يهندس يزيرهمانطور که گفته شد برنامه

. است يخط ريغ يساز نهياز مسائل به يا حل رده يبرا
معلوم و  يبا پارامترها معمولاً يهندس يزيربرنامه

ن است يت امر اياما واقع. مشخص به کار برده شده است
 يقطع يهابه داده ي، دسترسيل واقعيکه عمدتاً در مسا

صورت ها به ست و دادهير نيپذرنده امکانيگميتصم يبرا
ها ممکن است ن دادهيا. ستنديق مشخص نيو دق يقطع

و  ي، فازيادار، بازهل کرانيمختلف از قب يهابه صورت
با  يهندس يزيرن مقاله برنامهيدر ا. باشند يتصادف

با استفاده از . در نظر گرفته شد يتصادف يپارامترها
ريزي هندسي تصادفي به يک ، مدل برنامهيهاتيمحدود

سازي هندسي با پارامترهاي قطعي تبديل ينهمساله به
ريزي هندسي با پارامترهاي براي حل مساله برنامه. شد

ريزي قطعي، با استفاده از مدل دوگان مساله برنامه
سازي هندسي قطعي شده، جواب بهينه مساله بهينه

همچنين براي توصيف و . تصادفي هندسي بدست آمد
 . هايي پرداخته شدلکارايي مدل ارايه شده به شرح مثا

  
  
  

  )۱۴(م مدل يتصم يرهاير تابع هدف و متغيمقاد. ۲جدول
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