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 ۲۸/۰۲/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۵/۱۱/۹۵تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
م و ينه مستقيها با هزداده شده است که محصولات از مبداتوسعه  ياثابت مرحله ينه ين مقاله مساله حمل و نقل با هزيدر ا

شوند. مدل پيشنهادي، مقدار حمل كالاها در آن مسيرها را با هدف مينيمم نمودن يبه مقصدها فرستاده م ياثابت مرحله
نيز برآورده شود. چون نمايد كه تقاضاي هر مشتري تعيين مي ياي) طورمستقيم و ثابت مرحله يهانهيها (مجموع هزهزينه

کوچک و  يهان مسأله در اندازهيقادر به حل ا يسازنهيبه يافزارها، نرمسخت است يمساله از نوع مسائل چند جمله ان يا
نشان  يج محاسباتيم. نتايکنيشنهاد ميلاگرانژ را پ يسازآزاد بزرگ، روش يمتوسط هستند.  به منظور حل مسأله در اندازها

 ينه سازيبه ينرم افزارهاسه با يبا ابعاد بالاتر در مقا يليقادر به حل مسا ينگيلاگرانژ با شکاف به يروش آزادسازدهد که يم
  است. 

  
  .لاگرانژ ياي، مسأله حمل و نقل، آزادسازثابت مرحله هاي کليدي: واژه

                                                
                                                                                                          Email: sajedinejad@gmail.com:دار مکاتباتعهده. *

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه  - ۱
مساله حمل و نقل با هزينه ثابت نوعي از مساله حمل و 

] ۱هيرسش و دانتزيگ [نقل است. اين مساله ابتدا توسط 
فرمولبندي شده است. در مساله حمل و نقل با هزينه 

هزينه ثابت و يک هزينه حمل ثابت، براي هر مسير يک 
متغير براي هر واحد کالاي حمل شده وجود دارد. چون 

اي سخت است اين مساله از نوع مسائل چند جمله
، زمان محاسباتي براي بدست آوردن جواب هاي ]۲،۳،۴[

  يابد. دقيق به صورت يک تابع چند جمله اي افزايش مي
  را هاي حل مساله حمل و نقل با هزينه ثابت روش

توان به سه دسته دقيق، ابتکاري و فراابتکاري تقسيم مي
بندي هايي مانند روش صفحه برش، روش رتبهروشکرد. 

هاي و روش شاخه و کران مهمترين روش نقاط راسي
براي حل مساله حمل و نقل با هزينه ثابت است.  دقيق

] ثابت کردند که ناحيه شدني ۱هيرسش و دانتزيگ [
با هزينه ثابت يک مجموعه محدب مساله حمل ونقل 

کراندار است و تابع هدف آن يک مجموعه مقعر است. 
] يک الگوريتم براي پيدا کردن جواب دقيق با ۵گري[

ريزي صحيح و يکسري تجزيه آن به يک مساله برنامه
ها به دليل زير مساله حمل و نقل  ارايه داد. اين روش

  حجم محاسباتي سنگين، ناکارا هستند. 
ققين زيادي براي حل مساله حمل و نقل با هزينه مح

هاي ابتکاري تلاش کردند، اولين بار ثابت با روش
مساله حمل و نقل با هزينه ثابت را  ]۶بالينسکي [

تقريبي براي حل  -فرمولبندي نمود و يک روش ابتکاري
ديابي ، ]۸مورتي [، ]۷کان و بامول [اين مساله ارايه کرد. 

سان و ، ]۱۱پاليکار و همکاران [، ]۱۰ساندروک [، ]۹[
راج و ، آنتوني ]۴و۲،۳ادلخا و همکاران [، ]۱۲همکاران [
هايي بدست آوردن جواب مساله روش ]۱۳همکاران [

حمل و نقل با هزينه ثابت، توسعه دادند. روش آزادسازي 
پيشنهاد شد،  ]۱۵و۱۴رايت و ديگران [لاگرانژ توسط 

حل مساله حمل و  تکنيک تقريب خطي براي ]۹ديابي [
نقل با هزينه ثابت را ارايه کرد. اگرچه روش هاي ابتکاري 

  کارا هستند، اما ايراد اصلي  بطور محاسباتي معمولاً
هاي ابتکاري اين است که امکان دارد در يک بهينه روش

 ابند. موضعي که خيلي از جواب بهينه دور است، خاتمه ي
  ]، ۱۶،۱۷ژنتيک [ مانند الگوريتم هاي فراابتکاريروش

الگوريتم ايمني مصنوعي و ژنتيک بر اساس درخت فراگير 
هايي هستند که براي حل مساله حمل و نقل ] نمونه۱۷[

  با هزينه ثابت پيشنهاد شده است. 
در مساله حمل و نقل با هزينه ثابت، اگر هزينه ثابت را 

اي در نظر بگيريم، مساله ايجاد شده در به صورت پله
در عمليات به مساله حمل و نقل با هزينه ثابت تحقيق 

اي معروف است. مساله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله
پيشنهاد ] ۱۸کووالسکي و لو [اي اولين بار توسط مرحله

هايي اين مساله را به يک مساله شده است. آنها با تقريب
حمل و نقل معمولي تبديل کردند و با حل مساله حمل و 

ايجاد شده، يک جواب شدني براي مساله  نقل معمولي
اي پيشنهاد کردند و حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله

سپس اين جواب را بهبود دادند تا اينکه يک جواب بهينه 
اي حاصل براي مساله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله

  گرديد.  
مساله حمل و نقل با ] ۱۹محمودي راد و همکاران [

اي را در شرايط عدم قطعيت مورد هزينه ثابت مرحله
بررسي قرار دادند. آنها با در نظر گرفتن هزينه هاي حمل 
و نقل ثابت و متغير به صورت اعداد فازي، جوابي براي 

  مساله حمل و نقل پيشنهاد کردند.  
به منظور حل مساله حمل با ] ۱۷ملاعليزاده و همکاران [

ري استفاده هاي فراابتکااي از روشهزينه ثابت مرحله
کردند. آنها با استفاده از الگوريتم ممتيک براساس درخت 
فراگير، جوابي نزديک به جواب بهينه براي مساله اصلي 

  پيشنهاد کردند. 
سازي روش آزادسازي لاگرانژ براي حل مسايل بهينه

ولي  ]، ۱۴[اي استفاده شده است ترکيباتي بطور گسترده
روش براي حل مساله  بر اساس تحقيقات انجام شده اين
اي بکار گرفته نشده و حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله

در اين پژوهش به منظور حل مساله حمل و نقل با هزينه 
اي در ابعاد بالا از روش آزادسازي لاگرانژ ثابت مرحله
  شود. استفاده مي

گردد. ساختار مقاله به اين شرح است که در ادامه بيان مي
مساله حمل و نقل با هزينه ل رياضي در بخش دوم مد

پيچيدگي مدل رياضي و . اي آورده شده استثابت مرحله
روش آزادسازي لاگرانژ به ترتيب در بخش سوم و چهارم 

به حل مساله  رد. در بخش پنجمگيمورد بررسي قرار مي
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اي با روش آزادسازي حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله
يجه محاسباتي در بخش لاگرانژ پرداخته شده است. نت

گيري و ارايه شود و در بخش هفتم نتيجهششم آورده مي
  گردد.پيشنهادات ارايه مي

 
  ايمسأله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله - ۲

نمادهاي زير براي تعريف مدل رياضي مسأله به کار 
  شوند. گرفته مي

  ها: مجموعه انديس
M ) تعداد مبدأهاi=1,2,…,M(  
N  مقصدها (تعدادj=1,2,…,N(  

  پارامترها: 
ia   ام  iظرفيت مبدا  
jb   ام  jظرفيت مقصد  

ijc ام به  i هزينه ارسال هر واحد کالا از مبدا 
  ام  j مقصد

ijf ام به  i کالا از مبداهزينه ثابت ارسال هر واحد  
  ام  j مقصد

ijh ام که  j ام به مقصد i مقدار کالايي که از مبدا 
بيش از آن هزينه ثابت دوم به مسأله تخصيص 

  شود.   داده مي

ijg هزينه ثابت اضافي براي ارسال هر واحد کالا از  
ام به شرطي که تعداد  j ام به مقصد i مبدا

   بيشتر شود. ijhکالاي ارسالي از 
   :متغيرهاي تصميم

ijx    jبه مقصد  iمقدار کالاي حمل شده از مبدا  

ijy 0ijxاست اگر  ۱متغير دودويي است که برابر      
  در غير اين صورت برابر صفر.  

ijz ijاست اگر  ۱متغير دودويي است که برابر   ijx h   
  در غير اين صورت برابر صفر.  

  
بنابراين مدل رياضي مسأله حمل و نقل با هزينه ثابت 

  ]:۱۸اي به صورت زير است [مرحله
(P1):Min         

 
   

  
1 1 1 1

M N M N

ij ij ij ij ij ij
i j i j

c x f y g z  

  

s.t.  




1

N

ij i
j

x a   ,i  




1

M

ij j
i

x b   ,j  

1 0

0
ij

ij

if x
y

otherwise


 


  , ,i j  

1

0
ij ij

ij

if x A
otherw is

z
e


 


  , ,i j  

0ijx                   , ,i j  
 {0,1}ijy                  , ,i j  
 {0,1}ijz                , ,i j  

  
کنيم در اين مساله، بدون کاستن از کليت آن فرض مي

مدل يک مدل حمل ونقل متوازن است، يعني مجموع 
عرضه کل با مجموع تقاضاي کل برابر است، در غير اين 
صورت با معرفي عرضه يا تقاضاي مجازي مدل را به يک 

تحت فرض کنيم. مدل متوازن تبديل مي

1 1

I K

i k
i k

a e
 

   مسأله)P1(  همواره يک جواب

   آسان است که نشان دهيم:شدني دارد. براي مثال، 
i j

ij

a b
x

d


     ,1,2, , 1 , ,,2,i M j N  

 که در آن
1 1

I J

i j
i j

d a b
 

    يک جواب شدني

هر  xاست. قابل ذکر است که براي هر بردار شدني 
  شود: به صورت زير کراندار مي ijxمولفه 

 , ,i j  0 m in{ , }ij ij i jx M a b    
يک مسأله کراندار است (زيرا ناحيه  )P1(همچنين مسأله 

 )P1(اي ندارد)، لذا مسأله شدني آن هيچ جهت دورشونده
با توجه به شدني و کراندار بودن همواره داراي جواب 

  بهينه است. 
     

، محدوديت)P1(در مسأله  -۱ لم
1 0

0
ij

ij

if x
y

otherw ise


 


با محدوديت زير  

  معادل است: 
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ij i j

,

{0,1}, M = min{a , b }, ,
ij ij ij

ij

x M y
y i j


 
 

  
0ijxاگر  اثبات.  0گاه آنij i jM y   و چون
{0,1}ijy  1، در نتيجهi jy  0. اگرijx  

0ijگاه آن ijM y و چون مسأله از نوع مينيمم ، 
0ijyسازي است در نتيجه   .  

  
، محدوديت )P1(در مسأله  -۲لم 

1

0
ij ij

ij

if x A
otherwis

z
e


 


با محدوديت زير معادل  

  است: 
, {0,1},ij ij ij ij ijx A M z z   ,i j  

min{ , },ij i jM a b ,i j  
  است.   ۱مشابه لم  اثبات.

، مدل رياضي ۲و  ۱هاي بنابراين با در نظر گرفتن لم
اي به صورت زير مسأله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله

  شود: بندي ميفرمول
 
(P2):Min                

 
   

  
1 1 1 1

M N M N

ij ij ij ij ij ij
i j i j

c x f y g z  )۱(  

 s.t.    




1

N

ij i
j

x a   ,i  )٢(  




1

M

ij j
i

x b   ,j  )٣(  

ij ij ijx M y   , ,i j  )٤(  
 ij ij ij ijx h M z   , ,i j  )٥(  
0ijx   , ,i j  )٦(  

, {0,1}ij ijy z   , ,i j  )٧(  
  

 که در آن
i j i jM = m in { a , b تابع  (P2)در مدل. {

هاي مستقيم و ثابت حمل را )، مجموع هزينه۱هدف(
محدوديت )، ۲هاي (کند. دسته محدوديتمينيمم مي

  کنند. دسته عرضه کالا در مبدا را تضمين مي

ها را بيان )، محدوديت تقاضا در مقصد۳هاي (محدوديت
 و ijx)، که ارتباط بين ۴هاي (کنند. دسته محدوديتمي

ijy دهند که مسيرکنند، اطمينان ميرا برقرار مي (i,j) 
 يعني(شود ارسال کالا انتخاب ميبراي  1ijy ( به
 کهشرطي 0ijx .بيان ۵هاي (دسته محدوديت باشد ،(

تعداد کالاي ارسالي از   (i,j) کنند که اگر از مسيرمي
ijh  بيشتر شود، هزينه ثابت دوم هم به مسأله اضافه

)، به ۷) و (۶هاي (شود. بالاخره دسته محدوديتمي
هاي نامنفي بودن متغيرهاي تصميم و ترتيب محدوديت

  دودويي مسأله هستند. 
  
  پيچيدگي مدل  - ۳

اي جزء چون مسايل حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله
، حل اين مسايل ]۱۸اي سخت هستند [سايل چند جملهم

متوسط، با نرم افزارهاي هاي کوچک و تا حدي در اندازه
شود، اما با ريزي صحيح مختلط به آساني انجام ميبرنامه

يابد. از افزايش اندازه مساله، سرعت حل آنها کاهش مي
هاي بزرگ به دليل آنجايي که حل مسايل با اندازه

هاي حافظه با اين نرم افزارها دچار مشکل محدوديت
هاي متوسط ندازهشود، لذا براي حل چنين مسايلي در امي

و بزرگ به زمان بسيار زيادي نياز است و نرم افزارهاي 
ريزي عدد صحيح مختلط، تنها قادر به حل اين برنامه

هاي کوچک و تاحدي متوسط هستند. در مسايل در اندازه
سازي لاگرانژ را ادامه، براي حل چنين مسايلي روش آزاد

هاي اندازهکنيم که قادر به حل مسايلي در پيشنهاد مي
  بزرگ مي باشد. 

  
  روش آزادسازي لاگرانژ - ۴

هاي ريزي عدد صحيح مختلط در اندازهحل مسايل برنامه
 و CPLEX ارهايي نظيرکوچک و متوسط توسط نرم افز

Gurobi افزايش اندازه گيرد، اما با به راحتي صورت مي
يابد. حل مسايل بسيار کاهش مي مساله، سرعت حل آن

هاي حافظه با اين نرم افزارها دليل محدوديتبزرگ، به 
شود. روش آزاد سازي لاگرانژ يکي از دچار مشکل مي

سازي مقيد و هاي پرکاربرد براي حل مسايل بهينهروش
ريزي عدد صحيح است. مشکل به خصوص مسايل برنامه

به  ]۲۱و ۲۰ين بار توسط هلد و کارپ [اين روش که اول
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گرد ابداع شد، يکي از ورهمنظور حل مسأله فروشنده د
سازي مقيد و مشکل هايي است که يک مسأله بهينهروش

  کند. تر حل ميرا توسط يک مسأله ساده
ايده اصلي روش آزاد سازي لاگرانژ، آزاد کردن 

ها در ضريبي به نام هاي پيچيده و ضرب آنمحدوديت
  ها به تابع هدف مسأله نآضرايب لاگرانژ و افزودن 

تر از حل رود حل مسأله آزاد شده آسانانتظار مي باشد.مي
به ازاي هر مقدار ثابت از ضرايب مسأله اصلي باشد. 

لاگرانژ، جواب بهينه مسأله آزاد شده، کران پاييني براي 
سازي). به مسأله اصلي خواهد بود (در مسأله مينيمم

عبارت ديگر، هر جواب از مسأله آزاد شده يک کران براي 
دهد. به دليل حذف برخي ه اصلي ارايه ميجواب مسأل

قيود و بزرگتر شدن ناحيه شدني، حل مسأله آزاد شده 
از طرفي، جواب تر از حل مسأله اصلي خواهد بود. آسان

مسأله آزاد شده به شرط شدني بودن در مسأله اصلي، 
(در مسأله مينيمم کران بالايي براي آن خواهد بود 

ولاٌ يک الگوريتم ابتکاري . براي اين منظور، معمسازي)
براي ساختن جواب شدني (کران بالا) از جواب کران 

کردن،  در نتيجه با ماکزيممشود. پايين پيشنهاد مي
مينيمم حاصل از مسأله آزاد شده، کران پايين بهتري 

آيد و در يک فرآيند تکراري براي مسأله اصلي بدست مي
اصلي  توان جواب حاصل را به سمت جواب مسألهمي

سوق داد. براي اين منظور از روش زير گراديان براي حل 
 شود. مسأله ماکزيمممسأله دوگان لاگرانژي استفاده مي

سازي تابع لاگرانژ با متغيرهاي دوگان (ضرايب لاگرانژ) 
اگر چه روش نامند. را مسأله دوگان لاگرانژي مي

آزادسازي لاگرانژ براي حل مسايل حمل و نقل با هزينه 
اي بکار گرفته نشده ولي براي حل مسايل ابت مرحلهث

اي استفاده شده است. سازي ترکيباتي بطور گستردهبهينه
 ] را۱۴(براي ديدن برخي از کاربردهاي اين روش [

  ببينيد). 
  
  اي حل مساله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله -۵

ريزي متغيرهاي صحيح، بطور کلي در مسايل برنامه
هاي شامل متغيرهاي دودويي حل مسأله را محدوديت

هاي ها را محدوديتکنند، اين محدوديتدشوار مي
  گويند. براي ساختن مسأله آزاد شده، پيچيده مي

ها بايد به تابع هدف انتقال داده ترين محدوديتپيچيده
شوند. بر اساس بررسي صورت گرفته از مدل حمل و نقل 

) و ۴هاي (اد بالا، محدوديتاي در ابعبا هزينه ثابت مرحله
هاي سخت از مسأله هستند و به ) دسته محدوديت۵(

 شوند. با ضربهاي پيچيده انتخاب ميعنوان محدوديت
ها به ترتيب در ضرايب لاگرانژ کردن اين محدوديت

0ij   0وij   ،و افزودن آنها به تابع هدف
گرانژ آزاد شده بدست خواهد آمد. همچنين دسته مسأله لا

محدوديت زايد زير به منظور بدست آوردن کران پايين 
  شود: بهتر به مدل اضافه مي




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M

i ij j
i
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  بنابراين مساله لاگرانژ آزاد شده به صورت زير خواهد بود: 
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  جهت بدست آوردن کران پايين براي مسأله اصلي، مسأله 
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و  ijyبالا بايد حل شود. با توجه به اينکه متغيرهاي 

ijz وجود ندارد، لذا ۱۱) و (۱۰هاي (در محدوديت (  
توان جملات مي
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) حذف کرد. در نتيجه مسأله آزاد سازي لاگرانژ ۹هدف (
   شود:به دو زير مسأله به صورت زير تجزيه مي

  :)P3(زير مسأله 
(P3):     
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 0ijx   , ,i j  )١٨( 

  
   :)P4زير مسأله (

 
, {0,1}ij ijy z   , ,i j  )۲۰(  

 
  دار متغيرها و عبارات بيانگر مقدار بهينه اگر شکل ستاره

) با P2) براي مسأله اصلي (LBآنها باشد، کران پايين (
 آيد: استفاده از رابطه زير بدست مي

   * * *
2 3( , )LR P PLB OF OF OF  )۲۱(  

  
*که 

2POF  و*
ijkx ) از حل زير مسألهP3 که يک (

) به P3آيند. زير مسأله (مسأله خطي است، بدست مي
 دليل خطي بودن به سادگي توسط نرم افزارهاي بهينه
سازي قابل حل است. براي بدست آوردن مقدار بهينه زير 

ابتکاري که در زير پيشنهاد )، از يک الگوريتم P4مسأله (
  کنيم.  شود، استفاده ميمي
  
  الگوريتم ابتکاري براي حل زير مسأله  - ۱- ۵

)، با توجه به P4براي بدست آوردن جواب بهينه مسأله (
هاي سازي است، حالتاين که اين مسأله از نوع مينيم

    گيريم:زير را در نظر مي
ijبراي مقادير منفي  :۱حالت ij ijf M  و
ij ij ijg M  مقدار بهينهijy  وijz  برابر يک

شوند، يعني انتخاب مي * *1, 1ij ijy z .  
ijبراي مقادير مثبت  :۲حالت ij ijf M  و
ij ij ijg M  مقدار بهينهijy  وijz  برابر صفر

شوند، يعني انتخاب مي * *0, 0ij ijy zدر نتيجه .  
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بنابراين الگوريتم بدست آوردن کران پايين براي مسأله 

  آورده شده است. ۱در شکل  ۱در الگوريتم ) P2اصلي (

   

(P4): 
s.t. 
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  : الگوريتم کران پايين۱الگوريتم 
*را جهت بدست آوردن جواب بهينه)P3(. مسأله ۱

ijx  و مقدار تابع هدف بهينه*
2POF  .حل کنيد  

i,. براي ۲ M j N     :مراحل زير را انجام دهيد  
0ijاگر  .۱. ۲ ij ijf M   قرار دهيد: گاه آن* 1ijy  :در غير اين صورت قرار دهيد ،* 0ijy  .  
0ij. اگر ۲. ۲ ij ijg M   گاه قرار دهيد آن* 1ijz  :در غير اين صورت قرار دهيد ،* 0ijz  .  
  را محاسبه کنيد، يعني )P4(. مقدار تابع هدف بهينه ۳

* * *
3

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

M N M N M N

P ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
i j i j i j

OF f M y g M z h  
     

      ۴ مقدار تابع هدف مسأله لاگرانژ را به .

  عنوان کران پايين مسأله اصلي محاسبه کنيد: 
* * *

2 3( , )LR P PLB OF OF OF     
  پيدا کردن کران پايين براي مسأله اصلي : الگوريتم۱شکل

 
، براي توليد ۱از کران پايين توليد شده توسط الگوريتم 

شود که در استفاده مي )،P2کران بالا براي مسأله اصلي (
  بخش بعدي آمده است. 

  
  توليد کران بالا براي مسأله اصلي  - ۲- ۵

آيد، براي محاسبه بدست مي ۱که توسط الگوريتم جوابي
شود. در موارد زيادي جواب کران کران بالا استفاده مي

پايين ممکن است در مسأله اصلي شدني نباشد. در چنين 
مواردي بايد روش ابتکاري براي بدست آوردن يک جواب 
شدني براي مسأله اصلي، با استفاده از جواب حاصل از 

هاي حالت کران پايين، ارايه داد. در مسأله تحت بررسي،
  نقض براي جواب مسأله عبارتند از:  

*اگر :۱حالت 0ijy  و* 0ijx دهد باشد، معني مي
فرستاده شده  jبه مقصد  iکه يک تعداد کالايي از مبدا 

  ولي هزينه ثابتي براي آن در نظر گرفته نشده است.   

*اگر :۲حالت 0ijz  و * 0ij ijx h  باشد، معني
 jبه مقصد  iدهد که يک تعداد کالايي از مبدا مي

اي براي آن در نظر فرستاده شده ولي هزينه ثابتي مرحله
  گرفته نشده است.   

*اگر :۳حالت 1ijy  و* 0ijx  باشد، معني  
فرستاده  jبه مقصد  iدهد که هيچ کالايي از مبدا مي

  نشده ولي هزينه ثابتي براي آن در نظر گرفته شده است. 
*اگر :۴حالت 1ijz و * 0ij ijx h  باشد، معني

 jبه مقصد  iکالا از مبدا  ijhدهد که هيچ يا حداکثر مي
اي براي آن در نظر فرستاده شده ولي هزينه ثابتي مرحله

  گرفته شده است. 
بالا براي بدست آوردن يک کران بالاي  ۴تا  ۱هاي حالت

شدني، بايد اصلاح شوند. براي اين منظور يک الگوريتم 
  شود. ابتکاري در زير پيشنهاد مي

  
  کران بالا: الگوريتم ۲الگوريتم

i,. براي ۱ M j N     :مراحل زير را انجام دهيد  
* جواب مسأله لاگرانژ، يعني ١ريتم . با استفاده از الگو١. ١ 
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*. اگر ٢. ١ *0 & 0ij ijy x  آن گاه قرار دهيد* 1ijy  .۱ .۳ اگر .* *0 & 0ij ij ijz x h    آن گاه قرار دهيد* 1ijz  .  
*. اگر ٤. ١  *1 & 0ij ijy x  گاه قرار دهيد آن* 0;ijy   .  
*. اگر ۵. ۱ *1 & 0ij ij ijz x h    آن گاه قرار دهيد* 0;ijz  .  
*. با استفاده از ٢

ijx ،*
ijy  و*

ijz ) و قرار دادن در تابع هدف مسألهP2(  کران بالاي مسأله اصلي را محاسبه کنيد، يعني  
* * *
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  : الگوريتم پيدا کردن کران بالا براي مسأله اصلي۲شکل
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، جوابي که از کران پايين حاصل ۲با استفاده از الگوريتم 
گردد، با انجام تغييراتي براي مسأله اصلي يک کران مي

  بالا خواهد بود. 
  
  الگوريتم آزادسازي لاگرانژ - ۳- ۵

بار که يک کران پايين و در نتيجه کران بالا براي هر 
هاي تلاف بين کرانآيد، اگر اخمسأله اصلي بدست مي

کمتر از مقدار کوچک از پيش تعيين شده پايين و بالا 
يابد و جواب ) باشد، الگوريتم خاتمه مي(مي گوييم

شود. در غير بدست آمده به عنوان جواب بهينه معرفي مي
شود. در هر اين صورت، الگوريتم تا تکرار معيني اجرا مي

  تکرار، ضرايب لاگرانژ بايد به روز شوند که يکي از 
]. ۲۳و  ۲۲هاي معروف، روش زيرگراديان است [روش

براي اين منظور، يک طول گام براي هر تکرار بوسيله 
  شود:رابطه زير محاسبه مي

   





( ( , ))iter iter iter
iter LR
ij

UB OF
P

 )٢٢(  

 

  2

1 1

( )
M N

iter iter
ij ij ij

i j

P x M y   

 

   2

1 1
( )

M N
iter iter
ij ij ij ij

i j
x h M z   

1 ( )itet itet itet iter iter
ij ij ij ij ij ijx M y       )٢٣( 

1 ( )itet itet itet iter iter
ij ij ij ij ij ij ijx M z h      

 
)٢٤(  

که  (0 بهترين کران  UBشود، انتخاب مي [2,
بالاي بدست آمده تا اين تکرار و 

 ( , )iter iter ite r
LROF  مقدار تابع هدف بهينه از مسأله

 . همچنين اگر پس از چندين تکرار،) استP2آزاد شده (
 بهبودي در مقدار کران پايين صورت نگيرد، مقدار 

شود. معيار توقف براي روش آزاد سازي لاگرانژ نصف مي
يکي از معيارهاي است که قبلاٌ بيان شد. روند کلي روش 

د سازي لاگرانژ براي مسأله تحت بررسي، در الگوريتم آزا
  آمده است. ۳در شکل  ۳

  
  سازي لاگرانژ: الگوريتم آزاد۳الگوريتم 

0ite. شمارنده تکرار الگوريتم را انتخاب کنيد(۱ r  .(  
*. مقدار ضرايب لاگرانژ را انتخاب کنيد (۲ *0 , 0i ter ite r       .(  
Uانتخاب کنيد. ( مقدار کران بالا و کران پايين را. ۳ B    0وL B  .(  
2را انتخاب کنيد. ( . مقدار ٤  (  
  ) را تعيين کنيد. I. ماکزيمم تعداد تکرارها (۵

UB . تا زماني که۶ LB
UB




 مراحل زير را تکرار کنيد.   

)حل کرده و مقدار بهينه آن يعني، ۱. مسأله آزادشده لاگرانژ را با الگوريتم ۱. ۶  , )iter
LROF    .را بدست آوريد  

). اگر ۲. ۶  , )iter iter iter
L ROF LB   گاه قرار دهيد: آن( , ),iter iter iter

LRLB OF  * *,iter iter     
  را بدست آوريد. iterUB،جواب شدني براي مسأله اصلي با مقدار تابع هدف٢-٣. با استفاده از الگوريتم ٣ .۶
iterUBاگر   .۴. ۶ UB گاه قرار دهيد آن: iterUB UB .  
  ) به روز کنيد. ٢٤)  تا (٢٢مقدار ضرايب لاگرانژ را با استفاده از روابط ( .۵. ۶ 
2گاه قرار مي دهيم تکرار متوالي، مقدار کران پايين بروز نشود) آن ٣٠. اگر (در ٦. ٦   .  
1i . قرار دهيد٧ te r i te r   برويد.  ٦و به گام  

  اي: الگوريتم کلي آزاد سازي لاگرانژ براي مسأله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله۳شکل
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  نتايج محاسباتي  - ۶
در اين بخش الگوريتم آزادسازي لاگرانژ را براي مسأله 

عددي اي در قالب مثال حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله
کد GAMS 23.5 کنيم. الگوريتم با نرم افزار اجرا مي

 Intel Core 2 شده و روي کامپيوتري با مشخصات
Duo 2.53 GHz  2.00و GB RAM  .اجرا شده است

مسأله در ابعاد مختلف در نظر گرفته شده  ۱۵همچنين 
ها و متغيرهاي مسأله به صورت است. تعداد محدوديت

  شوند:زير محاسبه مي

|تعداد متغيرهاي پيوسته عبارتند از:  -الف | | |M N . 
تعداد متغيرهاي صحيح (دودويي) عبارتند از:  -ب

 2 | | | |M N . 
  ها برابر است با:تعداد محدوديت -ج

    | | | | 5 | | | |M N M N  . 
 ۲و  ۱اندازه مسايل و مشخصات پارامترها در جدول 

  نشان داده شده است. 

  : مشخصات پارامترها براي مسايل مختلف۱جدول
 مقادير پارامترها پارامترها هاانديس

 i M ia  200, 400U 
 j N jb  50,  100U 

  , i M j N ijh  10,  800U 
  , i M j N ijc  20,  150U 
  , i M j N ijf  200, 600U 
  , i M j N ijg  200, 600U 
  , i M j N ijM min{ , }i ja b 

  
، براي بزرگترين اندازه (يعني مسأله ۲با توجه به جدول 

متغير پيوسته،  ۹۱۰۰۰۰)، مسأله تحت بررسي شامل ۱۵
محدوديت  ۴۵۵۲۰۰۰متغير صحيح دودويي و  ۱۸۲۰۰۰۰

است که نشان دهنده آن است مسأله تحت بررسي چقدر 
  براي حل شدن سخت است. 

آزاد سازي لاگرانژ، تعداد تکرارها براي حل مسأله با روش 
 يعني 500I ،  21 0 ،max 30I و   که  2

در الگوريتم براي مسايل مختلف استفاده شده است. از 
اي با طرف ديگر مدل حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله

مستقيما حل شده است. با توجه به  GAMSنرم افزار 
اينکه در هر اندازه مساله، پنج مسأله تصادفي با الگوريتم 

حل شده، شکاف   GAMSآزادسازي لاگرانژ و نرم افزار
گزارش  ۳) در جدول Tو زمان اجرا ( )Gapبهينگي (
  شده است.

)قابل ذکر است که  )Gap UB LB UB  در .
و شکاف بهينگي هر  ، کران پايين، کران بالا۳جدول 

نشان داده شده است. همچنين از اين جدول اندازه مساله 
قادر به حل مسأله  GAMSتوان دريافت که، نرم افزار مي

 ۱۲تا  ۱که مسايل به بعد نخواهد بود درحالي ۱۳از شماره 
  کند. همچنين آن را بطور بهينه حل مي

اجراي بهتري از روش آزادسازي  ۱۲تا  ۱براي مسايل 
به بعد روش آزادسازي  ۱۳لاگرانژ دارد، ولي از شماره 

دهد لاگرانژ، جواب خوبي با شکاف بهينگي داده شده مي
قادر به حل آنها نيست.  GAMSدر حاليکه نرم افزار 

شود که زمان اجراي روش نتيجه مي ۳همچنين از جدول 
  يابد.اد مسأله افزايش ميآزاد سازي لاگرانژ با افزايش ابع

  
  نتيجه گيري و ارايه پيشنهادات - ۷

در اين پژوهش ابتدا مدلي براي مسأله حمل و نقل با 
اي، ارايه شده و از آنجايي که اين هزينه ثابت مرحله

است، از روش  NP-Hardمسأله يک مسأله از نوع 
سازي لاگرانژ براي دستيابي به جواب مسأله  ابتکاري آزاد

دهد که استفاده شده است. نتايج مثال عددي نشان مي
ريزي عدد صحيح تنها قادر به حل نرم افزارهاي برنامه

که روش آزاد اين مسايل تا ابعاد خاصي هستند در حالي
سازي لاگرانژ با يک شکاف بهينگي قادر به حل ابعاد 
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وضوعاتي که براي تحقيقات بعدي م باشد.ي ميبالاتر
توان برشمرد، عبارتند از: حل مساله حمل و نقل با  مي

هاي تجزيه بندرز، تجزيه هزينه ثابت با استفاده از روش
ولف، شاخه و برش و شاخه و قيمت و با در  -دنتزيگ

نظر گرفتن مقادير تقاضا در مقصد به صورت تصادفي و 
    .  هاي فراابتکاريسپس حل آن با روش

  تقدير و تشکر 
بدين وسيله نويسندگان مقاله از پشتيباني مالي دانشگاه 
آزاد اسلامي واحد مسجد سليمان، در قالب طرح پژوهشي 
تحت عنوان، روش آزاد سازي لاگرانژ براي مساله حمل و 

  نمايند.اي، تشکر و قدرداني مينقل با هزينه ثابت مرحله
  

  اندازه مسايل آزمايشي: ۲جدول 

 |ࡺ| |ࡹ| شماره مساله
  تعداد متغيرها

 هاتعداد محدوديت
 صحيح پيوسته

1 10 20 200 400 1030 
2 20 40 800 1600 4060 
3 30 70 2100 4200 10600 
4 50 100 5000 10000 25150 
5 80 170 13600 27200 68250 
6 100 250 25000 50000 125350 
7 200 400 80000 160000 400600 
8 250 500 125000  250000 625750 
9 300 600 180000 360000 900900 

10 350 700 245000 490000 1226050 
11 400 800 320000 640000 16601200 
12 500 900 450000 900000 2251400 
13 500 1000 500000 1000000 2501500 
14 600 1200 720000 1440000 3601800 
15 700 1300 910000 1820000 4552000 

  
  GAMS : اجراي روش آزادسازي لاگرانژ و جواب نرم افزار۳جدول 

شماره 
 مساله

 GAMSاجرا با نرم افزار   اجرا با روش آزادسازي لاگرانژ 
 Gap Tmin Tavg Tmax  Gap Tmin Tavg Tmax 

1  0.02 0:0:67 0:0:68.6 0:0:74  0 0:0:0.23 0:0:0.38 0:0:0.52 
2  0.03 0:0:63 0:0:68.2 0:0:71  0 0:0:0.31 0:0:0.38 0:0:0.54 
3  0.05 0:0:129 0:0:132 0:0:139  0 0:0:0.83 0:0:0.9 0:0:1.09 
4  0.07 0:0:94 0:0:110 0:0:150  0 0:0:0.69 0:0:0.71 0:0:0.75 
5  0.09 0:05:01 0:05:20 0:05:57  0 0:0:1.7 0:0:1.76 0:0:20 
6  0.09 0:09:06 0:09:40 0:10:29  0 0:0:3 0:0:3 0:0:30 
7  0.11 0:35:20 0:37:39 0:39:41  0 0:0:11.3 0:0:11.49 0:0:11.7 
8  0.11 0:58:26 1:01:20 1:08:44  0 0:0:18.5 0:0:18.85 0:0:19.5 
9  0.11 1:15:27 1:20:18 1:35:30  0 0:0:28 0:0:28.6 0:0:30 

10  0.11 1:50:20 1:56:30 2:01:24  0 0:0:40 0:0:40.5 0:0:41 
11  0.11 2:13:03 2:25:26 2:41:03  0 0:0:54 0:0:56 0:0:62 
12  0.12 3:40:76 3:50:54 4:02:18  0 0:0:82 0:0:82.5 0:0:83 
13  0.12 3:49:56 4:02:13 4:12:26  - - - - 
14  0.12 7:54:21 8:05:51 8:24:22  - - - - 
15  0.13 11:45:21 12:02:21 12:21:01  - - - - 

  



 

 ۲۹                                                                                          ايروش آزاد سازي لاگرانژ براي مساله حمل و نقل با هزينه ثابت مرحله
 

   

 

  منابعفهرست 
 

[1] Hirsch, W. M., & Dantzig, G. B. 
(1968). The ϐixed-charge problem. 
Naval Research Logistics Quarterly, 15, 
413–424. 
 
[2] Adlakha, V., Kowalski, K., (2003), A 
simple heuristic for solving small fixed-
charge transportation problems, 
Omega , 31, 205-211. 
 
[3] Adlakha, V., Kowalski, K. (2004). A 
simple algorithm for the source 
induced fixed-charge transportation 
problem. JORS J. Oper. Res. Soc. 55, 
1275–1280.  
 
[4] Adlakha, V., Kowalski, K., (2010), A 
heuristic algorithm for the fixed-charge 
problem, OPSEARCH, 47(2):166–175. 
 
[5] Gray, P., (1971), Exact solution of 
the fixed-charge transportation 
problem. Oper. Res. 19, 1529–1538. 
 
[6] Balinski M. L, (1961), Fixed cost 
transportation problems. Naval 
Research Logistic Quarterly, 8(1):41–
54. 
 
[7] Kuhn, H.W., Baumol, W.J. (1962), An 
approximation algorithm for the fixed 
charge transportation problem. Nav. 
Res. Logistics Q. 9, 1–15.  
 
[8] Murty, K.G., (1968), Solving the 
fixed charge problem by ranking the 
extreme points, Operations Research, 
268-279.  
 
[9] Diaby, M., (1981), Successive linear 
approximation procedure for 
generalized fixed- charge 
transportation problems. Journal of 
Operational Research Society, 42:991–
1001. 
 

[10] Sandrock, K. (1988). A simple 
algorithm for solving small fixed-
charge transportation problems. J. 
Oper. Res. Soc. 39, 467–475.  
 
[11] Palekar, U.S., Karwan, M.H., Zionts, 
S. (1990), A branch-and-bound method 
for the fixed charge transportation 
problem. Manage. Sci. 36, 1092–1105.  
 
[12] Sun, M., Aronson, J. E., McKeown, 
P. G., Drinka, D., (1998), A tabu search 
heuristic procedure for the fixed charge 
transportation problem, European 
Journal of Operational Research, 106, 
441-456.  
 
[13] Antony, Raj, D., Chandrasekharan, 
R., (2012), A genetic algorithm for 
solving the fixed-charge transportation 
model: Two-stage problem, Computers 
& Operations Research 39, 2016–2032.  
 
[14] Wright, D., von, H., Lanzenauer, C., 
(1989), Solving the ϐixed charge 
problem with lagrangian relaxation and 
cost allocation heuristics, Eur J Oper 
Res, 42:304–12.  
 
[15] Wright, D., von, H., Lanzenauer, C., 
(1991), COLE: a new heuristic 
approach for solving the fixed charge 
problem Computational results. Eur J 
Oper Res, 52:235–46. 
 
[16] Molla-Alizadeh-Zavardehi, S., 
Hajiaghaei-Keshteli, M., 
Tavakkolimoghaddam, R., (2011), 
Solving a capacitated fixed-charge 
transportation problem by artificial 
immune and genetic algorithms with a 
Prufer number representation, Expert 
Syst Appl; 38: 10462–74. 
 
[17] Molla-Alizadeh-Zavardehi, S., 
Sanei, M., Soltani, R., Mahmoodirad, A., 
(2014), Solving a Step Fixed Charge 
Transportation Problem by a Spanning 



  ۳۰                                                    ۱۳۹۶ تابستان، دهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  رادعلي محمودي
 
 

 

 

Tree-Based Memetic Algorithm, 
International Journal of Mathematical 
Modelling & Computations, 4, 181-191.  
 
[18] Kowalski, K and Lev, Benjamin 
(2008), On step ϐixed charge 
transportation problem. OMEGA, 36, 
913-917. 
 
[19] Mahmoodirad, A, Hassasi, H, 
Tohidi, Gh, Sanei, M, (2013), step ϐixed 
charge transportation problems with 
fuzzy numbers, Scientific Journal of 
Mechanical and Industrial Engineering, 
2(3), 50-56.  
 
[20] Held, M., Karp, R. M., (1970), The 
traveling-salesman problem and 
minimum spanning trees, Operations 
Research, 18, 1138-1162.  
 
[21] Held, M., Karp, R. M., (1971), The 
traveling-salesman problem and 
minimum spanning trees: Part II, 
Mathematical Programming, 1, 6-26. 
 
[22] Fisher, M.L., (1981), The 
Lagrangian relaxation method for 
solving integer programming 
problems, Management Science, 27 (1), 
1–18. 
 
[23] Fisher, M. L., (2004), The 
Lagrangian relaxation method for 
solving integer programming 
problems, Management Science, 1861–
71. 
 
[24] Vignaux, G.A., Michalewicz, Z., 
(1991), A genetic Algorithm for the 
linear transportation problem, IEEE 
Transactions on Systems, Man and 
Cybernetics, 21: 445–52.  

 


