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   
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  خچه و مقدمهيتار - ۱
 يهااز ثابت يکيشود، ينشان داده م لر که با يثابت او

است که در قرن هجدهم توسط  ياضيمعروف پرکاربرد ر
]مثال مرجع يشد (برا يمعرف يلر و  ماسکورونياو , ]1 2 

لر ينوع او ياهم آن، ثابتيد). سپس به منظور تعمينيرا بب
 نه مرجعياز مقالات مهم در آن زم يکيشد که  يمعرف
[ د. يتوسط ساندور ارئه گرد ۲۰۰۷است که در سال  7[

]ن در مرجعيهمچن قات يلر و تحقينوع او يهاثابت 6[
انجام شده در مورد آنها، بطور کامل مورد مطالعه قرار 

وبستر توابع نوع  ۱۹۹۷گر در سال ياست. از طرف د گرفته
  يتابع گاما را که در معادله

( ) ( ) ( ) ;f x g x f x x  1   
  

- ه بوهريکردند، مورد مطالعه قرار داد و قضيصدق م
] م داد (مرجعيرا تعم مالراپ , ]2 د). اما در مرجع ينيرا بب8

[ توابع و توابع  ير حديپذد جمعيند مفهوم جدهوشم 3[
رمجموعه يف شده بر زيهر تابع تعر يها را برابند آنجمع

ا مختلط (فقط با شرط آن که دامنه آن ي يقياعداد حق
باشد) مطرح نموده و نشان داد که  يعيشامل اعداد طب

از آن در  ير مبحثيتوان به عنوان زيتوابع نوع گاما را م
مربوطه از  ياياز قضا ين راستا برخيا نظر گرفت. در

م داده شده يتعم يمالراپ به نحو مطلوب-ه بوهريجمله قض
کتا يو وجود جواب  يبند حدتابع جمع ييکتايط يو شرا

  يمعادلات تابع يبرا
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )1 1       x f x x x f x x

 
راً در مرجعيمورد مطالعه قرار گرفت. اخ 5 ر يپذجمع

و مورد  يمعرف سنده دوميز توسط نويتوابع ن يليلتح
 مطالعه قرار گرفته است. 

  
   و مختلط يقيتوابع حق يحد يريپذجمع

 کهيباشد بطور ا ي بهfD از يتابع fديفرض کن

fD
  )يعيدهنده مجموعه اعداد طبنشان 

}است و  }   بند). مجموعه جمعfD با  
{x :x }f fD

     
  

fxنروياز ا شود.يف ميتعر  اگر و فقط اگر  
{ , ,..., ,...} fx x x n D   1 2  

fDاگر
  ر در مرجعيز يتابع يهاگاه دنبالهآن

[   ر شده است:يبه آن نظ 3[
( , ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )
n

n n
n

k
k

R f x R x f n f x n

f x xf n R x


   

 
1

 

  
nتمام يبرا  وfx تابع .f در

fx ي(بطور مشابه روfS  ر ي) جمع پذ
)ياست اگر دنباله تابع )

n
f x در x  بطور مشابه در)

کنواخت ير يپذجمع f) همگرا باشد. تابعSهر نقطه
)شود اگريده مينام Sيرو )

n
f x يرو S يهمگرا 

  کنواخت باشد.ي
)يتابع حد )

n
f x بطور مشابه)( , )nR f x با (

( )f x بطور مشابه با)( , )R f xشود ي) نشان داده م
ا به اختصار تابع جمع ي( fيبند حدتابع جمع fو به 
fد که دامنه يم. توجه کنيگوئي) مfبند  بصورت ،  

}fدرxاست يپذجمع{ :f fD x

   

  
  ر مهم است کهياست. دانستن موارد ز

{ : }, ( )1 1          f f f fD x x f
  

fDني(بنابرا 
.( 

اگر
fD 

ميدار ( ) ( )f f   1  نيهمچنfD 
1 

)اگر و فقط اگر )nR ز معادل آن ين نياهمگرا بوده و  1
fاست که  f fD D D

 
 1ي. شرط لازم برا 

  آن است که  xدر fيريپذجمع
( ( ) ( ))n nn

lim R x xR 
 1 1   

  
)ن اگريهمچن )R 1 گاه، آن  

( . ) ( ) ( ) ( ) ;

( . ) ( ) ( ) ;
1

1 1 1 1

1 2
 






    

  

f

m

j

f x f x f x x D

f m f j m
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]در مرجع  اند و ر معادليز يثابت شده که گزاره ها 3[
ر يپذط صدق کند جمعياز آن شرا يکيکه در  يهر تابع

  شود:يده مينام يحد
)  الف) ) , f fR D D


 1   

)  ب) ) , ,1 1


     f f f fR D D D  
fxهر يپ) برا D ،( ) ( ) ( )f x f x f x   1  
fگاهباشد آن ير حديپذجمع fلذا اگر   در معادله

  يتفاضل يتابع
( ) ( ) ( ) ;1     fx f x x x D  

  
fنيکند بنابرايصدق م  لهن جواب معاديهمچن  

( ) ( ) ( ) ;1 1    fg x g x F x x D  
  

)است که در آن ) ( )F x f x 1.  
]از مرجع 303ه يقض يريبا بکارگ ميريگيجه مينت 4[

 : ,f   1 ر است اگر و فقط اگريپذجمعf 
) بازه  يرو , )1ر بوده ويپذجمع( , )R f 1 .  
در  يحد يريپذجمع يها بران محکياز مهمتر يکي

]مرجع دهد توابع يشده است که نشان م يمعرف 4[
)که  يا مقعريمحدب  , )nR f  يريپذکراندار باشد جمع 1

توابع  ياز آن برا يگريان دير بيه زيهستند. قض يحد
 : ,f   1 باشد. يم  

  
]( ه الفيقض دي). فرض کن4[ : ,f  1  ک ي

)که يباشد بطور يقيتابع حق )nR   گاهکراندار باشد آن1
يبه بعد رو ييجا از fالف) اگر ,fD  1  محدب

رمجموعه کرانداريهر ز يرو fگاها مقعر باشد آني
 ,f  کنواخت است. ير يپذ، جمع  

 يرو fب) اگر ,1 گاه محدب باشد، آن  
( ) ( ) ( ) ( ) ;f x x f f x x      1 1 1  

 
]مهم از مرجع يهاگر از محکيد يکي  301ه ي، قض4[

توابع  يحد يريپذجمع يرا برا يجه بعدياست که نت
  دهد.يکنوا مي

  

](ب  جهينت دي). فرض کن4[ : ,f  1  
کراندار است. اگر nfکه دنبالهيباشد بطور يقيحق يتابع
f يبه بعد رو يياز جا   

 ,1 گاهکنوا آنيf يرو است و يحد يريپذجمع 
 رمجموعه کرانداريهر ز , ير حديذپجمع 

 بکنواخت است.  
  
   يو معرف يبند حدمشتق توابع جمع - ۲

  افتهيم يلر تعمينوع او يهاثابت
) توسط هوشمند مطالعه f يعنيبند (مشتق توابع جمع
لر ينوع او يهااز ثابت يبه دسته ا آن يشد که دنباله تابع

  شود.يم يافته منتهيم يتعم
  م يدهيگاه قرار مر باشد آنيپذمشتقfيرو fاگر

( ) : ( ( )) ( ) ( )
n n

n

k
f x f x f n f x k 



    
1

 
)و حد آن تابع در صورت وجود با )f x  ش داده ينما

fشود. چون ( با انتخابيم logم ي) دار
( )log    نوع  يهان ثابتيش چنينما يپس برا

)از نماد  fلر وابسته بهياو , )n f x  و( )n f ز ين
)يبه جا )

n
f x  و( )

n
f    م و در واقع يکنياستفاده م

  ميدار
( , ) ( ) , ( ) ( )

n nn nf x f x f f         
 

)يقيتابع حق :۱- ۲مثال  ) ( ) x
af x exp x a   با

aشرط  )يم. دنباله تابعيريگيدر نظر م 1 )
n

f x 
 

  ميهمگراست و دار

( , ) ( )
n

n x k
a n k

x

exp x lim a a lna a

aa lna
a






 





1

1

 

  
)و  , )f x ندکير صدق ميز يدر معادله تابع  

( , ) ( , )
( ) ;
a a

a

exp x exp x
exp x x

  
  

1
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  م يدر واقع دار
( , ) ( , )

( )

( )

a a

x x

x x

a

exp x exp x
a aa ln a a ln a
a a

aa ln a a ln a
a a

exp x

 



 

 
 

  



1

1

1 1
1 11

 

  
)يقين اگر تابع حقيهمچن )f x log x   را در نظر

)يم، دنباله تابعيريبگ )
n

f x  جه يز همگراست و در نتين
  م يدار

( , ) ( )

( )

( )
( )( )
( )

( )

n

n k

k

lo g x lo g x

lim lo g n
k x

x
k k x

xx
x x

x
x











 






  

 


  



   



 




1

1

1

11

1

 

  
xتمام يبرا  ن جاي. در ا گاما ينشان دهنده تابع د

  م يريگيجه ميه الف نتياست و از قض
( ) ( )log x log x   1  

  و
( ) ( , ) ( ) , ( , )1          log x log x x log

 
بند جمع يمشتق دنباله تابع ييهمگرا يبرا يحال آزمون

از آن  لر حاصليافته نوع اويم يتعم يو ثابت ها يحد
از  يعيدسته وس يط وجوديم که نه تنها شرايکنيارائه م
xدهد بلکه در حالت خاصيرا به ما مآنها     آزمون

]ساندور از مرجع    دهد.يجه ميرا نت 7[
  

 ديفرض کن: ۲-۲قضيه : ,f  1 باشد  يتابع
) است. يو منف يا صعوديو مثبت ( ينزولکه مشتق آن 

)گاه آن , )n f xهر يبرا x   همگراست. افزون
)بر آن اگر , )nR f ) گاه تابع همگرا باشد آن 1 , )f xو

' ( )f x کند  ير صدق ميز يدر معادلات تابع  

( . ) ( , ) ( , ) ( ) ;
( . ) ( ) ( ) ( ) ;
1 3 1 1
1 4 1 1 

 

 

   
   

f x f x f x x
f x f x f x x

 

  
)نيانگيه مقدار ميبا اعمال قضاثبات.  . . )M V T يبرا 

f بازه يرو  ,n n 1)nدلخواه) وجود  يعيعدد طب
nn دارد c n  1 هکيبطور  

( ) ( ) ( )nf n f n f c  1  
  

  دهد که يک محاسبه ساده نشان مي ياز طرف
( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ;

n n

n

f x f x
f n f n f n x
f c f n x x

  
     

       

1105
1 1

1
 

  
nc رايز( n n x    1 f و1 است).  ينزول

) ن دنبالهيبنابرا ) ( , )
n nf x f x  يبرا x  

x ثابت  يقيعدد حقاست. حال  يصعود   را در نظر
 حيهر عدد صح يگر برايم از طرف ديريگيم

k n 2ميدار  
( ) ( ) ( )

k

k
f x k f t x dt f x k


        1

1  
  

  ن يبنابرا
( ) ( ) ( )

( ) ; , ,...,
f x k f x k f x k

f x k k n
      

   
1

1 2 3
 

  م که يريگيجه ميبالا نت يهايب نامساوياز ترک

( ) ( ) ( )

( )

n

k
n

k

f x k f x n f x

f x k





     

  




2

2

1

1
 

  
  کنديجاب مين ايو ا

( . ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , )
( ) ( )

( ) ( ) ;

n

f n f x n f x
f x f x
f n f x n

f x f x x


   

   
    
    

1 6 1
1

1
1 2
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 fيبرا نيانگيه مقدار ميگر با استفاده از قضيو بار د
 بازه يرو ,n x n 1 م يکنيدا ميپ

nn d x n   1 کهيبطور  
( ) ( ) ( ) ( )nf x n f n x f d    1 1  

  
  توان نوشت يم) ۱,۶( ينامساو يرين با بکارگيبنابرا

( . ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ;

n nf x x f d
f x f x
f x x

    
   

   

1 7 1
1 2
2

 

  
 يکند که برايجاب ميا )۱,۷( و )۱,۵( يهايلذا نامساو

xهر   يدنباله تابع( , )n f x .همگراست  
 با مشتق )۱,۴( و )۱,۳( يمعادلات تابعبه منظور اثبات 

  از اتحاد  يريگ
( ) ( ) ( )

( , ) ;
n n

n

f x f x f x

R f x x
   

 

1
1

  

  
  ميدار

( . ) ( ) ( )

( ) ( )
n

n

f x f x

f x f n x








 

  

1 8
1

 

  
  هد کهديک محاسبه ساده نشان مي ياز طرف

( , ) ( )
( ) ( );

n n

nR f f x n
f x f x x   

  
   

1

1
1 1 1 

  
) يبعدنباله تا ييحال با توجه به همگرا )

n
f x يرو

 , و دنباله( , )nR f   کنديجاب ميفوق ا ي، تساو1
( ) ( , ) ;

n
lim f n x R f x


    1 1 

  
  شوديجه مينت )۱,۸( در nن با يبنابرا

( ) ( ) ( ) ( , ) ;1 1 1      f x f x f x R f x
 

)ژه اگريه وب , )R f  1 م يگاه دارآن  
( , ) ( , ) ( ) ;f x f x f x x     1 1 

  
  

)يقيتابع حق  :۳-۲مثال  ) ( )f x tan x 1
با دامنه 

 ۲-۲ه يه الف و قضيقض يريدر نظر گرفته و با بکارگ 
يروfم کهيريگيجه مينت ,1 ر است يپذجمع

)مقعراست) وf(چون )f x هر يبرا ,x 
  همگرا است. لذا

( , ) ( , ) ( ) ( )

( )k

f x tan x tan x

x k

 


 






  

 
 

1 1

2
1

1
1 2

 

  
  ژهيبو

( )

( ( ) )

k
f

k

coth



 





 


  

 2
1

1
1 2

1 12 2

  

  
)نيهمچن , )f x کند.ير صدق ميز يدر معادله تابع  

( ) ( ) ( ) ;f x f x f x x      1 1 
  
  يعني

( , ) ( , )

( ) ( ) ;

tan x tan x

tan x x
x

  



 

  


1 1

1
2

1
1 11

 

  
  م يدر واقع دار

( , ) ( , )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

k k

n

f x f x

x k x k

lim tan x
x x n

 
  

 





  

  
    

  
  

 2 2
1 1

1
2 2

1
1 1

1 1 2 1 2
1 1

1 1

  

  
)يکه همان معادله تابع . )1 fيبرا 4 tan    است.  1

  
  لرينوع او يهااز ثابت گريد يارتباط با برخ - ۳

لر و وجود آنها را در ينوع او يهااز ثابت يساندور برخ
]مقاله   آنها ارائه  ييهمگرا يبرا يکرد و آزمون يبررس 6[
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داد. در آن مقاله تابع : ,F  1  يهايژگيبا و 
رفته در نظر گرفته شده است. مطابق نماد بکار  ينيمع

دو دنباله از  nBو nAديه ساندور فرض کنيشده در قض
ريپذتابع انتگرال : ,F  1  ر باشد يب زيبه ترت  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;

n n

n n
i
n n

n n
i

A A F F i F x dx

B B F F i F x dx n





 



  

   

 

 

1

11
1 1

11
1

 

)اگر ) 1
F x
x

 ها همانن دنبالهيگاه حد مشترک اآن 

  باشد.يم يماسکورون - لريثابت  او
  

]ه پ (ساندور يقض ]7(  
د تابعيفرض کن : ,F  1  و  يمثبت و نزول

)گاه دنباله وسته باشد آنيپ )nA F و همگرا و  يصعود
)دنباله  )nB F نکهيا فرض او همگراست و ب ينزول

( )
x
lim F x


   کسان دارند. يدو دنباله حد  

ه ياز قض ياجهيه (پ) نتيم که قضيکنيحال ادعا م
2 2 يبه ازا x    است (واضح است که عکس آن
  ست).يبرقرار ن

  
2ه ياز قض ياجهيه (پ) نتيقض: ۱-۳قضيه 2  است

x (در حالت خاص    (  
 د کهيفرض کن اثبات. : ,f  1 ط يدر شرا

ه يدر قضFنقش fنجايه (پ) صدق کند (در ايقض
 fوسته بوده و حديپ fنرويکند). از ايم يساندور را باز

يرو Fهيتابع اول يت موجود و داراينهايدر ب ,1 
2ه يط قضيشرا Fاست. حال تابع 2 ي(به جاf را (
)دارد لذا دنباله , )n F x يبراx   باشد. يهمگرا م

  مياما با محاسبه دار
( . ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n
n

k

B f F F

F F n F k





 

  
1

1

1 8 1

1
  

  
)دنباله ييبا توجه به همگرا , )n F جاب ي، رابطه فوق ا

)کنديم )nB f م يو دار همگرا بوده 

( . ) ( ) ( ) ( )B f F F 1 9 1  
 

)لذا  )nA f ر همگرا است يز با توجه به رابطه زين  
( ) ( ) ( )n nA f B f f n   1  

  
  جهيو در نت

( . ) ( ) ( ) ( ) ( )A f F F f   1 1 1  
  

)که  )f   همان( )
n
lim f n


)ت. لذا اگراس  )f     

  گاهآن
( ) ( ) ( ) ( ).A f B f F F   1  

  
pد يفرض کن: ۲- ۳مثال    يثابت يقيعدد حق 1

)ديباشد و قرار ده ) ( )pf x log xبا توجه به .
p  بر f'شوديجه مينت 1 ,1 و  ينزول

2ه يط قضيمثبت است پس شرا 2 را دارد و  

( ) (( ) ( ) )

(( ( )) ( ) ( ) )

n
p p

n k

p p p

k

pf lim log n log k
k

p
plog k log k log k
k

p















  


 
   


 






1

1

1

1

1

1

1
 

)نيبا رابطه بدست آمده ب ياز طرف )f ،( ')B f و
( ')A f )ن کردنيزگيبا جاF لهيبوسf و تابعf
  م داشتيخواه )۱,۱۰(و  )۱,۹( ) درf'توسط 

( ') ( ') ( ) ( ).f A f B f f f     1  
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