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  چکيده
ن مدل يشود. در ايزاده ارائه م -بر اعداد يمبتن يون خطيب رگرسيب ضرايد جهت برآورد تقريک روش جدين مقاله، يدر ا

زاده هستند. جهت برآورد -اعداد يبا ارزشگذار يري) مقادyر وابسته (يون و متغيب رگرسيهستند و ضرا يقيمشاهدات اعداد حق
ل کرده سپس دو يتبد يفاز يون خطيزاده را به دو مدل رگرس- بر اعداد يمبتن يون خطيرگرس ن مدل ابتدا مدليب ايضرا

ير وابسته متغ yر مستقل و يمتغ xو  يون خطيب رگرسيضر Aم که در آن يکنيل ميتبد Ax=yمدل را به صورت دستگاه 
دو  يم. طيکنياستفاده م dبر فاصله  يدستگاه فوق از روش مجموع مربعات خطا مبتن يسازممينيم يت برايدر نها است.

 برخوردار است.ي ون بر اساس اعداد فازيجهت برآورد رگرس ياز دقت مطلوب يشنهاديم که روش پيدهيمثال نشان م
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  مقدمه - ۱
  د.يريرا در نظر بگ يون خطيرگرس يفرم کل

)۱(   Y୩ = A଴ + Aଵxଵ +⋯+ A୬x୬								 
  

 يقيجه مشاهدات حقيب و نتيکه در آن مشاهدات، ضرا
 يط واقعياز شرا يارين حال، در بسيهستند. اما با ا

کته شده يد يکيزيستم فيس يدگيچي، که در آن پيزندگ
تر لازم است که در آن يدگاه کليک دياست اتخاذ 

 ير عدديغ يهاون به عنوان سازمانيرگرس يرهايمتغ
]. متأسفانه، از جمله ۱اند [داده شده يزبان يرهايمانند متغ

ه ياغلب در خارج از محدوده از تجز يزندگ يط واقعيشرا
 ي] پس از معرف۳و۲ک هستند [يون کلاسيل رگرسيو تحل

 ۱۹۶۵توسط زاده در سال  يفاز يمفهوم مجموعه ها
ل يه و تحلي] محققان مختلف اقدام به گسترش تجز۶-۴[

 ي) براFLR( يفاز يون خطيون پرداختند. رگرسيرگرس
 ي]. فرم۷شنهاد شد [ين بار توسط تاناکا و همکاران پياول

 يقيکه در آن مشاهدات حق يفاز يون خطياز رگرس
مبهم و  يطيجه مشاهدات در محيب و نتيهستند، ضرا

  ر است.ينامعلوم به صورت ز
)۲(   y෤୩ = A෩୩଴ + A෩୩ଵxଵ +⋯+ A෩୩୬x୬			 
  

ن گونه از مسائل ارائه شده يجهت ا يمختلف يهاروش
باشند د ين اطلاعات مفينکه ايا ي]. اما برا۸-۱۲است [

ت آشکار يک ظرفي يها داراد قابل اعتماد باشند. انسانيبا
ر يه اطلاعات مبهم، غيبر پا يمات منطقياخذ تصم يبرا
ت ين ظرفيون ايزاسيباشند. فرماليا ناکامل ميق و يدق

  برآورد  ياست که به سخت يچالش يحداقل تا درجات
شنهاد کرد يزاده پ-را به نام عدد يشود. زاده موضوعيم
ن ي]. اول۱۳باشد [يم ൫A෩,B෩൯ يک جفت از اعداد فازيه ک

ر ياست که متغ يريمقاد يت برايک محدودي، A෩جزء، 
  است  يقيا مقدار حقيارزش  يکه دارا Xنامشخص 

ت ياز قابل ياسيمق B෩ يعنيتواند داشته باشد. جزء دوم يم
با  Bو  Aن جزء است. معمولاً ينان مربوط به اولياطم

قه، يدق ۴۵: (حدود شوند. مثلاًيف ميتوص يعيان طبيز
 يقات متعددير تحقياخ يهادر سال. ار مطمئن است)يبس

ن يزاده و همچن–بر اعداد  يدر خصوص مسائل مبتن
ز ي]. آنال۱۴- ۲۳ن اعداد صورت گرفته است [يکاربرد ا

از  ي) بسطZLRزاده ( -بر اعداد يمبتن يون خطيرگرس
ن ياز عنصرها در ا ياست که برخ يون فازيز رگرسيآنال

درجه  ياند دارامدل که با اطلاعات مبهم نشان داده شده
ون ين نوع رگرسي] ا۱۴[ ينان هستند که در کار قبلياطم

  م.ياکرده يرا معرف
بر اعداد زاده را به  يمبتن يون خطيرگرس يفرم کل

  د.يرير در نظر بگيصورت ز
)۳      (                            [Y୧]୸ = (Aଢ଼, Bଢ଼),  
  

.]که در آن  ]୸  زاده -بر اعداد يک مقدار مبتنينماد
قسمت  Bଢ଼و  Y୧ت مقدار يقسمت محدود Aଢ଼است. 

باشد. رابطه ياست) م Aଢ଼ ،Y୧ن که ياحتمال (احتمال ا
  ر هم نوشتيتوان به فرم زي) را م۳(
)۴(   [Y୧]୸ = [A଴]୸ + [Aଵ]୸x୧ଵ +⋯+ [A୬]୸x୧୬  
  

x୧ଵکه در آن  ∈ R	 و[A଴]୸, [Aଵ]୸, [Aଶ]୸, … , [A୬]୸	 
  زاده هستند.-اعداد ୸[Y୧]و 

ب به صورت يبه ترت ୸[y]و  ୸[A]د يفرض کن
[A]୸ = (A෩୩, A෩ୌ)  و[y]୸ = (y෤୩, y෤ୌ)  باشند که
		y෤୩	, y෤ୌ	, A෩୩	, A෩ୌ هستند.  ياعداد فازA෩୩	  وy෤୩ 

نان ينقش درجه اطم y෤ୌو  A෩ୌت و ينقش محدود
  فاد يا ୸[y]و  ୸[A] يب برايها را به ترتتيمحدود

,	y෤୩		که  يکنند. بحث را به حالتيم y෤ୌ	, A෩୩	, A෩ୌ 
م. در کار يکنيمتقارن باشند محدود م يمثلث ياعداد فاز

ون را مطرح ين نوع رگرسياز ا يمختلف يهاحالت يقبل
جهت برآورد مقدار آن  يهر حالت روش يم و برايکرد

کتا نبودند يجواب  يها دارااز روش يکيچ يارائه شد. اما ه
از مسئله که در آن مشاهدات  يحالت ين مقاله برايدر ا
جه مشاهدات نامعلوم و به يب و نتيهستند اما ضرا يقيحق

ارائه  يسيباشند روش ماتريم Z-يشکل ارزش گذار
ک ين روش يم با استفاده از ايدهيشود که نشان ميم

- بر اعداد يمبتن يون خطيمسئله رگرس يکتا برايجواب 
] ۱۰[ يو ولن روش ابتدا توسط سيد. ايآيزاده بدست م

ارائه شده است  يفاز يون خطيجهت برآورد مقدار رگرس
م يرا تعم ي] روش سو و ل۹[ يو طاهر يسپس محمد

ز از يدادند تا نواقص روش آنها را پوشش دهند. که ما ن
 يون خطيجهت برآورد مقدار رگرس يسين روش ماتريا



 

 ۷                                                                                    زاده-يک روش ماتريسي جهت برآورد ضرايب رگرسيون خطي مبتني بر اعداد
 

   

ن مقاله به شرح يم. ايکنيزاده استفاده م–بر اعداد  يمبتن
ان شده يب يه و ضروريم پاي، مفاه۲است. در بخش  ريز

بر  يمبتن يون خطي، برآورد رگرس۳است. در بخش 
ان شده است. در بخش يس بيزاده با استفاده از ماتر-اعداد

ان يب يريگجهي، نت۵آمده است. در بخش  ي، مثال عدد۴
  ، مراجع آمده است.۶شده است. در بخش 

  
 يه و ضروريم پايمفاه - ۲

ک زوج يرا با  يک عدد فازي ي. فرم پارامتر۱,۲ف يتعر
,aଵ(α))مرتب از توابع به صورت   bଵ(α))  که

0 ≤ α ≤   ر برقرار استيط زيشود و شرايم يمعرف 1
۱ (aଵ(α) بازه  يکراندار و از راست رو يک تابع صعودي

[0,   وسته است.يپ [1
۲ (bଵ(α) بازه  يکراندار و از چپ رو يک تابع نزولي

[0,  وسته است.يپ [1
  :و به صورت ياعداد فاز  Bو A. اگر ۲,۲ف يتعر

	[A]஑ = [aଵ(α), aଶ(α)]  
  و

 [B]஑ = [bଵ(α), bଶ(α)]   
  
α و ∈ [0, ن يب ين صورت اعمال فازيباشند، در ا [1

  ]:۱۱شوند [يف مين گونه تعريآنها ا
[A + B]஑ = [aଵ(α) + bଵ(α), aଶ(α) +
bଶ(α)]  
[−A]஑ = [−aଶ(α), −aଵ(α)] 
[A − B]஑ = [aଵ(α) − bଶ(α), aଶ(α) −
bଵ(α)]  
[λA]஑ = [λaଵ(α), λaଶ(α)],        λ ≥ 0 
[λA]஑ = [λaଶ(α), λaଵ(α)],								λ < 0 
 

 يهيبر پا B෩و  A෩ ين دو عدد فازي. فاصله ب۳,۲ف يتعر
  شود.يف مير تعريبه صورت ز f(α) يتابع وزن

d൫A෩,B෩൯ = ቈන f(α)dଶ(A෩஑, B෩஑)d஑
ଵ

଴
቉

భ
మ

 

dଶ൫A෩஑, B෩஑൯ = [aଵ(α) − bଵ(α)]ଶ 
                       +[aଶ(α) − bଶ(α)]ଶ 

  
  هستند، يدو عدد فاز B෩و  A෩که در آن 

 A෩஑ = [aଵ(α), aଶ(α)]  
  و

 B෩஑ = [bଵ(α), bଶ(α)]  
  

ک تابع ي f(α)هستند.  B෩و  A෩ يهابرش-αب يبه ترت
f(0)آن  ي] است که برا۰،۱بازه [ يرو يصعود = 0	 

∫و  f(α)dα = ଵ
ଶ

ଵ
଴  است. مقدارd	൫A෩஑, B෩஑൯  فاصله

رد. يگيرا اندازه م B෩و  A෩از  يبرش اعداد فاز-αن يب
,dଶ൫A෩஑را به عنوان وزن  f(α)توان تابع يم B෩஑൯ 

  ر کرد.يتعب
است اگر  يمثلث يک عدد فازي A෩ يعدد فاز. ۴,۲ف يتعر

  ر باشد:يت آن به صورت زيتابع عضو

A෩(x) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x − (a − sୟ୐)

sୟ୐
			a − sୟ୐ ≤ x ≤ a

൫a + sୟୖ൯ − x
R

			a ≤ x ≤ a + sୟୖ

0																													otherwise								

 

  
A෩م يسينويم = (a, sୟ୐, sୟୖ)୘ ،a  مقدارA෩  .استsୟ୐  و

sୟୖ چپ و راست. در حالت خاص، اگر  يب پنهايبه ترت
sୟ୐ =	 sୟୖ  باشد آنگاهA෩ ده يمتقارن نام يعدد فاز  

A෩م يسينويشود و ميم = (a, sୟ).  
A෩د ي. فرض کن۵,۲ه يقض = (a, sୟ)୘ و  

 B෩ = (b, sୠ)୘ متقارن باشند. آنگاه بر  يدو عدد فاز
f(α) يتابع وزن يهيپا = α،  

dଶ൫A෩,B෩൯ = (a − b)ଶ +
1
6
(sୟ − sୠ)ଶ 

  
  ].۹اثبات. [

  زاده-ف عدديتعر. ۶,۲ف يتعر
ر يک متغيزاده همراه با -ده عددي]، زاده ا۹در رفرنس [

ک زوج مرتب از يزاده - ک عدديکرد.  يمعرف Xنامعلوم 
رمجموعه يک زي Aنجا ي) است. در اA, B( ياعداد فاز

تواند داشته يم xر ياست که مقاد ييهاتياز محدود يفاز
نان ياس اطمياز مق ير مجموعه فازيک زي Bباشد و 
,x)است. زاده  Aمولفه  A, B)  ک يرا به عنوان

ن مقدار معادل يکرد و نشان داد ا يمعرف Z -يارزشگذار
,A)برابر است با  xن است که يبا ا B)نجا ي. در اZ 

  آورد.يرا فراهم م xر ياطلاعات راجع به مقدار متغ
  ر است.يبه صورت ز z ين ارزشگذارياز ا ييهامثال
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 ۳۰مطمئن است)، (حدود  يليقه، خيدق ۴۵مثال: (حدود 
  قه، مطمئن است).يدق
ک يشنهاد زاده به عنوان يطبق پ ܼ يبرا ين ارزشگذاريا

  د.ير گردير تفسيمشاهده و به صورت ز ݔت در يمحدود
Prob	(x		is		A)	is	B 

  
  است که يدر واقع بدان معن

R(y):		y			݅ݏ			ܣ → ݕ)ݏݏ݋ܲ = (ݑ =   (ݑ)஺ߤ
ܲ(y			݅ݏ			ܣ	) = ∫ ஺ߤ

	
ோ (ݑ) ௬ܲ(ݑ)݀ݑ		ݏ݅		ܤ  

  
از  يمقدار ݑو  ܣ يت مجموعه فازيتابع عضو ஺ߤکه 
ݕ)ܲ و ݕ احتمال يتابع چگال (ݑ)௬ܲاست.  ݕ	 =  (ݑ

ه را يع احتمال پايکه توزيياست. در جا yتابع احتمال 
ع احتمال ين اطلاعات واضح است که توزيم از ايدانينم

  است. يخود عدد فاز
Z෨ଵد يف. فرض کنيتعر. ۷,۲ف يتعر = (A෩, B෩)	  و

Z෨ଶ = (A෩′, B′෩   کهيباشند بطور ينامبر-يدو عدد ز 	(
 A෩ = (a, sୟ)୘	,			A′෩ = (a′, s′ୟ)୘  

  و
 B෩ = (b, sୠ)୘,				B෩′ = (b′, s′ୠ)୘  

  
 يتابع وزن يهيمتقارن باشند. آنگاه بر پا يفاز

f(α) = α] ،۱۴[  
dଶ(A,A′) = (a − a′)ଶ + ଵ

଺
(sୟ − s′ୟ)ଶ   

dଶ(B, B′) = (b − b′)ଶ +
1
6
(sୠ − s′ୠ)ଶ	 

 
Aس باشد و يک ماتري x. فرض ۸,۲ه يقض = x′x  که

 ݔس يباشد. اگر رتبه ماتر xس يترانهاده ماتر ′xدر آن 
݊برابر با  + ن يس معيک ماتري ܣس يباشد آنگاه ماتر 1

  ].۱۰مثبت است [
با  ۲,۱در رابطه  يفاز يون خطيبا توجه به مدل رگرس

  م.ير را داريه زيقض ۸,۲ه يو قض ۵,۲ه يتوجه به قض
݊برابر با  ݔس ي] اگر رتبه ماتر۱۰. [۹,۲ هيقض + 1 

ିଵ	Aباشد،  	ܵ ≥   يمم سازينيآن گاه مسئله م 0

൜ܽܣ = 	ݕ
ߪܣ = 	ܵ

 
  

  کتا است که از رابطه يجواب  يدارا

൜ܽ = 	ݕଵିܣ
ߪ = ଵିܣ 	ܵ

 

  
ିଵ	Aد (شرط يآيبدست م 	ܵ ≥ ن يتضم ۹,۲ه يدر قض 0

مدل  يب فازيضرا يها که پهنا	ߪر يکند که مقاديم
  باشند). يهستند، نامنف

  
بر اعداد زاده  يمبتن يون خطي. برآورد رگرس۳

  )) ZLR(  ينامبر- يون زي(رگرس
ف يبر اساس تعر ينامبر-يز يون خطيبرآورد رگرس يبرا
م که يکنيم ميابتدا مسئله را به دو قسمت تقس ۲-۷

ت و قسمت دوم بر اساس يقسمت اول بر اساس محدود
  ) را ۴نان قسمت اول است. لذا رابطه (ياس اطميمق
  يعني. ) نوشت۶) و (۵توان به فرم دو رابطه (يم
)۵   (        y෤୩ = A෩௞଴ + A෩୩ଵxଵ +⋯+ A෩୩୬x୬  

(y෤୩, x୧ଵ, x୧ଶ, … , x୧୬);			x୧୨ ∈ R,			 
i = 1,… ,m,				j = 1,… , n. 

  و
)۶          (y෤ୌ = A෩H0 + A෩ୌଵxଵ +⋯+ A෩ୌ୬x୬ 

(y෤ୌ, x୧ଵ, x୧ଶ , … , x୧୬);			x୧୨ ∈ R,		 
i = 1,… ,m,				j = 1,… , n. 

  
فوق  يهاکه به صورت ZLRون يبرآورد رگرس يبرا

ه شده است از روش مجموع مربعات خطا استفاده يتجز
ان يب ݀ن کار را با توجه به فاصله ي] که ا۱۰شود [يم

 توان نوشت يم ۳,۲ف يشده در تعر
,଴ܼ)ܧܧܵ ܼଵ, … , ܼ௡) =                              )۷(  

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ,ሚ଴ܣ൫ܧܧܵ …,ሚଵܣ , ሚ௡൯ܣ =෍݀ଶ

௠

௜ୀଵ

൫ ෨ܻ஺௜ , 					෤஺௜൯ݕ

	= ෍݀ଶ
௠

௜ୀଵ

൫ܣሚ଴ ௜ଵݔሚଵܣ+ ,௜௡ݔሚ௡ܣ+⋯+ ෤஺௜ݕ 	൯
																																																																																								

෨଴ܤ൫ܧܧܵ , ෨ଵܤ , … , ෨௡൯ܤ =෍݀ଶ
௠

௜ୀଵ

൫ ෨ܻ஻௜ , 							෤஻௜൯ݕ

	= ෍݀ଶ
௠

௜ୀଵ

൫ܤ෨଴ ௜ଵݔ෨ଵܤ+ +⋯+ ௜௡ݔ෨௡ܤ , ෤஻௜ݕ 	൯

 

  
  بر اعداد زاده که  يمبتن يخطون يفرمول رگرس ياز طرف
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توان به يدارند را م ينامبر-يز يريب آن مقاديضرا
   ر هم نوشتيصورت ز

ܼ଴ + ܼଵݔ௜ଵ +⋯+ ܼ௡ݔ௜௡ = 
൫ܣሚ଴, ෨଴൯ܤ +⋯		+ ൫ܣሚ௡ , ௜௡ݔ෨௡൯ܤ = 

)۸(  ቀ൫ܣሚ଴+⋯+ ,௜௡൯ݔሚ௡ܣ ൫ܤ෨଴   ௜௡൯ቁݔ෨௡ܤ+⋯+
  

ሚ௜ܣاگر  = ( ௝ܽ , ෨௜ܤ،  (௝ߪ = ( ௝ܾ, ،  	(௝ߜ
෤஺௜ݕ = ஺௜ݕ) , ஺ܵ௜) ݕ و෤஻௜ = ஻௜ݕ) , ܵ஻௜) .باشند 

  د.يآير در مي) به صورت ز۷رابطه (

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ,ሚ଴ܣ൫ܧܧܵ	݁ݖ݅݉݅݊݅ܯ ,ሚଵܣ … , ሚ௡൯ܣ
= ∑ 	௠

௜ୀଵ (ܽ଴ +⋯+ ܽ௡ݔ௜௡ − ஺௜)ଶݕ

+ ଵ
଺
∑ ଴ߪ) +⋯+ ௜௡ݔ௡ߪ − ஺ܵ௜)ଶ௠
௜ୀଵ

	
	

෨଴ܤ൫ܧܧܵ		݁ݖ݅݉݅݊݅ܯ , ,෨ଵܤ … , ෨௡൯ܤ
= ∑ 	௠

௜ୀଵ (ܾ଴ +⋯+ ܾ௡ݔ௜௡ − ஻௜)ଶݕ

+ ଵ
଺
∑ ଴ߜ) +⋯+ ௜௡ݔ௡ߜ − ܵ஻௜)ଶ௠
௜ୀଵ

 

  
ان شده در ين تابع بيعبارت بالا، از اول يمم سازينيم يبرا

ان شده در ين تابع بي، از دوم ௝ߪو  ௝ܽ) نسبت به ۹رابطه (
݆ يبه ازا ௝ߜو  ௝ܾ) نسبت به ۹رابطه ( = 0, 1, … , ݊ 

 يهاصفر قرار دادن عبارتم. از برابر يريگيمشتق م
݆حاصله، معادلات زير، به ازاي  = 0, 1, … ,  نتيجه ݊

  شونديم

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧෍	

௠

௜ୀଵ

(ܽ଴ + ܽ଴ݔ௜ଵ +⋯+ ܽ௡ݔ௜௡ − ௜௝ݔ	(஺௜ݕ = 0

෍(ߪ଴ + ௜ଵݔଵߪ +⋯+ ௜௡ݔ௡ߪ − ஺ܵ௜)	ݔ௜௝ = 0
௠

௜ୀଵ

෍	
௠

௜ୀଵ

(ܾ଴ + ܾ଴ݔ௜ଵ +⋯+ ܾ௡ݔ௜௡ − ௜௝ݔ	(஻௜ݕ = 0

෍(ߜ଴ + ௜ଵݔଵߜ +⋯+ ௜௡ݔ௡ߜ − ܵ஻௜)	ݔ௜௝ = 0
௠

௜ୀଵ

 

  
݅	 يکه در آن، به ازا = 1,… ௜଴ݔ، ݉, = قرار داده  1

  ير، به ازايشده است. از معادلات بالا روابط ز
 ݆ = 0, 1, … ,   :نديآي، به دست م ݊

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
ܽ଴∑ ௜଴௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ + ܽଵ∑ ௜ଵ௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ +⋯+ ܽ௡ ∑ ௜௡௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ
= ௜௝ݔ஺௜ݕ∑ ,			݆ = 0,1,… , ݊.																													

								
଴ߪ ∑ ௜଴௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ + ଵߪ ∑ ௜ଵ௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ ௡ߪ+⋯+ ∑ ௜௡௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ
= ∑ ஺ܵ௜ݔ௜௝ ,				݆ = 0,1, … , ݊.																											
																																																																								

ܾ଴∑ ௜଴௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ + ଵܾ ∑ ௜ଵ௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ +⋯+ ܾ௡ ∑ ௜௡௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ

= ௜௝ݔ஻௜ݕ∑ ,			݆ = 0,1,… , ݊.																											
																		

଴ߜ		 ∑ ௜଴௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ + ∑ଵߜ ௜ଵ௠ݔ

௜ୀଵ ௜௝ݔ +⋯+ ௡ߜ ∑ ௜௡௠ݔ
௜ୀଵ ௜௝ݔ

= ∑ܵ஻௜ݔ௜௝ ,				݆ = 0,1, … , ݊.																												

 

  
ون يبرآورد رگرس يک ارائه شده برايبا استفاده از تکن

] ۱۰[ يس توسط سو و ليبا استفاده از روش ماتر يفاز
و  ܾ، ߪ، ܽ ريل داده و با حل آن مقادير را تشکيدستگاه ز

  نديآيبه دست م ߪ

)۱۱  (                             ൞

ܽܣ = ஺ݕ
ߪܣ = ஺ܵ
ܾܣ = ஻ݕ
ߪܣ = ܵ஻

																  

  
  شوديحل دستگاه فوق قرار داده م يبرا
ܣ                        )   ۱۲( =   																		,	ݔᇱݔ

ݔ = ቎
1
1⋯
1

ଵଵݔ
⋯ଶଵݔ
௠ଵݔ

⋯
⋯⋯
⋯

ଵ௠ݔ
ଶ௠ݔ
⋯
௠௠ݔ

቏

௠(௡ାଵ)

 

  
  است. ݔس يترانهاده ماتر ᇱݔس يکه در آن ماتر

  جه يدر نت

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ܽ = (ܽ଴ , ܽଵ ,… , ܽ௡)் ,			
஺ݕ		 = [∑ ௜଴௠ݔ஺௜ݕ

௜ୀଵ , ∑ ௜ଵ௠ݔ஺௜ݕ
௜ୀଵ , … , ∑ ௜௡௠ݔ஺௜ݕ

௜ୀଵ ]்

ߪ = ଴ߪ) , ଵߪ , … , ்(௡ߪ ,			
			 ஺ܵ = [∑ ஺ܵ௜ݔ௜଴௠

௜ୀଵ , ∑ ஺ܵ௜ݔ௜ଵ௠
௜ୀଵ , … ,∑ ஺ܵ௜ݔ௜௡௠

௜ୀଵ ]்

ܾ = (ܾ଴ , ଵܾ , … , ܾ௡)் ,			
஻ݕ		 = [∑ ௜଴௠ݔ஻௜ݕ

௜ୀଵ , ∑ ௜ଵ௠ݔ஻௜ݕ
௜ୀଵ , … , ∑ ௜௡௠ݔ஻௜ݕ

௜ୀଵ ]்

ߜ = ଴ߜ) , ଵߜ ,… , ்(௡ߜ ,			
		ܵ஻ = [∑ ܵ஻௜ݔ௜଴௠

௜ୀଵ , ∑ ܵ஻௜ݔ௜ଵ௠
௜ୀଵ ,… , ∑ ܵ஻௜ݔ௜௡௠

௜ୀଵ ]்
	

				 

 
شه يهم ܣنکه اگر ي، و با توجه به ا۸,۲ه يقض يهيبر پا

ر به يجه زياست، نت ଵିܣمعکوس  يمثبت باشد دارا
  د.يآيدست م

 

)۹(  

)۱۰(  

)۱۳(  
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݊برابر با  ݔس ياگر رتبه ماتر ۱,۳جه ينت + باشد آن  1
 ر است.يکتا به صورت زيجواب  ي) دارا۱۱گاه دستگاه (

)۱۴                  (             

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ܽ = ஺ݕଵିܣ
ߪ = ଵିܣ ஺ܵ
ܾ = ஻ݕଵିܣ
ߜ = ଵܵ஻ିܣ

											  

  
) با توجه به روابط ۶) و (۵هر کدام از روابط ( ياثبات. برا

  ميب داري) به ترت۱۰) و (۷(

)۱۵                   (                           ൜ܽܣ = ஺ݕ
ߪܣ = ஺ܵ

,  
 
)۱۶(                                                ൜ܾܣ = ஻ݕ

ߪܣ = ܵ஻
  

  
) و ۱۵هر دو دستگاه ( ۹,۲ه يو قض ۸,۲ه يبا توجه به قض

که دستگاه  يعنين يکتا هستند و ايجواب  ي) دارا۱۶(
  کتا است.يجواب  ي) دارا۱۱(

ر را در مورد يه زيتوان قضيبالا، م يجهينت يهيبر پا
  ) اثبات کرد.۳,۳عبارت ( يمم سازينيم

݊برابر با  ݔس ي. اگر رتبه ماتر۲,۳ه يقض + باشد،  1
A	ିଵ ஺ܵ ≥ ଵܵ஻ିܣو  0 ≥ مم ينيآن گاه مسئله م 0

کتا است که از رابطه يجواب  ي) دارا۳,۳عبارت ( يساز
ିଵ	A يهاد (شرطيآي) بدست م۱۰,۳( ஺ܵ ≥ و  0

ଵܵ஻ିܣ ≥ ر يکند که مقادين ميتضم ۲,۳ه يدر قض 0
مدل هستند،  يب فازيضرا يها، که پهناها௜ߜها و ௜ߪ

  باشند). ينامنف
ିଵ	Aکه  يدر صورت ஺ܵ < ଵܵ஻ିܣ	ا ي 0 < باشند.  0

ن يرفع ا يست و براي] جوابگو ن۱۰[ يگر روش سو و ليد
در برآورد  يو طاهر يکه محمد يکيمشکل از تکن

] ۹ها ارائه کردند [سيبا استفاده از ماتر يون فازيرگرس
که طبق  يد در مدليفرض کن يعنيشود. ياستفاده م

ها  ௜ߪا چند يک يم، يدهيها برازش مروش قبل به داده
ک ين صورت مجدداً يد. در ايآيبه دست م يها منف௜ߜا ي

ن تفاوت که يم، با ايدهيها برازش مد به دادهيمدل جد
௜ߪآنها  يرا که برا ييرهايب متغيضرا ن باريا < ا يو  0

௜ߜ < م. يکنيفرض م ير فازيبه دست آمده است، غ 0
رها را صفر ين متغيا يب فازيضرا يگر پهنايان ديبه ب

ها و ௜ܽر ين حالت، مقادين در اي]. بنابرا۹م [يدهيقرار م

ܾ௜ب از ي) مشابه حالت قبل به ترتيب فازيها (مراکز ضرا
ܽروابط  = ܾو  ஺ݕଵିܣ = ند. يآيبه دست م ஻ݕଵିܣ

 يب فازيضرا يها (پهنا௜ߜا يها و ௜ߪر يمقاد يبرا يول
∗ߪب از روابط يد به ترتيمدل) با = A∗ିଵ ஺ܵ  و

∗ߜ = A∗ିଵܵ஻ ߜو  ∗ߪن روابط ياستفاده کرد. در ا∗ 
ن تفاوت که يهستند با ا ߜو  ߪمانند  ييب بردارهايبه ترت

اند. ، حذف شدهير فازيب غيمتناظر با ضرا يهاهيدرا
ن تفاوت که ياست با ا Aمانند  يسيماتر ∗Aن يهمچن

  اند.، حذف شدهير فازيب غيمتناظر با ضرا يسطرها
 

  يج عددي. نتا۴
مربوط با  ينامبر-يز يون خطيبرآرود رگرس :۱- ۴مثال 

ر يبه صورت ز يشنهادي) با روش پ۱جدول ( يهاداده
] گرفته ۱۴) از مرجع [۱از اطلاعات جدول ( ياست (بخش
  شده است).

  ر استيبه صورت ز ′ݔو  ݔس يماتر

ݔ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1
1 2
1 3
1 4
1 5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ହ×ଶ

   , 

′ݔ = ቂ1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

ቃ
ଶ×ହ

 

  
  د.يآير به دست ميبه صورت ز Aس يمقدار ماتر

ܣ = ݔᇱݔ = ቂ1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

ቃ
	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1
1 2
1 3
1 4
1 5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

	

= ቂ 5 15
15 55

ቃ
ଶ×ଶ

 

  
، ଵ ،aିܣرين مقاديو همچن y୆ ،S୅  ،S୆	y୅ ،	ر يمقاد
σ ،b  وδ ند.يآير به دست ميز يهابه صورت  
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ܽ = (ܽ଴, ܽଵ)் ,			

஺ݕ		 = ൥෍ݕ௜ݔ௜଴

ଶସ

௜ୀଵ

,෍ݕ௜ݔ௜ଵ

ଶସ

௜ୀଵ

൩

்

= (50.4, 68.3)்																						

ߪ = ଴ߪ) , ்(ଵߪ ,

					 ஺ܵ = ൥෍ ௜ܵݔ௜଴

ଶସ

௜ୀଵ

,෍ ௜ܵݔ௜ଵ

ଶସ

௜ୀଵ

൩

்

= (11.6, 36.4)்																						

ܾ = (ܾ଴ , ଵܾ)் ,			

஻ݕ		 = ൥෍ݕ஻௜ݔ௜଴

௠

௜ୀଵ

,෍ݕ஻௜ݔ௜ଵ

௠

௜ୀଵ

൩
்

= (	2.375,7.385)்												

ߜ = ଴ߜ) , ்(ଵߜ ,

ܵ஻ = ൥෍ܵ஻௜ݔ௜଴

௠

௜ୀଵ

,෍ܵ஻௜ݔ௜ଵ

௠

௜ୀଵ

൩
்

= (2.168	, 6.522	)்									
	

 

ଵିܣ =
1
50

ቂ 55 −15
−15 5 ቃ 

ܽ = ஺ݕ	ଵିܣ =
1
50

ቂ 55 −15
−15 5 ቃ ቂ 50.4168.3ቃ 

				= ቂ4.951.71ቃ =
[4.95 1.71]் 

ߪ = 	ଵିܣ ஺ܵ =
1
50

ቂ 55 −15
−15 5 ቃ ቂ11.636.4ቃ 

				= ቂ1.840.16ቃ = [1.84 0.16]் 

ܾ = ஻ݕ	ଵିܣ =
1
50

ቂ 55 −15
−15 5 ቃ ቂ2.3757.385ቃ 

				= ቂ0.3970.026ቃ = [0.397 0.026]் 
 

ߜ = ଵܵ஻ିܣ =
1
50

ቂ 55 −15
−15 5 ቃ ቂ2.1686.522ቃ 

						= ቂ0.42820.0018ቃ = [0.4282 0.0018]் 
  

  جهيدر نت

ݕ = ሚ଴ܣ + ௜ଵݔሚଵܣ
= (4.95, 1.84)(3.97, 0.4282)
+ (1.71, 0.16)(0.026,  		௜ଵݔ(0.0018

  
ن مثال را با مقدار يتوان جواب بدست آمده در ايکه م

  سه کرد.ي] مقا۱۴بدست آمده در [
  ] :۱۴جواب بدست آمده در [

y = (4.95, 1.84)(0.398, 0.427) 
				+(1.70, 0.16)(0.025,  ݔ(0.002

  
مربوط با  ينامبر- يز يون خطي: برآرود رگرس۲- ۴مثال
ر يبه صورت ز يشنهادي) با روش پ۲جدول ( يهاداده

] گرفته ۱۰) از مرجع [۲از اطلاعات جدول ( ي(بخشاست 
  شده است).

  ر استيبه صورت ز ′ݔو  ݔس يماتر

ݔ = ൥
1 0.78
… …
1 1.13

൩
ଶସ×ଶ

 ,  

′ݔ = ቂ1 … 1
1 … 1.13ቃଶ×ଶସ

 

  
  د.يآير به دست ميبه صورت ز Aس يمقدار ماتر

ܣ =  ݔᇱݔ

			= ቂ1 … 1
1 … 1.13ቃଶ×ଶସ

൥
1 0.78
… …
1 1.13

൩
ଶସ×ଶ

 

			= ቂ 24 20.9
20.9 26.81ቃଶ×ଶ

 

  
، ଵ ،aିܣرين مقاديو همچن y୆ ،S୅  ،S୆	y୅ ،	ر يمقاد
σ ،b  وδ ند.يآير به دست ميز يهابه صورت  
  

  
  زاده- : ورودي حقيقي، خروجي مبتني بر اعداد۱جدول 

[Y୧]୸ =	(ܻ݅	, ݁݅, ݁݅	)் Xi i 
(8, 1.8)(0.495,0.492) 1 1 

(6.4, 2.2)(0.365,0.370) 2 2 
(9.5, 2.6)(0.444,0.400) 3 3 

(13.5, 2.6)(0.527,0.440) 4 4 
(13, 2.4)(0.544,0.466) 5 5 
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ܽ = (ܽ଴, ܽଵ)் ,

஺ݕ				 = ൥෍ݕ௜ݔ௜଴

ଶସ

௜ୀଵ

,෍ݕ௜ݔ௜ଵ

ଶସ

௜ୀଵ

൩

்

= (164.09, 202.37)்

ߪ = ,଴ߪ) ்(ଵߪ ,				

		 ஺ܵ = ൥෍ ௜ܵݔ௜଴

ଶସ

௜ୀଵ

,෍ ௜ܵݔ௜ଵ

ଶସ

௜ୀଵ

൩

்

= (16.41, 20.23)் 						

ܾ = (ܾ଴, ܾଵ)் ,

஻ݕ			 = ൥෍ݕ஻௜ݔ௜଴

௠

௜ୀଵ

,෍ݕ஻௜ݔ௜ଵ

௠

௜ୀଵ

൩
்

= (	9.01, 8.61)் 						

ߜ = ,଴ߜ) ்(ଵߜ ,

ܵ஻ = ൥෍ܵ஻௜ݔ௜଴

௠

௜ୀଵ

,෍ܵ஻௜ݔ௜ଵ

௠

௜ୀଵ

൩
்

= (12.74, 11	)் 				
	

 

ଵିܣ =
1

206.63
ቂ26.81 −20.9
−20.9 24 ቃ 

ܽ = ஺ݕ	ଵିܣ
=

1
206.63

ቂ26.81 −20.9
−20.9 24 ቃ ቂ164.09202.37ቃ

= ቂ0.826.90ቃ =
[0.82 6.90]் 

ߪ = 	ଵିܣ ஺ܵ
=

1
206.63

ቂ26.81 −20.9
−20.9 24 ቃ ቂ16.4120.23ቃ

= ቂ0.0826.090ቃ =
[0.082 0.69]்  

ܾ = ஻ݕ	ଵିܣ
=

1
206.63

ቂ26.81 −20.9
−20.9 24 ቃ ቂ9.018.61ቃ

= ቂ0.290.08ቃ =
[0.29 0.08]் 

ߜ = ଵܵ஻ିܣ
=

1
206.63

ቂ26.81 −20.9
−20.9 24 ቃ ቂ12.7411 ቃ

= ቂ 0.54
−0.01

ቃ = [0.54 −0.01]்  
 

ଵܵ஻ିܣديبا ياز طرف ≥ 0 ⟹ ߜ ≥   ن يبنابرا  .0

∗ߜ = ଵܵ஻ି∗ܣ =
1

20.9
[12.47] 

						= ቂ 0.54
−0.01

ቃ = 0.59 

  
  جهيدر نت

ݕ = ሚ଴ܣ + ௜ଵݔሚଵܣ
= (0.82, 0.082)(0.29, 0.59)
+ (6.90,  ௜ଵݔ(0.08)(0.69

  
x୧ଵ يبه ازا = به  ينامبر- يون زيمقدار رگرس 0.75

  د.يآير بدست ميصورت ز
ݕ = ൫0.82 + (6.9 × 0.75), 0.082

+ (0.69
∗ 0.75)൯, (0.29
+ (0.08 ∗ 0.75), 0.59) 

ݕ = (5.9, 0.59)(0.35, 0.59) 
 

  ] :۱۴[جواب بدست آمده در 
y = (5.7, 0.6)(0.36, 0.51)			 
 

  
  

  زاده.–هاي عددي و خروجي مبتني بر اعداد : داده۲جدول 
௜ݔ شماره مشاهدات ௭[௜ݕ]  = ௞௜ݕ) , ு௜ݕ)(௜ݏ , ܿ௜) 

1 0.78 (3.08, 0.31)(0.23, 0.39) 
2 0.64 (2.86, 0.29)(0.22, 0.37) 
3 0.62 (6.25, 0.63)(0.40, 0.59) 
4 0.49 (4.11, 0.41)(0.29, 0.48) 
5 1.10 (1.04, 0.10)(0.08, 0.16) 
6 0.61 (2.71, 0.27)(0.21, 0.36) 
7 0.74 (4.45, 0.45)(0.31, 0.50) 
8 1.15 (6.92, 0.69)(0.43, 0.62) 
9 1.08 (7.41, 0.74)(0.45, 0.63) 

10 0.38 (9.08, 0.91)(0.50, 0.67) 
11 0.61 (6.56, 0.66)(0.41, 0.60) 
12 0.98 (5.05, 0.51)(0.34, 0.53) 
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13 0.71 (5.23, 0.52)(0.35, 0.54) 
14 0.51 (5.16, 0.52) (0.35, 0.54) 
15 0.77 (11.10, 1.11)(0.56, 0.69) 
16 0.99 (4.47, 0.45)(0.31, 0.50) 
17 3.56 (28.84, 2.88) (0.69, 0.55) 
18 0.86 (9.43, 0.94) (0.52, 0.67) 
19 0.61 (4.50, 0.45)(0.31, 0.50) 
20 0.64 (9.30, 0.94)(0.51, 0.67) 
21 0.71 (9.48, 0.95)(0.52, 0.67) 
22 0.61 (3.65, 0.37)(0.26, 0.44) 
23 0.63 (10.14, 1.01)(0.54, 0.68) 
24 1.13 (3, 0.3)(0.22, 0.39) 

  
  
  
  
  يريگجهينت

 يها روشسيم با استفاده از ماتريکرد ين مقاله، سعيدر ا
زاده که در -بر اعداد يمبتن يون خطيجهت برآورد رگرس

 يرهايب و متغيو ضرا يقيمستقل مقدار حق يرهايآن متغ
 يزاده هستند را معرف-بر اعداد يمبتن يريوابسته مقاد

 يرهاين که متغيمسئله با توجه به ان يحل ا يم. برايکن
زاده دارند  -بر اساس اعداد يريب مقاديوابسته و ضرا

زاده را به دو مدل - بر اعداد يمبتن يون خطيمدل رگرس
م سپس با استفاده از يکنيل ميتبد يفاز يون خطيرگرس

مجموع مربعات  يسازممينيبر م يمبتن يسيروش ماتر
ک از دو مدل ير ب هيضرا dخطا با توجه به فاصله 

ିଵ	Aکه  يحالت يرا برا يفاز يون خطيرگرس ஺ܵ ≥ 0 
ଵܵ஻ିܣو  ≥  يحالت يم. و برايآوريباشند بدست م 0

ିଵ	Aکه  ஺ܵ < ଵܵ஻ିܣ	ا ي 0 < باشند از روش  0
ب دو مدل استفاده يب ضرايتقر يبرا يو طاهر يمحمد

ب دو مدل يضرا يگذاريت با جايم. که در نهايکرد
 يون خطيرگرس يعني يدر مدل اصل يون فازيرگرس
د. يآيب مسئله ما بدست ميزاده ضرا-بر اعداد يمبتن

مستقل برابر  يرهايس متغيم که اگر رتبه ماترينشان داد
݊با  + ିଵ	Aو   1 ஺ܵ ≥ ଵܵ஻ିܣو  0 ≥ باشند آن  0

کتا ي يجوا يدارا ۷,۳رابطه  يمم سازينيگاه مسئله م
روش ک مثال جواب بدست آمده از ي ياست. ط

خودمان  يرا با جواب بدست آمده در کار قبل يشنهاديپ

ون است ين مدل از رگرسيا يکه تنها روش موجود برا
  م. يسه کرديمقا
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