
 

 http://jnrm.srbiau.ac.irدسترسي در سايتِ 

 4141  مرداد و شهريور، پنجاه و پنجمهم، شماره يازدسال 

 X855-8855شماره شاپا: 

 
 

 

 
 

 یکنوا از معادلات لاپلاسی-بیضوی شبه پایایی اولام برای یک دستگاه

 

 31 قائمیمحمدباقر ، 8،4 مهدی چوبین

 
 ، ایرانایرانشهر، ولایتگروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه  (1)

          ، ایرانکرمانشاه، رازیگروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه  (2)
 ، ایرانتهران، علم و صنعت ایرانگروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه  (3)

 

 12/22/1023تاریخ پذیرش مقاله:    22/20/1021تاریخ ارسال مقاله: 

 چکيده

 لاپلاسیمعادلات  )همیاری( از کنوای-شبهبیضوی  راسیاس دستگاه-اولام-رزیها در این مقاله، پایایی
−𝛥𝑢 = 𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣),    𝑥 ∈ 𝛺,
−𝛥𝑣 = 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣),    𝑥 ∈ 𝛺,

               (∗) 

 دیآیوجود مه ب تیجمع کیو ژنت تیجمع ییایمختلف از جمله پو کاربردهایهمگن که در  لهیکرید یمرز طیبا شرا 

بعدی تعریف -𝑛عملگر لاپلاس  ℝ𝑛 ،𝛥𝑧در  𝛺��یک دامنه کراندار با مرز هموار  𝛺کنیم که در آن را بررسی می

:𝛥𝑧شده با ضابطه  =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥1
2 + ⋯ +

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝑛
,𝐹و  2 𝐺: 𝛺 × ℝ2 → ℝ  مقاله، توابعی معین هستند. هدف ما در این

یی به دو مفهوم و بالا ینییپا یها( با استفاده از روش جدید جواب∗دستگاه )راسیاس -اولام-زهایر اییپایبررسی 

 باشد. می« ضعیف»و « کلاسیک»
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 مقدمه -4

در  ]1[ با سوال  اولام است. این مساله اتیاضیرهای مختلف نهیزم درمهم  اریابزار بس کی تابعی معادلات یاییپا

  مطرح شد که: به این شکل 1002 سال

  «تحت چه شرایطی یک نگاشت جمعی نزدیک به یک نگاشت جمعی تقریبی وجود دارد.»

ای که نتیجهداد.  پاسخ باناخ فضاهای در تقریبی جمعی هاینگاشت دربارهاولام  سوال به بار اولین برای ]2[ز هایر 

 هایرز ارایه داد به شرح زیر است:

𝜀فضاهای باناخ حقیقی باشند و  𝐸2 و 𝐸1فرض کنید  > :𝑓 گاه برای هر نگاشت . آن0 𝐸1 → 𝐸2  که به ازای هر

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸1، 

(4) ∥ 𝑓(𝑥 + 𝑦) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) ∥
≤ 𝜀,     

:𝑔 یک نگاشت جمعی  𝐸1 → 𝐸2  وجود دارد به طوری که به ازای هر𝑥 ∈ 𝐸1،  ∥ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ∥≤ 𝜀. 

 ایننتیجه هایرز را تعمیم داد و  (1)در  𝜀به جای  𝑦و   𝑥وابسته به     𝜑با در نظر گرفتن یک تابع   [3]راسیاس 

بعد از آن،  است. شده شناخته راسیاس-اولام-زهایر اییپای یا اولام-زهایر اییپای تعمیم عنوان تحتامروزه  مفهوم

 ها مراجعه کنید.و منابع آن  [8،0،،،،،12،0،5]های مختلفی از این نتیجه بیان شد، به تها و صورتعمیم

ها [(. آن11کردند )] یرا بررس لیفرانسیمعادله د کی اولام-زهایر اییپایبودند که  یسندگانینو نیو گر اول نایآلس

𝜀و   ℝیه بازه باز در  𝐼اگر اند ثابت کرده > :𝑓پذیر نگاشت مشتقهر  یبراداده شده باشد،  0 𝐼 → ℝ   به طوری

𝑥که به ازای  ∈ 𝐼 ، 

∥ 𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∥≤ 𝜀, 
:𝑔پذیر یک نگاشت مشتق 𝐼 → ℝ  با ویژگی𝑔′(𝑥) = 𝑔(𝑥)  موجود است به طوری که به ازای𝑥 ∈ 𝐼، 

∥ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ∥≤ 3𝜀. 
ثابت  بیمرتبه بالاتر با ضرا یخط لیفرانسیمرتبه اول و معادله د یخط لیفرانسیمعادله د یداریبه پا جهینت نیا

 یخط یکینامی[ ، معادلات د،1لر ]یاو لیفرانسی[ ، معادلات د18] یکسر لیفرانسی[، معادله انتگرال د10،13،12]

 ، تعمیم داده شد.رهی[ و غ،1] یزمان یها اسیدر مق

 جینتا توانکه بعنوان نمونه میآغاز شده است  یبه تازگ یجزئ لیفرانسیدر معادلات د اولام-زهایر اییپای یبررس

-زهایر اییپای[ 22] ونگی. کردذکر  جانی[ را در ا21[ ، ]22[ ، لونگو و روس ]10[ ، ]15] ونگیبدست آمده توسط 

′𝑦به شکل  لیفرانسیمعادلات د اولام = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))  معادلات  اولام-زهایر اییپای[ 23] همکاران وو گاورتا

′′𝑦−به شکل  یمرز طیمرتبه دوم با شرا یخط لیفرانسید = 𝛽(𝑥)𝑦 ندرا ثابت کرد.  

 مرتبه اول معمولی لیفرانسیمعادلات د اسیراس-اولام-رزیاولام و ها-رزیها یاییپا [20]چوبین و جوانشیری 
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)) 

اثبات « 3ییو بالا ینییپا یهاروش جواب»جدید با عنوان  روش یک ، بر اساس2را بدون فرض پیوستگی لیپشیتز

بدست آمده بود  0یعنی روش نقطه ثابتموضوع  نیروش معمول در ابا که نتایج بدست  آمده قبلی  کردند و برخی

Δ𝑢(𝑥)−مرتبه دوم  یضویب لیفرانسیاولام معادلات د-رزیها بخشیدند. آنها همچنین پایاییبهبود را  =

𝑓(𝑥, 𝑢(𝑥)) ثابت کردند راهمگن  لهیکرید یمرز طیا شراب. 

                                                 
2 Lipschitz continuity  
3 upper and lower solutions method 
4 fixed point approach 



 80                                                                                یکنوا از معادلات لاپلاسی-بیضوی شبه پایایی اولام برای یک دستگاه
 

   

 همگن لهیکرید یمرز طیشرادستگاه لاپلاسی بیضوی با راسیاس -اولام-زهایر اییپایدر این مقاله، ما به اثبات 

(8) −Δ𝑢 = 𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝑥 ∈ Ω,
−Δ𝑣 = 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝑥 ∈ Ω,
𝑢 = 0 = 𝑣, 𝑥 ∈ ∂Ω,

 

:Δ𝑧عملگر لاپلاس تعریف شده با ضابطه  Δ𝑧پردازیم، که در آن می =
∂2𝑧

∂𝑥1
2 + ⋯ +

∂2𝑧

∂𝑥𝑛
2 ،Ω  یک دامنه کراندار با

,𝐹و  ℝ𝑛در  Ω∂مرز هموار  𝐺: Ω × ℝ2 → ℝ ( را یک دستگاه 2توابعی معین هستند. دستگاه )«8شبه یکنوا »

 باشند. ،ناکاهشی  𝑢نسبت به  𝐺و  𝑣نست به  𝐹نامیم هرگاه  می« ،همیاری»یا 

و  ینییپا یها( با استفاده از روش جدید جواب2دستگاه )راسیاس -اولام-زهایر اییپایدر این مقاله، بررسی  هدف ما

 یشناخته شده برا یابزار ییو بالا ینییپا یهاباشد. روش جوابمی« 0ضعیف»و « 5کلاسیک»یی به دو مفهوم بالا

 یو جزئ یمعمول لیفرانسیشامل معادلات د یمقدار مرز های مسایلکلاساز  یاریبس یبرا جوابوجود  جیاثبات نتا

𝛼با شرط   𝛽 و 𝛼 بالاییو  ینییپا یهاجواب است که وجودشده شناخته تیواقع کی نی. اباشدمی ≤ 𝛽 از  یحاک

𝛼 با ویژگی  𝑢یک جواب وجود  ≤ 𝑢 ≤ 𝛽 .وجود برای اثبات  ییو بالا ینییپا یهااستفاده روش جواب اولین است

معادلات  یبرا 1502جستجو کرد. در سال  کاردیتوان در پیرا م یو جزئ یمعمول لیفرانسیمعادلات دکلاسی از  جواب

 جواب کیرا از  کنوای ی[ ، او تکرارها،2] یمعمول لیفرانسیمعادلات د یبرا 1503[ و در 28] یجزئ لیفرانسید

ا توسط اسکورز لهیکرید یمعمول لیفرانسید لهمعادمساله  کی برای 1031در سال  هعمد تیکرد. موفق یمعرف ینییپا

آمد.  دستبه  [25ناگومو ]توسط  لهیکرید یجزئ لیفرانسید لهمعادمساله  کی برای 1080[ و در سال ،2] یدراگون

 یبرا) قرار گرفته است ی[ به طور گسترده مورد بررس20با شروع از آمان ] کیکلاس به مفهوم جوابوجود اثبات 

 جواب[ وجود 30[، ]33گامز ]-درابک-[ و کانادا32]سویرز -دانسر بعدا .شود([ مراجعه 31[ ، ]32به ] شتریاطلاعات ب

 را به معنای ضعیف ثابت کردند.

 (8راسياس دستگاه )-اولام-رزيها ياييپا -8

 شینما یاختصاص دارد. برا لهیکرید یط مرزایبا شر (2راسیاس دستگاه )-اولام-رزیها یاییبخش به مطالعه پا نیا

توان  یرا م  (2های دستگاه )جواباست که  لیدل نیبه ا نیا .میکن یم میبخش تقس ریدو ز بهبخش را  نیبهتر، ا

-. به طور شگفتفیضعهای به مفهوم جواب یگرید وهای کلاسیک جوابکرد، دسته اول  یدر دو دسته طبقه بند

 فیضع و فرمول ستندین پذیرمشتق قاًیداشته باشد که دق هاییجوابممکن است  لیفرانسیمعادله د کی یزیانگ

یک دامنه کراندار  Ω بخش نیدر ا که می. قبل از ادامه، توجه داشته باشیمکن دایرا پ ییهاجواب نیدهد چنیاجازه م

فضای  Ω ،𝐶2(Ω)فضای باناخ متشکل از همه توابع پیوسته روی فضای فشرده  Ω ، 𝐶(Ω)∂با مرز هموار   ℝ𝑛در 

و  𝑊1,2(Ω)و  𝐿∞(Ω)موجود و پیوسته است،    Ωها روی متشکل از همه توابعی که مشتقات تا مرتبه دوم آن

𝑊0
1,2(Ω) .فضاهای تابعی شناخته شده لبگ و سوبولف هستند 

,𝑢)زوج  𝑣) ∈ [𝐶2(Ω) ∩ 𝐶(Ω)]2 ( می2را یک جواب کلاسیک دستگاه ) نامیم هرگاه به ازای هر𝑥 ∈ Ω  در

,𝑢)گوییم ( صدق کند. همچنین می2دستگاه ) 𝑣) ∈ [𝑊1,2(Ω) ∩ 𝐿∞(Ω)]2 ( 2یک جواب ضعیف دستگاه )

Ω  ،𝑢∂است هرگاه روی  = 𝑣 =  و به ازای هر 0

                                                 
5 quasi-monotone 
6 cooperative 
7 nondecreasing 
8 classical 
9 weak 
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𝑧 ∈ 𝑊: = {𝜉 ∈ 𝑊0
1,2(Ω)|𝜉 ≥ 0} 

 داشته باشیم

∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 = ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣)𝑧 𝑑𝑥, 

 ∫
Ω

∇𝑣. ∇𝑧𝑑𝑥 = ∫
Ω

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣)𝑧 𝑑𝑥. 

 𝑊1,2(Ω)را به عنوان یک نگاشت از فضای سوبولف  Δ−درواقع، وقتی به معنای ضعیف به دنبال جواب هستیم، 

 و با ضابطه  ∗(𝑊1,2(Ω))به 

⟨−Δ𝑢, 𝑧⟩ = ∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 

 گیریم. در نظر می

کنیم و هر دو مفهوم را به دو مفهوم کلاسیک و ضعیف تعریف می( 2راسیاس دستگاه )-اولام-رزیها یاییپادر ادامه، 

 دهیم.مورد مطالعه قرار می 2-2و  1-2پایایی را به ترتیب در دو زیربخش 

,𝜖  فرض کنید .4-8تعريف  𝜀 > ,𝑢) برای هر. اگر 0 𝑣) ∈ [𝐶2(𝛺) ∩ 𝐶(𝛺)]2  های دیفرانسلنامساوی 

|𝛥𝑢 + 𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣)| ≤ 𝜖,   
|𝛥𝑣 + 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣)| ≤ 𝜀,  

𝑥 به ازای هر  ∈ 𝛺  روی وبرقرار باشد 𝜕𝛺، 𝑢 = 𝑣 = ,𝑢̂) جواب)کلاسیک(گاه آن، 0 𝑣) ∈ [𝐶2(𝛺) ∩

𝐶(𝛺)]2 به گونه ای که برای هر دباشوجود ( م2دستگاه ) از 𝑥 ∈ 𝛺 

|𝑢(𝑥) − 𝑢̂(𝑥)| ≤ 𝐾(𝜖, 𝜀), 
|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑥)| ≤ 𝐾(𝜖, 𝜀), 

اولام با -رزیها پایایی»دارای ( 2اله )گوییم که مسمی در این صورت. 𝜀 و 𝜖 برحسب تنها عبارتی است 𝐾 آنکه در 

 است.  «به مفهوم کلاسیک  همگن لهیکرید یمرز طیشرا

 آنکه در درست باشد  چنانهم کنیمجایگزین می 𝜙و  𝜑، 𝜓توسط را  𝐾و   𝜖، 𝜀در آن  بالا وقتیتعریف اگر 
𝜑, 𝜓, 𝜙: 𝛺 → [0, اله گوییم که مسمی در این صورت، وابسته نیستند 𝑣 و 𝑢 ، 𝑣، 𝑢̂که به  هستند یتوابع (∞

 اییپای به طور مشابهاست.  «مفهوم کلاسیک همگن لهیکرید یمرز طیبا شرا راسیاس-اولام-زهایر ایی» پایدارای ( 2)

قابل تعریف است. در واقع ضعیف  به مفهوم همگن لهیکرید یمرز طیبا شرا راسیاس-اولام-زهایر واولام -زهایر

است  «ضعیف به مفهوم همگن لهیکرید یمرز طیبا شرا راسیاس-اولام-زهایر ایی»پایدارای ( 2اله )گوییم که مسمی

,𝑢) برای هرهرگاه  𝑣) ∈ [𝑊1,2(𝛺) ∩ 𝐿∞(𝛺)]2  اگر روابط زیر 

|∫
𝛺

𝛻𝑢. 𝛻𝑧𝑑𝑥 − ∫
𝛺

𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥| ≤ ∫
𝛺

 𝜑(𝑥) 𝑧𝑑𝑥,

|∫
𝛺

𝛻𝑣. 𝛻𝑧𝑑𝑥 − ∫
𝛺

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥| ≤ ∫
𝛺

 𝜓(𝑥) 𝑧𝑑𝑥,

    𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) = 0  𝑜𝑛  𝜕𝛺,

 

𝑧به ازای هر   ∈ 𝑊 ضعیف  جوابگاه نتیجه شود آن، برقرار باشند (𝑢̂, 𝑣) ∈ [𝑊1,2(𝛺) ∩ 𝐿∞(𝛺)]2 از 

𝑥 ای که برای هربه گونه استوجود ( م2دستگاه ) ∈ 𝛺 

|𝑢(𝑥) − 𝑢̂(𝑥)| ≤ 𝜙(𝑥) , 
|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑥)| ≤ 𝜙(𝑥). 
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 مفهوم کلاسيک( به 8دستگاه ) ياييپا 4 –8

کنیم. ابتدا نیاز داریم که ( را به مفهوم کلاسیک بررسی می2راسیاس دستگاه )-اولام-رزیها یاییپادر این زیر بخش 

 .  است ]20[که بر اساس مرجع   تعریف زیر را بیان کنیم

2 فرض کنید .4-4-8تعريف  < 𝜇 ≤ ,𝑋) و 1 𝑑)  یک فضای متریک فشرده با بیشتر از یک نقطه باشد. در این

:𝑓 تابعصورت  𝑋 → ℝ  را𝜇-نامیم هرگاهپیوسته می 12رهولد 

𝑠𝑢𝑝 {
|𝑓(𝑝) − 𝑓(𝑞)|

𝑑(𝑝, 𝑞)𝜇
∶  𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋, 𝑝 ≠ 𝑞} < +∞. 

 نامیم. هولدر پیوسته را پیوسته لیپشتیتز می-1یک تابع 

ها نیاز داریم از مرجع زیربخش و همچنین برای برقراری لم بعدی به آندر ادامه فرضیات ثابت زیر را که در طول این 

𝑋با درون ناتهی است و قرار دهید  ℝیک بازه بسته در  𝐼کنیم. فرض کنید بیان می  ]20[ = Ω × 𝐼2 فرض .

,𝐹کنید توابع  𝐺: 𝑋 → ℝ  کنند:( زیر صدق می2( و )ف 1در فرضیات )ف 

0 پیوسته با شرط رهولد-𝜇 توابعی 𝐺 و 𝐹 (4)ف  < 𝜇 <  هستند. 1

𝑥 به طوری که به ازای هرد نوجود دار  𝑐′ و 𝑐 منفینا هایثابت (8)ف  ∈ 𝛺 و 𝑠, 𝑠′, 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝐼 با شرط 𝑠 > 𝑠′ 
𝑡 و > 𝑡′ های زیر برقرارند:نامساوی 

𝐹(𝑥, 𝑠, 𝑡) − 𝐹 (𝑥, 𝑠
′
, 𝑡) ≥ − 𝑐 (𝑠 − 𝑠

′
), 

𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡) − 𝐺 (𝑥, 𝑠, 𝑡
′
) ≥ − 𝑐

′
(𝑡 − 𝑡

′
). 

  است.به شرح زیر کهاست  ییو بالا ینییپا یهاروش جواب  روش ما بر اساس 

,𝑢)  یک زوج (2دستگاه ) ازجواب پایینی )کلاسیک( یک . 8-4-8تعريف  𝑣) ∈ [𝐶
2
(𝛺) ∩ 𝐶(𝛺)]2 به  است

 طوری که

−Δ𝑢 ≤ 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) ,     𝑥 ∈ Ω, 

−Δ𝑣 ≤ 𝐺 (𝑥, 𝑢, 𝑣) ,     𝑥 ∈ Ω, 

 𝑢 ≤ 0, 𝑣 ≤ 0,      𝑥 ∈ ∂Ω, 

,𝑢)   یک زوج  (2دستگاه ) از )کلاسیک(جواب بالایی و یک   𝑣) ∈ [𝐶
2
(𝛺) ∩ 𝐶(𝛺)]2 است به طوری که 

−Δ𝑢 ≥ 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) ,      𝑥 ∈ Ω, 

−Δ𝑣 ≥ 𝐺 (𝑥, 𝑢, 𝑣) ,      𝑥 ∈ Ω, 

    𝑢 ≥ 2, 𝑣 ≥ 2,      𝑥 ∈ ∂Ω. 

,𝑢)گوییم می 𝑣) ≤ (𝑢1, 𝑣1) ،به ازای هر  اگر𝑥 ∈ 𝛺 ،𝑢(𝑥) ≤ 𝑢1(𝑥)  و𝑣(𝑥) ≤ 𝑣1(𝑥)اکنون .  هم

 را بیان کنیم. (]20[ایم تا لم اصلی این زیر بخش)آماده

                                                 
10 Hӧ lder 
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,𝑢) جواب پایینی اگر یک ( برقرار باشند.2(  و )ف 1فرض کنید فرضیات )ف . 3-4-8لم  𝑣) و یک جواب بالایی 

(𝑢, 𝑣) ( موجود باش2از دستگاه )د به طوری که به ازای هرن 𝑥 ∈ 𝛺 در شرط ،(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) ،صدق کنند 
,𝑢) جواب کلاسیکگاه یک آن 𝑣) ( موجود است به طوری که2از دستگاه ) 

(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣). 

-زهایر( به مفهوم کلاسیک پایای 2کنیم دستگاه )کنیم. در واقع ثابت میحال نتیجه اصلی این زیربخش را بیان می

 با شرایط مرزی دیریکله همگن است.راسیاس -اولام

 ( در نظر بگیرید. همچنین فرض کنید2( و )ف1را تحت فرضیات )ف( 2یکنوای )-دستگاه شبه .1-4-8 قضيه

𝐹(𝑥, 𝑠, 𝑡) نسبت به مولفه 𝑠 و 𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡)  نسبت به مولفهt است و توابع  11ناافزایشی𝜃, 𝜗 ∈ 𝐿∞(0, |𝐼|) 
(|𝐼| طول بازه 𝐼 موجود هستند به طوری که به ازای هر )است 𝑥 ∈ 𝛺 و 𝑠, 𝑠′, 𝑡, 𝑡′ ∈ I با شرط 𝑠 > 𝑠′ و 𝑡 >

𝑡′ های زیر برقرارند:نامساوی 
(3) 𝐹(𝑥, 𝑠, 𝑡) − 𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡

′
) ≤ 𝜃 (𝑡 − 𝑡

′
), 
 

𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡) − 𝐺 (𝑥, 𝑠
′
, 𝑡)

≤ 𝜗 (𝑠 − 𝑠
′
).   

 

,𝑢̃) اگر 𝑣̃) ∈ [𝐶
2
(𝛺) ∩ 𝐶(𝛺)]2 موجود باشد به طوری که 

(0) |𝛥𝑢̃(𝑥) + 𝐹 (𝑥, 𝑢̃(𝑥), 𝑣̃(𝑥))| ≤ 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛺,

|𝛥𝑣̃(𝑥) + 𝐺(𝑥, 𝑢̃(𝑥), 𝑣̃(𝑥))| ≤ 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛺,

    𝑢̃(𝑥) = 𝑣̃(𝑥) = 2,         𝑥 ∈ 𝜕𝛺,

 

 

,𝜑 که در آن 𝜓 ∈ 𝐶(𝛺) ∩ 𝐿
∞

(𝛺) و 𝜑, 𝜓 > ,𝑢) جواب کلاسیکیک  گاه، آن0 𝑣) ∈ [𝐶2(𝛺) ∩

𝐶(𝛺)]2 ( 2از دستگاه)  برای هروجود دارد به طوری که 𝑥 ∈ 𝛺 
(8) |𝑢(𝑥) − 𝑢̃(𝑥)| ≤ (𝑀 + 𝐿) ∥ 𝑒 ∥∞, 

|𝑣(𝑥) − 𝑣̃(𝑥)| ≤ (𝑀 + 𝐿) ∥ 𝑒 ∥∞, 
 

 معادله  یکتایمثبت  جواب 𝑒که در آن 

−𝛥𝑒 = 1,     𝑥 ∈ 𝛺, 

 𝑒 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝛺,  
 است و  

𝑀 ≔ xam {∥ 𝜑 ∥∞, ∥ 𝜓 ∥∞}, 

𝐿: = xam {∥ 𝜃 ∥∞, ∥ 𝜗 ∥∞}. 

                                                 
11 nonincreasing 
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,𝑢̃) فرض کنید .اثبات 𝑣̃) ∈ [𝐶
2
(Ω) ∩ 𝐶(Ω)]2 ( صدق کند0در ).  در این صورت به ازای هر𝑥 ∈ Ω  خواهیم

 داشت

𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) − 𝜑(𝑥) ≤ −Δ𝑢̃(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) + 𝜑(𝑥),

𝐺(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) − 𝜓(𝑥) ≤ −Δ𝑣̃(𝑥) ≤ 𝐺(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) + 𝜓(𝑥).
 

,𝑢)جواب پایینی را با ساختن یک  0-1-2قضیه  اکنونهم  𝑣)  جواب بالایی و یک(𝑢, 𝑣) ( با شرط 2از دستگاه )

(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) .کنیم فرض می ثابت خواهیم کرد𝑒 معادله  یکتایمثبت  جواب 

−Δ𝑒 = 1,     𝑥 ∈ Ω, 

 𝑒 = 0, 𝑥 ∈ ∂Ω,  
 دهیم قرار می است و

𝑀 ≔ xam {∥ 𝜑 ∥∞, ∥ 𝜓 ∥∞}, 

𝐿: = xam {∥ 𝜃 ∥∞, ∥ 𝜗 ∥∞}. 

,𝑢)زوج های   𝑣)  و(𝑢, 𝑣)  متعلق به[𝐶
2
(Ω) ∩ 𝐶(Ω)]2 کنیمرا به صورت زیر تعریف می 

(𝑢, 𝑣) : = (𝑢̃ − (𝑀 + 𝐿)𝑒, 𝑣̃ − (𝑀 + 𝐿)𝑒), 

(𝑢, 𝑣): = (𝑢̃ + (𝑀 + 𝐿) 𝑒, 𝑣̃ + (𝑀 + 𝐿) 𝑒). 

𝑢 خواهیم داشت Ω∂در این صورت روی  = 𝑣 = 2 ،𝑢 = 𝑣 = 𝑥و برای هر  2 ∈ Ω (  نتیجه ،نیز طبق )

 شودمی

−Δ𝑢 = −Δ𝑢̃ − (𝑀 + 𝐿)(− Δ𝑒 )     

≤ [𝐹 (𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) − 𝐿] + [𝜑1(𝑥) − 𝑀]  

≤ 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣̃) − 𝐿                                  

 ≤  𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣),                                         

  شود به این صورت که(  حاصل می3)امساوی آخر از رابطه نکه 

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣̃) − 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) ≤∥ 𝜃 ∥∞≤ 𝐿. 

𝑥برای هر ( 3) بنابربه همین ترتیب  ∈ Ω خواهیم داشت 

−Δ𝑢 = −Δ𝑢̃ + (𝑀 + 𝐿)(− Δ𝑒 )        

≥ [𝐹 (𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) + 𝐿] + [𝑀 − 𝜑(𝑥)]     

≥ 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣̃) + 𝐿                                   

 ≥  𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣).                                         

𝑥برای هر توان نتیجه گرفت به طور مشابه می ∈ Ω 

−Δ𝑣 ≤ 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣) ,    − Δ𝑣 ≥ 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣). 

(،)  
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,𝑢)های زوجاز این رو  𝑣)  و(𝑢, 𝑣)  از آنجا که در باشند. ( می2)بالایی از دستگاه و جواب پایینی یک به ترتیب

Ω ،(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) یک جواب کلاسیک  3-1-2، بنابر لم(𝑢, 𝑣) ( 2از دستگاه )به طوری که وجود دارد  

(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣). 

 به علاوه

|𝑢(𝑥) − 𝑢̃(𝑥)| ≤ (𝑀 + 𝐿) ∥ 𝑒 ∥∞, 

|𝑣(𝑥) − 𝑣̃(𝑥)| ≤ (𝑀 + 𝐿) ∥ 𝑒 ∥∞. 

با شرایط مرزی دیریکله همگن راسیاس -اولام-زهایر( به مفهوم کلاسیک پایای 2یکنوای )-دستگاه شبهبنابراین 

 است.

 ( به مفهوم ضعيف8دستگاه ) ياييپا 8-8

 یواقع یایدن یهادهیحاکم بر پد لیفرانسیاز معادلات د یاریبس رایز ،مهم هستند اریبس فیضع های به مفهومجواب

 فیاستفاده از فرمول ضع یمعادلات نیتنها راه حل چن نیکنند، بنابرایرا قبول نم های هموارجواب یکاف قدربه 

، دنباشقابل حل  کیرسد به صورت کلاسیبه نظر م در واقع، حتی برای آن دسته از مسایل مقدار مرزی که  است.

زیر در کل این زیربخش مورد نیاز  یاتفرض. به مصلحت است فیضع جوابنوع مناسب  یمعمولاً در ابتدا جستجو

 خواهد بود: 

,𝐹(𝑥 ابعوت (3)ف 𝑠, 𝑡)  و𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡) هستند )یعنی 12یکاراتئودور 𝐹(𝑥, . , . ,𝐺(𝑥 و ( . , .  13تقریبا همه جا (

.)𝐹 ،پیوسته هستند 𝛺 در , 𝑠, 𝑡) و 𝐺(. , 𝑠, 𝑡) به ازای هر (𝑠, 𝑡) ∈ 𝐼2 هستند( و اگر 10پذیراندازه 𝑠 و 𝑡 به 
.)𝐹 متعلق باشد، کراندارهای مجموعه , 𝑠, 𝑡) و 𝐺(. , 𝑠, 𝑡) کراندار هستند. 

:ℎ 18افزایشی و تابع پیوسته (1)ف  ℝ → ℝ به طوری که وجود دارد ℎ(0) = 𝑠 هایو نگاشت 0 ↦

𝐹(𝑥, 𝑠, 𝑡) + ℎ(𝑠) و 𝑡 ↦ 𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡) + ℎ(𝑡)  تقریبا همه جا 𝑥 ∈ 𝛺 ناکاهشی است. 
 کنیم. را تعریف می (2دستگاه ) ی و بالاییضعیف پایین جوابابتدا  

,𝑢) گوییممی  .4-8-8تعريف  𝑣) و (𝑢, 𝑣) به متعلق  [𝑊
1,2

(𝛺) ∩ 𝐿∞(𝛺)]2 ضعیف  یک جواب ترتیب به

 داشته باشیم 𝛺�� هرگاه رویهستند  (2بالایی از دستگاه )و  یپایین
𝑢 ≤ 0 ≤ 𝑢, 𝑣 ≤ 0 ≤ 𝑣, 

𝑧 و برای هر ∈ 𝑊: 

∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧 𝑑𝑥, 

∫
Ω

∇𝑣. ∇𝑧𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧 𝑑𝑥, 

∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 ≥ ∫
Ω

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧 𝑑𝑥, 

                                                 
12 Carathéodory 
13 almost everywhere 
14 measurable 
15 increasing 
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∫
Ω

∇𝑣. ∇𝑧𝑑𝑥 ≥ ∫
Ω

𝐺 (𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧 𝑑𝑥. 

  به شرح زیر است.  ]30[لم اصلی این زیربخش از مرجع  

,𝑢) جواب ضعیف پایینی اگر یک ( برقرار باشند.0( و )ف3فرض کنید فرضیات )ف .8-8-8لم  𝑣) و یک جواب 

,𝑢) ضعیف بالایی 𝑣) ( موجود باشد به طوری که تقریبا همه جا در2از دستگاه ) 𝛺در شرط ، (𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) 
,𝑢) گاه یک جواب ضعیفصدق کنند، آن 𝑣) ( موجود است به طوری که2از دستگاه ) 

(𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣). 

با شرایط مرزی  (2)دستگاه راسیاس -اولام-زهایرپایایی  ایم تا نتیجه اصلی این زیربخش یعنی اکنون آمادههم

 کنیم.ثابت دیریکله همگن به مفهوم ضعیف را 

 𝐿و  𝑒 ،𝑀 ( در نظر بگیرید و فرض کنید0( و )ف3( را تحت فرضیات )ف2یکنوای )-دستگاه شبه  .3-8-8 قضيه

,𝐹(𝑥 باشند. همچنین فرض کنید 0-1-2معرفی شده در قضیه  𝑠, 𝑡)  نسبت به مولفهs و 𝐺(𝑥, 𝑠, 𝑡) به نسبت 

,𝜃 توابع و است ناافزایشی 𝑡 مولفه 𝜗 ∈ 𝐿∞(0, |𝐼|) به طوری که به ازای هر هستند موجود 𝑥 ∈ 𝛺 و 

𝑠, 𝑠′, 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝐼 با شرط 𝑠 > 𝑠′ و 𝑡 > 𝑡′ اگر ( برقرارند.3های )نامساوی (𝑢̃, 𝑣̃) ∈ [𝑊
1,2

(𝛺) ∩ 𝐿∞(𝛺)]2 

𝑧 موجود باشد به طوری که هر ∈ 𝑊 

|∫
𝛺

𝛻𝑢̃. 𝛻𝑧𝑑𝑥 − ∫
𝛺

𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) 𝑧𝑑𝑥| ≤ ∫
𝛺

 𝜑(𝑥) 𝑧𝑑𝑥,

|∫
𝛺

𝛻𝑣̃. 𝛻𝑧𝑑𝑥 − ∫
𝛺

𝐺(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) 𝑧𝑑𝑥| ≤ ∫
𝛺

 𝜓(𝑥) 𝑧𝑑𝑥,

    𝑢̃(𝑥) = 𝑣̃(𝑥) = 2,    𝑥 ∈ 𝜕𝛺,

 

,𝜑 که در آن 𝜓 ∈ 𝐶(𝛺) ∩ 𝐿
∞

(𝛺) و 𝜑, 𝜓 > ,𝑢) ضعیفجواب یک  گاه، آن0 𝑣) ∈ [𝑊
1,2

(𝛺) ∩

𝐿∞(𝛺)]2 ( 2از دستگاه) ( به مفهوم ضعیف 2دستگاه )کند. به عبارتی، ( صدق می8) که در وجود دارد به طوری

 با شرایط مرزی دیریکله همگن است.راسیاس -اولام-زهایرپایای 

  دهیمقرار می 0-1-2مشابه اثبات قضیه . اثبات

(𝑢, 𝑣) : = (𝑢̃ − (𝑀 + 𝐿)𝑒, 𝑣̃ − (𝑀 + 𝐿)𝑒), 

(𝑢, 𝑣): = (𝑢̃ + (𝑀 + 𝐿) 𝑒, 𝑣̃ + (𝑀 + 𝐿) 𝑒). 

Ω  ،𝑢∂در این صورت روی   = 𝑣 = 𝑢 = 𝑣 = 𝑧. از آن جا که برای هر 0 ∈ 𝑊 

∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) 𝑧𝑑𝑥 − ∫
Ω

𝜑 𝑧𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

∇𝑢̃. ∇𝑧𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) 𝑧𝑑𝑥 + ∫
Ω

𝜑 𝑧𝑑𝑥 

 خواهیم داشت

∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 = ∫
Ω

∇𝑢̃. ∇𝑧𝑑𝑥 − (𝑀 + 𝐿) ∫
Ω

∇𝑒. ∇𝑧𝑑𝑥 

≤ ∫
Ω

[𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) − 𝐿] 𝑧𝑑𝑥 + ∫
Ω

[𝜑(𝑥) − 𝑀] 𝑧𝑑𝑥 
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≤ ∫
Ω

[𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣̃) − 𝐿] 𝑧𝑑𝑥 ≤  ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥, 

 و

∫
Ω

∇𝑢. ∇𝑧𝑑𝑥 = ∫
Ω

∇𝑢̃. ∇𝑧𝑑𝑥 + (𝑀 + 𝐿) ∫
Ω

∇𝑒. ∇𝑧𝑑𝑥 

≥ ∫
Ω

[𝐹(𝑥, 𝑢̃, 𝑣̃) + 𝐿] 𝑧𝑑𝑥 + ∫
Ω

[𝑀 − 𝜑(𝑥)] 𝑧𝑑𝑥 

≥ ∫
Ω

[𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣̃) + 𝐿] 𝑧𝑑𝑥 ≥  ∫
Ω

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥. 

𝑧به طور مشابه برای همه  ∈ 𝑊 شودنتیجه می 

∫
Ω

∇𝑣. ∇𝑧𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

𝐺 (𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥,  

∫
Ω

∇𝑣. ∇𝑧𝑑𝑥 ≥ ∫
Ω

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑧𝑑𝑥. 

,𝑢) از آنجا که  𝑣) ≤ (𝑢, 𝑣) شودحکم نتیجه می 2-2-2، بنابر لم . 
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