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  چكيده
پرداخته و در حالتي كه   𝐻ଶدار نرمال روي فضاي تركيبي وزن-بررسي عملگرهاي مشتق در اين مقاله، ابتدا به

𝜑(0) = كنيم. در ادامه در را بطور كامل مشخص مي 𝐷ట,ఝ,دار نرمالتركيبي وزن-باشد، عملگرهاي مشتق 0
𝜑(0)حالتي كه  ≠   يابيم.دار نرمال را ميتركيبي وزن-اي از عملگرهاي مشتقباشد، دسته 0
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  و پيشينه تحقيق مقدمه -١
ي هيلبرت شامل تمام توابع يفضا 𝐻ଶ،مختلط باشد. فضاي هاردي اعداد  يكه باز در صفحه  قرصⅅفرض كنيد

𝑓(𝑧) تحليلي = ∑ 𝑎
ஶ
ୀ 𝑧  رويⅅ قسمي كهه ب باشدمي  

    . < ∞ ‖𝑓‖ = ඥ∑ |𝑎|ଶஶ
ୀ

𝑓(𝑧) هر دو عضو براي = ∑ 𝑎
ஶ
ୀ 𝑧 و 𝑔(𝑧) = ∑ 𝑏

ஶ
ୀ 𝑧متعلق به𝐻ଶ،بصورت آنها ضرب داخلي  

  ∑ 𝑎
ஶ
ୀ 𝑏

തതത  〈𝑓, 𝑔〉    
 ام بصورتnتابع مولد هسته مرتبه،nهر عدد طبيعي و ⅅ متعلق بهw هر ه ازايبشود. مي تعريف

  𝐾௪
()(𝑧) =

!௭

(ଵି௪ഥ ௭)శభ

𝑓𝜖𝐻ଶ،هر  مي باشد كه به ازاي 

ർ𝑓,   𝐾௪
()

 = 𝑓()(𝑤).   

𝐾௪ نرم n، و هر عدد صحيح نامنفي ⅅ متعلق به w  هربه ازاي  كهداشته باشيد توجه  
() باشدبصورت زير مي  

ቛ𝐾௪
()

ቛ
ଶ

= |𝑤|ଶିଶ ൬
𝑗!

(𝑗 − 𝑛)!
൰

ଶ

.

ஶ

ୀ

 

𝑛در حالت  =   دهند.نشان مي 𝐾௪، تابع مولد هسته را به فرم 0
كه نرم آن بصورت   كنيم به طوريتعريف مي ⅅدار روي نهمه توابع تحليلي كرافضاي  را 𝐻ஶفضاي

‖𝑓‖ஶ = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑧)|: 𝑧 ∈ 𝐷}   
  رجوع كرد. [1] شود. براي يافتن اطلاعات بيشتر  در اين زمينه مي توان به مرجعتعريف مي

𝐶ఝ(𝑓) به فرم 𝑓𝜖𝐻ଶ هربه ازاي   𝐶ఝ،عملگر تركيبي ، ⅅبه  ⅅاز 𝜑 براي هر نگاشت تحليلي = 𝑓ₒ𝜑   تعريف
   .[1]هستند كراندار  𝐻ଶروي  تركيبيهاي عملگرشود. مي

𝐷(𝑓) عملگر مشتقشود كه به سادگي ديده مي اگر چه = 𝑓ᇱ وير𝐻ଶ به فرم عملگرهايي ر نيست،كراندا 𝐷𝐶ఝ 
 دهيم. به وضوحنمايش مي 𝐷ఝرا با  𝐶ఝ𝐷ما عملگرهاي كراندار  .كراندارندوجود دارند كه اين عملگرها  𝐶ఝ𝐷 يا

𝐷ఝ(𝑓)بصورت  𝐻ଶاين عملگر روي  = 𝑓ᇱₒ𝜑 شود.مي تعريف   

باشد)،  𝐻ஶمتعلق به 𝜓تابع (ضرورتي ندارد كه   ⅅروي  𝜓 و هر تابع تحليلي ⅅبه  ⅅاز  𝜑تابع تحليلي  براي هر
𝐷ట,ఝ(𝑓)تبصور𝐻ଶ  فضايروي  𝐷ట,ఝ دارتركيبي وزن-مشتقعملگر  = 𝜓. (𝑓ᇱₒ𝜑) شود. درتعريف مي
𝜑‖ஶ‖و   ψϵ𝐻ஶكه حالتي <   ).[4]از مرجع  1.3دار است (قضيه كران 𝐻ଶروي 𝐷ట,ఝعملگر ، 1

 دارتركيبي وزن-عملگر مشتق ،nو هر عدد طبيعي   ⅅروي  𝜓هر تابع تحليلي ، ⅅبه  ⅅاز  𝜑 تحليلي تابع براي هر
  بصورت 𝐻ଶام روي فضاي nمرتبه 

𝐷ట,ఝ,(𝑓) = 𝜓. (𝑓()ₒ𝜑)   
  ].5 ,4[ شودتعريف مي

∗𝑇𝑇را نرمال گوييم هرگاه  T. همچنين عملگر كراندار ∗T=𝑇گوييم اگر را خوالحاق مي Tعملگر كراندار  = 𝑇∗𝑇. 

 2009فضاي هاردي پرداخت. درسال  روي 𝐷ఝداري و فشردگي عملگر بررسي كران] به 4اهنو [ ٢٠٠٦سال  در
ψدر حالتي كه  ،دارفضاي برگمن وزن رويرا  𝐷ట,ఝ,ستويك نيز كرانداري و فشردگي عملگر ا ≡ كرد بررسي 1

از جمله  𝐷ట,ఝهاي عملگر به بررسي برخي از ويژگي  [3]و در  𝐷ఝفاتحي و هامند به محاسبه نرم  [2]. در [5]
 𝐷ట,ఝ, در اين مقاله به بررسي عملگرهاي نرمال پرداختند.  𝐻ଶنرمال و خودالحاق بودن، روي فضاي هاردي 
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اي جلوگيري بر در اين مقاله باشد.مي [3]هاي بكار گرفته شده در اين تحقيق برگرفته از مرجع برخي ايده پردازيم.مي
و  ٣,٢گزاره درنباشند. تابع ثابت 𝜑صفر و  تابع  𝜓 كنيم كهفرض ميهاي بديهي، از به وجود آمدن حالت

  . تواند نرمال باشدمي 𝐷ట,ఝ,عملگر اما رمال نيست، ن 𝐷ఝ عملگر اگر چهكهخواهيم ديد  4.2قضيه
  

 عملگرهاي نرمال-2

 𝐷ట,ఝ,در اين بخش در ابتدا به بيان لم زير پرداخته و پس از آن با كمك اين لم به بررسي عملگرهاي نرمال 
  خواهيم پرداخت.

 . در اين صورت داريم راندار باشدك 𝐻ଶ روي فضاي 𝐷ట,ఝ,فرض كنيد: 1.2لم 

𝐷ట,ఝ,
∗ (𝐾௪) = 𝜓(𝑤)തതതതതതത𝐾ఝ(௪)

()
. 

  ، داريمⅅمتعلق به  wهر عضو  برايباشد.   𝐻ଶعضو دلخواهي از 𝑓دفرض كني اثبات:

ൻ𝑓, 𝐷ట,ఝ,
∗ 𝐾௪ൿ = ൻ𝐷ట,ఝ,𝑓, 𝐾௪⟩ = 𝜓(𝑤)𝑓()൫𝜑(𝑤)൯ = ർ𝑓, 𝜓(𝑤)തതതതതതത𝐾ఝ(௪)

()
. 

 
  شود.يبنابراين نتيجه حاصل م  

 
پردازيم. سپس با استفاده از نتايج بدست آمده از مي 𝐷ట,ఝ,به بررسي خواصي از عملگرهاي نرمال  2.2در گزاره 

  كنيم.، مطالب بعد را ثابت مي2.2گزاره 

  استبرقرار  خواص زيردر اين صورت نرمال باشد.  𝐻ଶروي فضاي 𝐷ట,ఝ,د عملگرفرض كني: 2.2گزاره 

0براي هر  )١ ≤ 𝑚 < 𝑛، 𝜓()(0) =. 

٢ (𝜓()(0) ≠ 0.   

.، ⅅ\{0} متعلق به w) براي هر 3 𝜓(𝑤) ≠ 0   
 .يك به يك است φعلاوه بر اين نگاشت 

 ⅅمتعلق به  wبراي هر عضو . با يك محاسبه ساده مال باشدنر 𝐻ଶروي فضاي  𝐷ట,ఝ, فرض كنيد عملگر: اثبات
  داريم 

𝐷ట,ఝ,(𝐾௪) =
𝑛! 𝑤തതതത𝜓

(1 − 𝑤ഥ𝜑)ାଵ
. 

)1.2( 

  داريم 1.2از طرف ديگر با توجه به لم 

𝐷ట,ఝ,
∗ (𝐾௪) = 𝜓(𝑤)തതതതതതത𝐾ఝ(௪)

()
. 

)2،٢( 

هاي يكسان داراي نرم (2.2)و  (1.2) هايعبارت  ،ⅅمتعلق به  wعضو است، براي هر  نرمال 𝐷ట,ఝ,از آنجا كه 
شود. صفر مي  (1.2)بينيم كه رابطهدهيم. ميرا مساوي صفر قرار مي 𝑤 ،(2.2)و  (1.2)هاي در رابطه .هستند
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𝜓(0)തതതതതതത𝐾ఝ()در نتيجه 
()

≡ 𝜓(0)بنابراين   .0 = 𝑚كه   m.  فرض كنيد براي هر عدد طبيعي 0 < 𝑛 − 1   ،
𝜓()(0) =   واضح است كه  .0

  

𝐷ట,ఝ,ቀ𝐾
(ାଵ)

ቁ(𝑧) = 𝐷ట,ఝ,൫(𝑚 + 1)! 𝑧ାଵ൯ = 0. 

(3.2) 
  از طرف ديگر، داريم 

ർ𝑓,  𝐷ట,ఝ,
∗  𝐾

(ାଵ)
 = ർ𝐷ట,ఝ,𝑓,   𝐾

(ାଵ)
 

                                 = ቀ𝜓. ൫𝑓()ₒ𝜑൯ቁ
(ାଵ)

(0) 

                              =  ൬
𝑚 + 1

𝑖
൰ 𝜓(ାଵି)(0)൫𝑓()ₒ𝜑൯

()
(0)

ାଵ

ୀ

 

                           = 𝜓(ାଵ)(0)𝑓()൫𝜑(0)൯ +  ൬
𝑚 + 1

𝑖
൰ 𝜓(ାଵି)(0)൫𝑓()ₒ𝜑൯

()
(0)

ାଵ

ୀଵ

 

                           = 𝜓(ାଵ)(0)𝑓()൫𝜑(0)൯ 

                           = ർ𝑓,  𝜓(ାଵ)(0)തതതതതതതതതതതതത𝐾ఝ()
()

 . 
(4.2)  

  بنابراين

𝐷ట,ఝ,
∗ ቀ𝐾

(ାଵ)
ቁ = 𝜓(ାଵ)(0)തതതതതതതതതതതതത𝐾ఝ()

()
. 

(5.2) 
 

𝜓(ାଵ)(0)، (5.2)و  (3.2)هاي با توجه به رابطه = . با استفاده از اثبات مشابهي كه در بدست آوردن رابطه 0
𝑚هر به كار رفت و با توجه به اينكه به ازاي  (4.2) < 𝑛 ،،𝜓()(0) =   داريم 0

𝐷ట,ఝ,
∗ ቀ𝐾

()
ቁ = 𝜓()(0)തതതതതതതതതത𝐾ఝ()

()
. 

(6.2) 
 از طرفي از آنجا كه

𝐷ట,ఝ,ቀ𝐾
()

ቁ = 𝐷ట,ఝ,(𝑛! 𝑧) = (𝑛!)ଶ𝜓 
 (7.2) 

𝜓()(0)بينيم كه مي (7.2)و  (6.2)هاي مخالف صفراست، بوسيله رابطه 𝜓و  ≠  ⅅ 𝑤𝜖كنيد  فرضحال  .0
.شود به طوريكه يافت مي 𝜓(𝑤) =  دهد كه نشان مي 1.2لم    0

.𝐷ట,ఝ,
∗ (𝐾௪) = 0 

(8.2)
گيريم است، نتيجه مي نرمال 𝐷ట,ఝ,تابع صفر نيست و  𝜓  و باتوجه به اينكه (8.2)  ،(1.2)با استفاده از روابط 

𝑤كه  = 𝜑(𝑤ଵ) ه ك، بطوري دارند وجود ⅅدر  𝑤ଶ و 𝑤ଵ و غير صفر نقاط مجزاحال فرض كنيد  .0 =

𝜑(𝑤ଶ). به سادگي مشخص است كه هسته𝐷ట,ఝ,  ي كمتر از هاي با درجهايهمه چند جملهاي از مجموعهn 
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𝐷ట,ఝ,است،  اين خاصيت براي هسته  نرمال 𝐷ట,ఝ,است و بنابراين با توجه به اينكه 
حال با  است. نيز برقرار ∗

 داريم 1.2توجه به لم 

𝐷ట,ఝ,
∗ ൫𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝐾௪భ

− 𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝐾௪మ
൯ = 𝜓(𝑤ଵ)𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതതതതതതതതതത𝐾ఝ(௪భ)

()
− 𝜓(𝑤ଶ)𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതതതതതതതതതത𝐾ఝ(௪మ)

()
= 0. 

𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝐾௪భبنابراين 
− 𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝐾௪మ

  باشد. همچنينمي nاي با درجه كمتر ازيك چند جمله 

𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝐾௪భ
− 𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝐾௪మ

= 𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത  𝑤ଵതതതത𝑧 −

ஶ

ୀ

𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത  𝑤ଶതതതത𝑧 .

ஶ

ୀ

 

  لذا

𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത  𝑤ଵതതതത𝑧 −

ஶ

ୀ

𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത  𝑤ଶതതതത𝑧

ஶ

ୀ

= ٠. 

𝑚بنابراين به ازاي هر  ≥ 𝑛 داريم  
  𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝑤ഥଵ

 = 𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝑤ഥଶ
.   

  لذا 
𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝑤ഥଶ

ାଵ =  𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝑤ഥଵ
ାଵ =  𝜓(𝑤ଶ)തതതതതതതത𝑤ഥଵ

𝑤ഥଵ = 𝜓(𝑤ଵ)തതതതതതതത𝑤ഥଶ
𝑤ഥଵ. 

 
.پس  𝑤ଵ = 𝑤ଶ  به وضوح اگر𝑤ଵ  يا𝑤ଶ مجزا و ناصفر نقاط ،ضيه نگاشت بازصفر باشند، با استفاده از ق 𝑤ଷ  و
𝑤ସ جود دارند كه و𝜑(𝑤ଷ) = 𝜑(𝑤ସ).  بنابراين φ است يك به يك.    

 
φ(0) در گزاره زير، در حالتي كه  =   را به طور كامل مشخص مي كنيم. 𝐷ట,ఝ,است، عملگرهاي نرمال  0

 
φ(0) و كراندار  𝐻ଶروي فضاي  𝐷ట,ఝ,د عملگرفرض كني: 3.2گزاره  =     𝐷ట,ఝ, باشد. در اين صورت 0

𝜑(𝑧)نرمال است اگر و فقط اگر  = 𝑏𝑧  و 𝜓(𝑧) = 𝑎𝑧 جايي كه 𝑎  به ℂ\{0} وb  به ⅅ\{0}  تعلق دارند.  
  . در اين صورت داريممال باشدنر   𝐷ట,ఝ,دفرض كني اثبات:

ቛ𝐷ట,ఝ,ቀ𝐾
()

ቁቛ
ଶ

= ‖(𝑛!)ଶ𝜓‖ଶ = (𝑛!)ସ  ቆ
ห𝜓()(0)ห

𝑗!
ቇ

ଶ

.

ஶ

ୀ

 

 (9.2) 

  كنيم كه مشاهده مي 2.2و گزاره  (4.2)از طرف ديگر با استفاده از رابطه 

ቛ𝐷ట,ఝ,
∗ ቀ𝐾

()
ቁቛ

ଶ

= ቛ𝜓()(0)തതതതതതതതതത𝐾ఝ()
()

ቛ
ଶ

= ห𝜓()(0)ห
ଶ

(𝑛!)ଶ. 

 (10.2)  

  داريم 2.2و گزاره  (10.2)، (9.2)است، با تساوي روابط  مالنر   𝐷ట,ఝ,از آنجا كه

(𝑛!)ସ  ቆ
ห𝜓()(0)ห

𝑗!
ቇ

ଶஶ

ୀ

= ห𝜓()(0)ห
ଶ

(𝑛!)ଶ. 
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 (11.2) 

.دانيم كه مي 2.2با توجه به گزاره  𝜓()(0) ≠ گيريم كه براي نتيجه مي (11.2)بنابراين با استفاده از رابطه   0

𝑗هر  > 𝑛  ،. 𝜓()(0) = 𝑗،دهد كه براي هر همچنين گزاره قبل نشان مي 0 < 𝑛  

𝜓()(0) = 0. 

𝜓(𝑧) به فرم 𝜓وجود دارد به طوريكه نگاشت  𝑎صفر لذا عدد مختلط غير = 𝑎𝑧 .بنابراين  باشد  

𝐷ట,ఝ,ቀ𝐾
 (ାଵ)

ቁ(𝑧)  = 𝐷ట,ఝ,൫(𝑛 + 1)! 𝑧ାଵ൯ 
                                  = ((𝑛 + 1)!)ଶ𝜓(𝑧)𝜑(𝑧) = ((𝑛 + 1)!)ଶ𝑎𝑧𝜑(𝑧). 
 

 (12.2)  

𝑚و با توجه به اينكه براي هر  (4.2)از طرف ديگر با استفاده از روندي مشابه اثبات رابطه  ≠ 𝑛،  

،𝜓()(0) =   داريم 0

𝐷ట,ఝ,
∗ ቀ𝐾

 (ାଵ)
ቁ(𝑧) = (𝑛 + 1)𝜓()(0)𝜑ᇱ(0)തതതതതതതതതതതതതതതതത𝐾

(ାଵ)
(𝑧) 

                                    = 𝑎𝜑ᇱ(0)തതതതതതതതത(𝑛 + 1)! 𝐾
(ାଵ)

(𝑧). 

)1( بنابراين
0
nK  بردار ويژه براي يك 𝐷ట,ఝ,

𝑎𝜑ᇱ(0)തതതതതതതതത(𝑛متناظر  با مقدار ويژه∗ +    𝐷ట,ఝ,است. از آنجا كه  !(1

 بينيم كهاست، مي مالنر

𝐷ట,ఝ,ቀ𝐾
 (ାଵ)

ቁ(𝑧) = 𝑎𝜑ᇱ(0)(𝑛 + 1)! 𝐾
(ାଵ)

(𝑧). 
 

(13.٢) 

  گيريم نتيجه مي (13.2)و  (12.2)از روابط 

((𝑛 + 1)!)ଶ𝑎𝑧𝜑(𝑧) = 𝑎𝜑ᇱ(0)(𝑛 + 1)! 𝐾
(ାଵ)

(𝑧). 
نيست، پس  تابع ثابت φز آنجا كه ا.  𝜑(𝑧) = 𝜑ᇱ(0)𝑧 بنابراين 

𝜑(𝑧) = 𝑏𝑧     

  باشد. مي ⅅ\{0}متعلق به  bجايي كه 

𝜑(𝑧)براي اثبات عكس قضيه، فرض كنيد  = 𝑏𝑧   و𝜓(𝑧) = 𝑎𝑧 .  دقت كنيد كه براي هرⅅ 𝑤𝜖 با توجه ،

  داريم  1.3به لم 

𝐷௭,௭,
∗ 𝐾௪(𝑧) = 𝑎ത𝑤ഥ 𝐾ఝ(௪)

()
(𝑧) =

𝑎ത𝑤ഥ 𝑛! 𝑧

൫1 − 𝑏𝑤തതതത𝑧൯
ାଵ. 

 (14.2) 
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  همچنين

𝐷ത௭,ത௭,𝐾௪(𝑧) =
𝑎ത𝑤ഥ 𝑛! 𝑧

൫1 − 𝑏𝑤തതതത𝑧൯
ାଵ. 

(15.2) 
  (15.2)و    (14.2)چگال است، لذا با توجه به روابط  𝐻ଶها در  𝐾௪از آنجا كه زير فضاي توليد شده توسط 

  داريم
𝐷௭,௭,

∗ = 𝐷ത௭,ത௭,. 
  ، با انجام محاسبات زير خواهيم داشت𝑓𝜖𝐻ଶاز طرفي براي هر 

𝐷௭,௭,𝐷௭,௭,
∗ (𝑓)(𝑧) = 𝐷௭,௭,𝐷ത௭,ത௭,(𝑓)(𝑧) 

                                              = 𝐷௭,௭,൫𝑎ത𝑧𝑓()(𝑏ത𝑧)൯ 

                                              = |𝒂|𝟐𝒛𝒏  ቀ
𝑛

𝑖
ቁ

𝑛!

𝑖!
|𝒃|𝟐𝒊𝑧𝑓(ା)



ୀ

(|𝒃|𝟐𝑧). 

(16.2) 
  داريم بطور مشابه  

𝐷௭,௭,
∗ 𝐷௭,௭,(𝑓)(𝑧) = |𝒂|𝟐𝒛𝒏  ቀ

𝑛

𝑖
ቁ

𝑛!

𝑖!
|𝒃|𝟐𝒊𝑧𝑓(ା)



ୀ

(|𝒃|𝟐𝑧). 

 (17.2)  
    نرمال است.  𝐷ట,ఝ,  ،(17.2)و  (16.2)بنابراين با توجه به روابط  

  

𝜑(𝑧) به فرم  φام و nمضربي از تابع مولد هسته مرتبه 𝜓در قضيه زير در حالتي كه  = 𝑐 +
௭

ଵି̅௭
 

  كنيم.را بطور كامل مشخص مي 𝐷ట,ఝ,باشد، عملگرهاي نرمال 
 

𝜑(𝑧)فرض كنيد : 4.2 قضيه = 𝑐 +
௭

ଵି̅௭
𝜓(𝑧)و   =

௭

!(ଵି̅௭)శభ
𝑎 جايي كه    = 𝜓()(0)     

𝑏 و = 𝜑ᇱ(0)  عناصر غير صفر مختلط هستند و 𝑐 = 𝜑(0)  عضوي ازⅅ همچنين فرض كنيد عملگر  باشد.مي
𝐷ట,ఝ,  روي فضاي𝐻ଶ  كراندار باشد. در اين صورت عملگر𝐷ట,ఝ, نرمال است اگر و فقط اگرb  عضوي ازℝ\{0} 

𝑐يا   =   باشد. 0
𝑏فرض كنيد    اثبات: ∈ ℝ\{0}  يا𝑐 = 𝑐اگر   .0 = روي فضاي  𝐷ట,ఝ,، عملگر  3.2باشد با توجه به گزاره 0

𝐻ଶنرمال است. اكنون فرض كنيد  ، 𝑏 ∈ ℝ\{0}قرار دهيد .. ψ෩(𝑧) =
௭

!(ଵି̅௭)శభ
و   1.2با استفاده از لم  

  داريم ⅅ 𝑤𝜖محاسباتي ساده، براي هر 

𝐷ట෩ ,ఝ,
∗ (𝐾௪) = 𝜓෨(𝑤)തതതതതതത𝐾ఝ(௪)

()  

                      =
𝑤തതതത

𝑛! (1 − 𝑐𝑤ഥ)ାଵ

𝑛! 𝑧

൫1 − 𝜑(𝑤)തതതതതതത𝑧൯
ାଵ
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                    =
𝑤തതതത𝑧

൫1 − 𝑐𝑤ഥ + (−𝑐̅ + 𝑤ഥ|𝑐|ଶ − 𝑤𝑏തതതത)𝑧൯
ାଵ. 

 (18.2) 

  

  از طرف ديگر

𝐷ట෩ ,ఝ,(𝐾௪) =
𝑛! 𝑤തതതത𝜓෨

(1 − 𝑤ഥ𝜑(𝑧))ାଵ
=

𝑤𝑛തതതത𝑧𝑛

(1 − 𝑐𝑤ഥ + (−�̅� + 𝑤ഥ|𝑐|2 − 𝑤ഥ𝑏)𝑧)𝑛+1
.

 
 (19.2)

  داريم ⅅ 𝑤𝜖براي هر ،  (19.2)و  (18.2)عددي حقيقي است، با كمك روابط  𝑏با توجه به اينكه 

𝐷ట෩ ,ఝ,
∗ (𝐾௪) = 𝐷ట෩ ,ఝ,(𝐾௪). 

𝐷ట෩گيريم كه چگال هستند، نتيجه مي 𝐻ଶها در فضاي   𝐾௪از طرفي از آنجا كه زيرفضاي توليد شده توسط ,ఝ, 

  نرمال است.  𝐷ట,ఝ,بنابراين واضح است كه عملگر .يك عملگر خودالحاق مي باشد

  باشند.  ℂ\ℝعضوي از    cو   bعملگري نرمال  و   𝐷ట,ఝ,براي اثبات عكس قضيه، فرض كنيد كه 

  با محاسباتي ساده داريم

𝐷ట,ఝ, ൬𝐾భ

మ

൰ (𝑧)  =
𝜓(𝑧)𝑛!

2 ቀ1 −
ଵ

ଶ
𝜑(𝑧)ቁ

ାଵ =
𝑎

2𝑛! (1 − 𝑐/2)ାଵ
𝐾భ

()
(𝑧), 

 
  جايي كه

𝑃ଵ = 𝑐 +
𝑏ത/2

1 − 𝑐̅/2
. 

  داريم 1.2از طرف ديگر با كمك لم 

𝐷ట,ఝ,
∗ ൬𝐾భ

మ

൰ (𝑧) = 𝜓 ൬
1

2
൰

തതതതതതത
𝐾

ఝቀ
భ

మ
ቁ

()
(𝑧)  

                             = 𝜓 ൬
1

2
൰

തതതതതതത 𝑛! 𝑧

ቀ1 − 𝜑(
ଵ

ଶ
)

തതതതതത
𝑧ቁ

ାଵ 

                             =
𝑎ത

2𝑛! (1 − 𝑐/2)ାଵ
𝐾మ

()
(𝑧), 

  جايي كه
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𝑃ଶ = 𝑐 +
𝑏/2

1 − 𝑐̅/2
. 

 
  
  
  

  بنابراين

  
ฯ𝐷ట,ఝ, ൬𝐾భ

మ

൰ฯ
ଶ

= ฬ
𝑎

2𝑛! (1 − 𝑐/2)ାଵ
ฬ

ଶ

ቛ𝐾భ

()
ቛ

ଶ

 

 

 = ฬ
𝑎

2𝑛! (1 − 𝑐/2)ାଵ
ฬ

ଶ

 ቆ
𝑗! |𝑃ଵ|ି

(𝑗 − 𝑛)!
ቇ

ଶஶ

ୀ

 

(20.2)

ฯ𝐷ట,ఝ,
∗ ൬𝐾భ

మ

൰ฯ
ଶ

= ቤ
ത

ଶ!ቀଵି


మ
ቁ

శభቤ

ଶ

ቛ𝐾మ

()
ቛ

ଶ

  

                              = ฬ
𝑎ത

2𝑛! (1 − 𝑐/2)ାଵ
ฬ

ଶ

 ቆ
𝑗! |𝑃ଶ|ି

(𝑗 − 𝑛)!
ቇ

ଶஶ

ୀ

. 

(21.2) 
𝑃ଵ|ଶ|،(21.2)و   (20.2)نرمال است، با توجه به روابط  𝐷ట,ఝ,از آنجا كه عملگر  = |𝑃ଶ|ଶ  توان و به راحتي مي

𝑐̅بررسي كرد كه در اين صورت  = 𝑐  و اين تناقض است. حال فرض كنيد𝑏 ∈ ℂ\ℝ و 𝑐 ∈ ℝ\{0}  .  
  توان نتيجه گرفت كه  مشابه اثبات فوق مي

ฯ𝐷ట,ఝ, ൬𝐾

మ

൰ฯ ≠ ฯ𝐷ట,ఝ,
∗ ൬𝐾

మ

൰ฯ. 
    و اين تناقض است.  نرمال نيست 𝐷ట,ఝ,بنابراين 
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