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  چکیده

باشد.  �از  ��فرد آن به بستار جبري   توسیع منحصربه ��و  �یک ارزیاب هنسلی روي میدان  �فرض کنید 

�عنصر  شده با ضابطه زیر)  متناظر آن (تعریف (�,�)�ه داراي جفت متمایز است هرگاه مجموع �\��∋

 داراي عضو ماکسیمم باشد:

�(�,�)= {��(� x)|x ∈��,[�(x)∶�]< [�(�)∶�]}. 
  

عضوي از کوچکترین درجه  � است هرگاه �براي  یک جفت متمایز ��از عناصر (�,�)  صورت یک جفت در این

�degکه  طوري باشد به �روي  > deg�  و��(� �)= sup�(�,�).  در این مقاله ابتدا نتایجی در

دهیم. سپس با  هاي ارزیاب هنسلی ارائه می هاي متمایز براي عناصر جبري از درجه دلخواه روي میدان مورد جفت

ن عناصري هاي ارزیاب، توجه خود را روي چنی هاي میدان توجه به اهمیت عناصر جبري از درجه اول در توسیع

�کنیم. خصوصاً براي  معطوف می ، یک شرط لازم و کافی براي وجود �از درجه یک عدد اول روي  ��∋

  دهیم. ارائه می �روي  �اي مینیمال  با استفاده از چندجمله (�,�)�ماکسیمم مجموعه متناظر 
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  مقدمه - 1

و  �روي میدان  2یک ارزیاب هنسلی �فرض کنید 

 �از  ��فرد آن به بستار جبري   توسیع منحصربه ��

 ��از عناصر  (�,�) 3باشد. براي یک جفت متمایز

هاي  ، بین گروه(�,�)روي میدان ارزیاب هنسلی 

 (�)�و  (�)�نظیر  5اي هاي مانده و میدان 4ارزیاب

و  �|(�)�هاي  توسیع 6و همچنین نقص

روابطی وجود دارند که این روابط در قضیه  �|(�)�

اند. در بخش سوم  مورد بررسی قرار گرفته ]1[از  1.1

پردازیم. خصوصاً  این مقاله به تکمیل این نتایج می

کنیم  را بیان می �ي  و درجه �ي  رابطه بین درجه

ي  که در مطالعه جایی ). سپس از آن6.3یجه (نت

جبري از  7هاي ساده ها در نظریه ارزیاب توسیع توسیع

 درجه اول نقش بسیار تاثیرگذاري دارند (براي مثال

را ببینید)، در بخش چهارم  ]12، فصل 6[و  ]5- 2[

هایی معطوف  توجه خود را روي چنین توسیع

�کنیم  فرض می 1.4کنیم. در گزاره  می یک  ��∋

عنصر جبري از درجه یک عدد اول و داراي یک جفت 

استفاده کرده و نشان  6.3متمایز باشد. از نتیجه 

براي آن،  (�,�)�دهیم که مجموعه متناظر  می

  صورت به

�(�,�)= {��(� �)|� ∈ �},  
 

اي براي عناصر جبري  شود. چنین مجموعه تبدیل می

همیت ویژه است چرا ، حائز ا8هاي ارزیاب روي میدان

از میدان  �عنصر  9ي که منجر به تعریف مفهوم فاصله

 10ناقص هاي در توسیع �(نه الزاماً هنسلی) 

. ]5[هاي (نه الزاماً هنسلی) ارزیاب تعریف شد  میدان

                                                 
2 henselian valuation 
3 distinguished pair 
4 value groups 
5 residue fields 
6 defect 
7 simple 
8 valued fields 
9 distance 
10 defect extensions 

هایی موانع بزرگی براي حل مسائل باز   چنین توسیع

ها  هاي آن در نظریه ارزیاب هستند، لذا شناخت ویژگی

باشد. لازم به ذکر است که  راي اهمیت زیادي میدا

مفهوم فاصله، اخیراً تبدیل به ابزار مهمی براي 

هاي ارزیاب  هاي ناقص میدان ي ساختار توسیع مطالعه

است که در آن وجود   کلی از مشخصه ناصفر شده

ماکسیمم براي مجموعه فوق همواره مورد بحث قرار 

را ببینید). در  ]9-7[، ]5[، ]4[گیرد (براي مثال  می

، یک شرط لازم و کافی براي وجود ماکسیمم 4بخش 

 2.4شود. در قضیه  براي مجموعه فوق نیز ارائه می

�کنیم وقتی  ثابت می جبري از درجه اول با  ��∋

گاه  باشد، آن[�]�∋(�)�	اي مینیمال  چند جمله

متناظر آن، داراي ماکسیمم است اگر و  (�,�)�

���(�)�����جموعه تنها اگر م ∈ داراي  {�

ماکسیمم باشد. لازم به ذکر است که مجموعه 

�����(�)��� ∈ نیز نقش کلیدي در بسیاري  {�

طور  کند. به تحقیقات اخیر نظریه ارزیاب ایفا می

هاي  تر این مجموعه منجر به تعریف میدان دقیق

. در واقع وجود ماکسیمم ]9[شد  11ارزیاب اکستریمال

ي اصلی تعریف  اي، اساس و ایده اي چنین مجموعهبر

هاي  میدان باشد. هاي ارزیاب اکستریمال می میدان

طور جبري  هاي به بندي میدان اکستریمال منجر به رده

و 13جبري ماکسیمال-پذیر طور جدایی ، به12ماکسیمال

شوند (براي  می 14نقص ناپذیر بی طور جدایی به

  را ببینید). ]10[و  ]9[، ]5[، ]3[، ]2[مثال

  

 نیازها  تعاریف و پیش -2

را با نماد  در سراسر این مقاله یک میدان ارزیاب که آن

همراه  به �دهیم، یک میدان  نمایش می (�,�)

شده روي آن با گروه  تعریف � 15ارزیاب (کرول)

  شود: صورت زیر تعریف می است که به (�)�ارزیاب 

                                                 
11 extremal 
12 algebraically maximal 
13 separable-algebraically maximal 
14 inseparably defectless 
15 (Krull) valuation 
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 �:� → ست یک نگاشت پوشا ا {∞}∪(�)�

�,�که براي هر  ∈   کند: در شرایط زیر صدق می �

1. � = 0		⇔ 		�(�)= ∞،  

2. �(��)= �(�)+ �(�)، 

3. �(� + �)≥ min	{�(�),�(�)}. 

 
 باشد می 16یک گروه آبلی جمعی تماماً مرتب(�)� 

�یک نماد است که براي هر  ∞و  ∈ در  (�)�

� شرایط + ∞ = ∞ + � = ∞ + ∞ = ∞ 

 کند. صدق می

  ، مجموعه(�,�)ان ارزیاب براي یک مید

�� = {� ∈�	|	�(�)≥ 0}  
 

نامند که یک زیرحلقه موضعی از  می  17را حلقه ارزیاب

 با تنها ایده آل ماکسیمال �میدان 

�� = {� ∈�	|	�(�)> 0}  
 

=(�)�قسمت  علاوه خارج باشد. به می
��

��
را  

در  �م. براي هر نامی می (�,�)اي نظیر  میدان مانده

  تحت همریختی متعارف  �، تصویر��حلقه ارزیاب 

 ∶	�� → �(�) 
 

 � 18ي مانده- �را  نشان داده و آن �را با نماد 

نشان  ��را با نماد  �نامیم. بستار جبري میدان  می

�داده و براي هر  که همان درجه  �، درجه ��∋

باشد را با نماد  می [�:(�)�]یا   �|(�)�توسیع 

deg�  .نشان خواهیم داد 

- �شود، ارزیاب  ارائه میها  اولین مثالی که از ارزیاب

) روي میدان اعداد �(براي یک عدد اول  ��	19گان

  با ضابطه گویاي 

�� ��
� �

�
� = �,��(0)= ∞   

                                                 
16 totally ordered additive abelian group 
17 valuation ring 
18 �-residue 
19 �-adic valuation 

�است که  �,�و  ∋ ∈ هستند  {0}	\	

�که  ريطو به �و  � طور مشابه  . همچنین به�

ناپذیر  اي تحویل و چندجمله �براي هر میدان 

روي میدان  ��گان - �، ارزیاب [�]�∋(�)�

 صورت زیر قابل نمایش است: به (�)�

�� ��(�)
� �(�)

�(�)
� = �,��(0)= ∞   

 

�که   {0}	\	[�]�∋(�)�,(�)�و  ∋

(�)�که  طوري هستند به و  (�)�

�(�) �(�).  

به هر توسیع  �روي یک میدان  �دانیم ارزیاب  می

عبارت  باشد. به قابل توسیع می ′�مانند  �میدان 

که  طوري وجود دارد به ′�روي  ′�دیگر، ارزیاب 

�′|� = علاوه  را ببینید). به ]12[از  2.1.3(قضیه  �

شود  هنسلی نامیده می (�,�)ارزیاب  یک میدان

، یا ��فردي به  توسیع منحصربه �هرگاه ارزیاب 

داشته باشد. اگر  �طور معادل، به هر توسیع جبري  به

یک میدان ارزیاب هنسلی باشد، توسیع  (�,�)

در نظر  ��را همواره با نماد  ��به  �فرد  منحصربه

،یعنی  �وسیع جبري یک ت ′�که  گیریم. هنگامی می

را حاصل  ′�است، همواره ارزیاب روي  ��مشمول در 

را با همان نماد  کنیم و آن تعریف می ′�به  ��تحدید 

صورت براي رعایت اختصار  دهیم. در این نشان می ��

براي  �|��از نماد  (�,�)|(��,��)جاي نماد  به

تفاده خواهیم کرد. در هاي ارزیاب اس توسیع این میدان

 (�,�)این مقاله (مگر خلاف آن ذکر شود) همواره 

 گیریم.  را یک میدان ارزیاب هنسلی در نظر می

را در نظر  (�,�)میدان ارزیاب (نه الزاماً هنسلی) 

با  20مرتب-یکریخت (�)�بگیرید. اگر گروه ارزیاب 

مرتب - و اگر یکریخت 21را ارزیاب گسسته باشد، آن 

را ارزیاب از  باشد، آن یک زیرگروه غیربدیهی از  با

 �دانیم که ارزیاب  گویند. همچنین می یک می 22رتبه

                                                 
20 order-isomorphic 
21 discrete  
22 rank 
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کند که منجر به القاي یک  ایجاد می �یک متر روي 

شود. میدان ارزیاب  می �توپولوژي روي میدان 

نامند هرگاه با متر القاشده از  می 23را کامل (�,�)

باشد  �، داراي یک حد در �ر ، هر دنباله کوشی د�

از  2و  1هاي  (براي شرح کامل این مفاهیم به فصل

 مراجعه کنید).  ]11[از منبع  1یا به فصل  ]12[منبع 

را ببینید) ارزیاب  ]12[از  3.1عنوان مثال (بخش  به

صورت زیر روي  را به �� 24گان-�، فاصله ��گان -�

  کند: القا می 

��(�,�)= ����(���),� ≠ �  

  و

��(�,�)= 0. 

 

ي  شده شود. کامل یک فضاي متریک می رو  از این

نامیده   25گان- �نسبت به این متر را میدان اعداد  

�دهیم. هر عضو ناصفر  نمایش می �و با  ∈ � 

  صورت به

� = ∑ ���
��

��� ,0≤ �� ≤ � 1  
 

�که  ��و  ∋ ≠ قابل نمایش است. ارزیاب  0

است. این  �قابل توسیع به میدان  ��گان -�

 ��توسیع که داراي ضابطه زیر است را مجدداً با 

  دهند: نمایش می

���∑ ���
��

��� � = �,	�� ≠ 0.	  

 

ي نظریه  براي سایر تعاریف مقدماتی و مفاهیم پایه

  دهیم. ارجاع می ]13- 11[یاب، خواننده را به منابع ارز

هاي متمایز از جمله مفاهیمی هستند که براي  جفت

معرفی  ]14[نخستین بار توسط پاپسکو و زارسکو در 

همراه سایر مفاهیم  ها این مفهوم را به شدند. آن

، یعنی 26هاي موضعی کلیدي دیگر روي میدان

کار  به یک بههاي ارزیاب گسسته کامل از رت میدان

                                                 
23 complete 
24 �-adic distance 
25 �-adic numbers field 
26 local fields 

 هاي تحویل اي ي چندجمله همه  بردند تا مجموعه

هاي موضعی را توصیف  ناپذیر با ضرایب در میدان 

هاي  کنند. بسیاري از این مفاهیم بعدها روي میدان

تر از میدانهاي موضعی تعمیم داده شدند و  ارزیاب کلی

بارها در تحقیقات متعدد مورد استفاده قرار گرفتند 

هاي متمایز  را ببینید). جفت ]19- 15[مثال عنوان  (به

طریق زیر  به 27شده جفت مینیمال از مفهوم شناخته

 ایجاد شدند:

  

متعلق به  (�,�) یک جفت. 1.2تعریف 

�� × ) (�,�)را مینیمال (نسبت به  (��)�

�نامیم هرگاه هر  می �)��در رابطه  ��∋ �)≥

�degگاه داشته باشیم  صدق کند، آن � ≤

deg� .  

αکه  از تعریف واضح است هنگامی ∈ � ،(�,�) 

�براي هر  ∈ یک جفت مینیمال است.  �����

�همچنین براي  یک جفت  (�,�)، �\��∋

از هر عضو مجموعه  �و فقط اگر   مینیمال است اگر

شود)  نمایش داده می (�,�)�زیر (که با نماد 

  اکیداً بزرگتر باشد

�(�,�)= {��(� x)|x ∈
��,degx < deg�}.  

  

نام متغیر  این موضوع سبب پیدایش متغیري به

�براي عناصر جبري  (�)�� 28اصلی شد  �\��∋

 �����یک کران بالا در  (�,�)�ها  که براي آن

 دارد و از رابطه

��(�)= sup�(�,�)  
  

  شود. تعریف می

دهد که مجموعه  نشان می مثال زیر حالتی را

است و  �����داراي یک کران بالا در  (�,�)�

  وجود دارد. �براي  (�)��لذا متغیر اصلی 

                                                 
27 minimal pair 
28 main invariant 
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گان با - 2میدان اعداد  �فرض کنید . 2.2مثال 

�باشد. قرار دهید  ��ارزیاب  = ��
�
که  ���

�� = � ،�� = ��با  (��)��
� = و به  2

��همین ترتیب با استقرا  = با  (��)����

��
� = )که  جایی . از آن���� هنسلی  (��,�

را ببینید) و  ]12[از  3.1.4و  1.3.1هاي  است (قضیه

|�توسیع  توسیع  ��باشد، ارزیاب  جبري می �

نمایش  �با  را دارد که آن �فردي به  منحصربه

ي واحد و  چهارمین ریشه اولیه �دهیم. فرض کنید  می

�ي واحد باشند.  سومین ریشه اولیه � را  ��∋

�صورت  به = 1 + ��1 + √3� = � + در  �2

  منظور اثبات نظر بگیرید. به

��(�)∈�(�,�)  
  

�کافی است نشان دهیم که اگر  =
�

√�
+ باشد،  4

  گاه  آن

��(� �)= ��(�).  
 

�که  جایی از آن � =
��(��√�)

√�
و  4

���1 + √3� =
�

�
 28(صفحه  29، قانون مثلث قوي

  کند که را ببینید) ایجاب می ]12[از 

��(� �)= ��� ��� �
�����√��

√�
�,

��(4)� =
�

�
.  

 

�� = � ،�� = � + 2� ،�� = � + و  ��2

�� = � +  �روي  �هاي  ي مزدوج همه ��2

تعریف شده با  30را ثابت کرسنر (�)��هستند. 

  ضابطه زیر در نظر بگیرید:

��(�)= ���{��(� ��),��(�
��),��(� ��)}  
 

  واضح است که

                                                 
29 strong triangle law 
30 Krasner’s constant 

��(�)= ������(2�),���2√3��,

���2� + 2√3��� =
�

�
.  

 

) ]12[از  7.1.4که طبق لم کرسنر (قضیه  جایی از آن

≥(�)��داریم    ، رابطه(�)��

��(� �)= ��(�)=
�

�
	  

 

  شود. حاصل می

   

یک میدان ارزیاب  (�,�)فرض کنید  .3.2تعریف 

را یک جفت  ��از عناصر (�,�)  باشد. یک جفت 

جفت متمایز) - (�,�)تر یک  دقیق طور متمایز (یا به

���نامند هرگاه  می � > ��� عضوي از  �و  �

باشد که در  �کوچکترین درجه روي 

��(� �)=   کند.  صدق می (�)��

هاي ارزیاب هنسلی، وجود جفت متمایز  روي میدان

نقص  براي یک عنصر جبري با استفاده از مفهوم بی

. ابتدا به ]16[بندي شد ي ارزیاب ردهها میدان 31بودن

بندي  هاي ارزیاب و سپس رده شرح نقص براي میدان

  پردازیم. مورد اشاره می

 ′�یک میدان ارزیاب هنسلی و  (�,�)فرض کنید 

باشد. بنا به لم استراسکی  �یک توسیع متناهی از 

ي  ، نتیجه12، بخش 6، فصل 13[یا  ]18، بخش 11[(

  ن نوشت:توا ) می]25قضیه 

)1      (                                     [��:�]=  

�n[�(��):�(�)][�(��):�(�)]  
  

 32ي توان مشخصه �یک عدد صحیح نامنفی و  nکه 

(یعنی اگر مشخصه میدان  (�)�اي  میدان مانده

�مثبت باشد،  (�)� = � و در  	(�)�	��

�غیراینصورت  =   باشند. همچنین ) می1

�(��|�)= [�(��):�(�)]  
 

                                                 
31 defectlessness 
32 characteristic exponent 
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 و  33اندیس انشعاب

�(��|�)= [�(��):�(�)]  
 

، 12[هستند ( �|��براي توسیع  34درجه لختی

 را ببینید). ]61صفحه 

  

منطبق با  ′�و  (�,�)فرض کنید . 4.2تعریف 

=(�|��)���جملات فوق باشند. عامل  �n  در

نامند. اگر  می �|��را نقص توسیع  )1رابطه (

���	(��|�)≠ را ناقص و اگر  	�|��، توسیع 1

���(��|�)=   نامند.  نقص می را بی باشد، آن 1

 

یک  (�,�)فرض کنید  ]1.1، قضیه 16[. 5.2قضیه 

توسیع  ��و  �بستار جبري  ��میدان ارزیاب هنسلی، 

باشند. دو گزاره زیر با هم  ��به  �فرد  منحصربه

  معادلند:

�به هر  .1 �، یک �\��∋ با  ��∋

��� � < ���   که طوري شود به نظیر می �

��(�)= ��(� �). 

 
�براي هر  .2 ∈ نقص  بی �|(�)�، توسیع ��

  است.

 

هاي متمایز عناصر جبري از درجه  جفت - 3

  واهدلخ

هاي  در این بخش به ارائه نتایجی در مورد جفت

هاي  متمایز عناصر جبري از درجه دلخواه روي میدان

  پردازیم.  ارزیاب هنسلی می

 [�]�اي ناصفر از  یک چندجمله (�)�فرض کنید 

دهد که  کارگیري الگوریتم اقلیدس نشان می است. به

کل ش فردي به صورت منحصربه به [�]�∋(�)�هر 

∑ ��(�)�(�)
�

قابل نوشتن است که براي هر  ���

اي کمتر  یا صفر است یا درجه (�)��اي  ، چندجمله�

                                                 
33 ramification index 
34 inertia degree 

بسط -�دارد. این نمایش را معمولاً  (�)�از درجه 

  نامند.  می �براي 

  با توجه به این نمایش، براي یک جفت

(�,�)∈�� × �(�)�,  
 

  صورت را به (�)��روي  �,���ارزیاب 

)2                      (���,�(∑ ��(� �)�)=�

						min�{��(��)+ ��},�� ∈ �,�  
  

 (�,�)شده با  را ارزیاب تعریف کنیم و آن تعریف می

ایش نم �,��را با  (�)�به  �,���نامیم. تحدید  می

یک جفت مینیمال است،  (�,�)که  دهیم. زمانی می

  شود: طریق زیر توصیف می به �,��ارزیاب 

  

 �,���فرض کنید  ]1.1، قضیه 18[ .1.3قضیه 

شده با جفت مینیمال  تعریف (�)��ارزیاب روي 

باشد.  (�)�حاصل تحدید آن به  �,��و  (�,�)

از درجه  �روي  �اي مینیمال  چندجمله (�)�اگر 

�و  � ∈ اي باشد که  گونه به (��)�

��,���(�)� = اي  گاه براي هر چندجمله ، آن�

صورت  بسط به-�با  [�]�∋(�)�

∑ ��(�)�(�)
�

>(�)��degکه  ��� است،  �

  داریم:

��,���(�)� = min�������(�)� + ���.  
 

هاي  شرح داده شد، جفت 2چنان که در بخش  آن

مینیمال، منجر به ایجاد متغیر اصلی و جفت متمایز 

هاي ارزیاب شدند. در  براي عناصر جبري روي میدان

هاي  بندي براي وجود جفت یک دسته 5.2قضیه 

هاي ارزیاب هنسلی از رتبه دلخواه  متمایز روي میدان

�اکنون براي را ملاحظه نمودید.  ، جفت �\��∋

،  �و  �را در نظر بگیرید. متناظر با  (�,�)متمایز 

  شوند  ایجاد می (�)�و  (�)�هاي ارزیاب  میدان
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ها در نظر   به آن ��که با ارزیاب حاصل از تحدید 

هاي  هاي ارزیاب و میدان شوند. بین گروه گرفته می

رتباط وجود دارد ا (�)�و  (�)�اي متناظر  مانده

، 1[(که در  5.3توان در قضیه  که این رابطه را می

خوبی مشاهده نمود. از  به اثبات رسیده) به ]1.1قضیه 

جایی که نتایجی که در این مقاله ارائه خواهیم داد،  آن

آیند، به شرح  دست می در فرایند اثبات این قضیه به

) اثبات آن (همزمان با اثبات نتایج مورد نظرمان

خواهیم پرداخت. قبل از آن به چند نتیجه مقدماتی 

  .زیر نیاز داریم

  

 (�,�)فرض کنید  ]1.1، قضیه 15[ .2.3قضیه 

�,�	یک میدان ارزیاب هنسلی و  اي  گونه به��∋

�باشند که براي هر  ∈ �degکه  �� < deg�  در

�)��رابطه  �)> ��(� کنند.  صدق می (�

  گاه نتایج زیر را خواهیم داشت:آن

1. .�(�(�))⊆ �(�(�))  
2. .�(�(�))⊆ �(�(�)) 
3. def	(�(�)|�) ،def	(�(�)|�)  را عاد

 کند. می

 

یک جفت  (�,�)فرض کنید  ]2.2، لم 16[ .3.3لم 

�مینیمال و  ∈  در رابطه ��

��(� �)≥ �  
 

اي  یک چندجمله [�]�∋(�)صدق کند. اگر 

از آن، داشته باشیم  �باشد که براي هر ریشه 

��(� �)<  گاه ، آن�

��� (�) (�)� > ��� (�)�.  

 

�فرض کنید  ]3.2، لم 16[ .4.3لم  ∈ داراي  �\��

صورت  است. در این (�,�)جفت متمایز -(�,�)

  داریم:

  یک جفت مینیمال است. ((�)��,�) .1

که درجه  [�]�∋(�)�اي  چندجملهبراي هر   .2

کوچکتر است و براي ارزیاب  �، از درجه �آن روي 

�) و 2تعریف شده با ( �,��� = ، داریم (�)��

���,���(�)� = ��(�(�)). 

 

یک میدان ارزیاب  (�,�)فرض کنید  .5.3قضیه 

�	هنسلی و  و  (�,�)داراي جفت متمایز �\��∋

�اي مینیمال  چندجمله (�)� باشند.  �روي  ��∋

 صورت داریم: در این

1. .def(�(�)|�)= def	(�(�)|�)  

2. .���(�)� = ���(�)� + 	��(�(�)) 

3. ���(�)� = ���(�)���
�(�)�

�(�)
�

 �که  �

که  طوري کوچکترین عدد صحیح مثبت است به

�����(�)� = ��(  ((�)�)�متعلق به  ((�)

 است.

�دهیم  قرار می برهان. = deg�  و� =

degعضوي از کوچکترین درجه  �جایی که  . از آن�

 است که �روي 

��(� �)∈�(�,�), 
 

�اگر  ∈  �اي اکیداً کوچکتر از درجه  داراي درجه ��

، (�,�)گاه طبق تعریف جفت متمایز  باشد، آن

  داشت: خواهیم

��(� �)< ��(� �).  

  

  داریم: ��در نتیجه با توجه به خواص ارزیاب 

��(� �)= ��(� � + � �)  
= min{��(� �),��(� �)}  
= ��(� �)< ��(� �).  
 

که  حال با توجه به نامساوي فوق و این

deg� < degکار  هرا ب 2.3توان قضیه  ، می�

  دست آورد: گرفت و نتیجه زیر را به

)3(                       ���(�)� ⊆ ���(�)�,	  

���(�)� ⊆ ���(�)�,  

def(�(�)|�)|def(�(�)|�).   
  

  یک گروه تابدار  ((�)�)�/((�)�)�اما چون 
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را ببینید) و طبق  ]12[) از 1(4.2.3است (قضیه 

   بت است کهکوچکترین عدد صحیح مث �فرض، 

�����(�)� ∈ ���(�)�,   

  

وجود دارد  [�]�∋(�)اي  یک چندجمله

�(�)�����که  طوري به = ��( توان  . می((�)

���را کوچکتر از  (�)درجه  قرار داد. چرا که  �

��� اگر (�)≥ ��� � = ��� گاه  ، آن(�)�

با  [�]�∋(�)�,(�)�هاي  اي چندجمله

��� �(�)< ��� که  طوري وجود دارند به (�)�

(�)= �(�)�(�)+ و این ایجاب  (�)�

���کند که  می (�)� = که  ((�)�)��

��� �(�)< ��� . با توجه به خاصیت �

و بنا به قضیه لاگرانژ براي گروه  �کوچکترین بودن 

  داریم: ((�)�)�/((�)�)�خارج قسمتی 

)4   (                 �	|	����(�)�:���(�)��.  

 
  که علاوه با توجه به این به

���(�(�)|�)=
[�(�):�]

�(�(�)|�)�(�(�)|�)
  

  و

���(�(�)|�)=
[�(�):�]

�(�(�)|�)�(�(�)|�)
,  

 

ب و درجه لختی ترتیب اندیس انشعا به �و  �که 

را  4.2هاي ارزیاب هستند (بند قبل از تعریف  توسیع

)، 4) و (3ببینید) و همچنین با در نظر گرفتن روابط (

کند. لذا  را عاد می �، ��گیریم که  نتیجه می

�دهیم  توانیم قرار  می =
�

��
که عددي صحیح  

  باشد. می

که شود  باعث می ��از سوي دیگر خاصیت ارزیاب 

��( (�))= �����(�)� = و در  (�(�)�)��

��نتیجه  �
�(�)�

�(�)
� = دهیم  که اگر قرار  0

�(�)�

�(�)
= x توان نوشت: ، در مجموع می  

)5 (            � = ����(�)� ∶���(�)�� ×  

�
����(�)�:���(�)��

�
� �

���	(�(�)|�)

���(�(�)|�)	
�.  

 
=(x)��از سوي دیگر چون  x، لذا 0 ∈

. واضح است که توسیع �(�)���

یک توسیع جبري است  �(�)���|�(�)���

را ببینید). اگر نشان دهیم  ])2( 4.2.3، قضیه 12[(

x  یک عنصر جبري از درجه  �(�)���روي� 

گاه دو پرانتز سمت راست تساوي در عبارت  است، آن

  بایست برابر یک باشند و در نتیجه ) می5(

def(�(�)|�)= def(�(�)|�)  
  و

����(�)� ∶	���(�)�� = �   

 

قضیه را ثابت  2و  1هاي  قسمتکه این نتایج، 

  صورت خواهیم داشت کنند. همچنین در این می

���(�)� = ���(�)�(x )  

 

کند.  از قضیه را ثابت می 3که این نتیجه نیز قسمت 

xکه  بنابراین در صورت نشان دادن این ∈

 �جبري و از درجه  �(�)���روي  �(�)���

  شود.  است، اثبات قضیه تمام می

 xکنیم  خلاف فرض می براي رسیدن به این هدف، به

باشد  �یک عنصر جبري از درجه  �(�)���روي 

�که  < هاي  اي صورت چندجمله . در این�

(�)��و  [�]�∋(�)�� ≠ وجود دارند  0

 که  طوري به

)6(                                     ��
�(�)�

�(�)
� �

�

+  

����(�) �(
�(�)�

�(�)
)�

���

+ +

��(�) = 0.  
 

≥0، �براي هر  � ≤ �   توان قرار داد: ، می1
��(�)

�(�)�
= ��(�),					(�)

�� = ��(�),  
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اي از درجه  یک چندجمله [�]�∋(�)��که هر 

صورت زیر  توان به ) را می6است. اکنون ( �کوچکتر از 

  :بازنویسی کرد

)7(                                  (��(�)	�(�)
��)   

+(����(�)	�(�)
�(���)) + +

��(�) = 0,			��(�) = ��(�) ≠ 0.		  
 

یک جفت متمایز است، بنا  (�,�)که  جایی اما از آن

�که  (�,�)، 4.3) از لم 1به قسمت ( = ��(�

کار  را به 3.3یک جفت مینیمال است. اکنون لم  (�

((�)��/(�)��) گیریم تا نتیجه می = حاصل  1

  شود که ) نتیجه می7شود و از (

)8(                              ��(��(�)�(�))
�� +  

����(�)�(�)
�(���)+ + ��(�)> 0.  

 

  اگر قرار دهیم

)9 (                          �(�)= ��(�)�(�)
��  

+����(�)�(�)
�(���)+ + ��(�),  

 
 کنیم که مشاهده می

deg�(�)< ��� + � ≤ �(� 1)� +
� = � �� + � ≤ �.  

 
اي  سط براي چندجملهب- �) در واقع 9جایی که ( از آن

  شود که نتیجه می 1.3است، از قضیه  �

)10 (                                   ���,���(�)� =  

min�����������(�)� +

��	���,���(�)�� ≤ �����(�)� = 0.  

 

>(�)�degکه  با توجه به این ، از قسمت دوم �

  شود: ) عبارت زیر حاصل می8و ( 4.3از لم 

���,���(�)� = ����(�)� > 0,  

 

کند  ) در تناقض است. این تناقض ثابت می10که با (

 ((�)�)�روي  �یک عنصر جبري از درجه  xکه 

فوق، دو نتیجه زیر حاصل   در ضمن اثبات قضیه است.

  .میریگیمکار شوند که در ادامه، اولین نتیجه را به می

همانند قضیه فوق  �و  � ،�فرض کنید  .6.3نتیجه 

�باشند. در این صورت  ��� � ،��� را عاد  �

���ویژه  کند. به می �	|��� �.  

  

یک جفت  (�,�)که  با فرض این. 7.3نتیجه 

کاررفته در قضیه  متمایز است و با توجه به نمادهاي به

)فوق، 
�(�)�

�(�)
از درجه یک عنصر جبري  (

�

��
روي  

  است. �(�)���

  

مطابق مثال  �و  �، (�,�)فرض کنید  .8.3مثال 

  باشند. در این مثال نشان داده شد که 2.2

��(�)= ��(� �)=
�

�
  

 

��. اگر (�,�)�∋(�)��و  ∈ عضوي  �\��

  که طوري باشد به �از کوچکترین درجه روي 

��(� ��)= ��(�),		  
 

کنند که  ایجاب می 6.3) و نتیجه 1( 5.3گاه قضیه  آن

  کند و را عاد می ����، �����

���(�(��)|�)= ���(�(�)|�).  
 

<(�|(�)�)���که  جایی از آن و  1

���� = �����، لذا 4 = 2.  

  

 از درجه اول هاي متمایز عناصر جبري جفت - 4

هاي  ي نتایجی درباره جفت این بخش دربرگیرنده

متمایز عناصر جبري از درجه اول است که در ارتباط 

هاي اکستریمال و مفهوم فاصله عناصر جبري  با توسیع

  گیرند.  هاي ارزیاب قرار می از میدان

کنیم تا نشان  استفاده می 6.3در گزاره زیر از نتیجه 

�بري دهیم که اگر عنصر ج  از درجه یک عدد  ��∋

 (�,�)�اول داراي جفت متمایز باشد، مجموعه 

اي است که در ارتباط با  صورت مجموعه متناظر آن به

  گیرد. قرار می �از میدان  �فاصله 
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یک عنصر جبري از درجه  �فرض کنید . 1.4گزاره 

است که  (�,�)اول روي میدان ارزیاب هنسلی 

 (�,�)�صورت  باشد. در این ز میداراي جفت متمای

�)��} صورت متناظر آن، به �)|� ∈   است. {�

داراي جفت متمایزي مانند  � فرض کنیدبرهان: 

گیریم. این  کار می را به 6.3باشد. نتیجه  (�,�)

���دهد که  نتیجه نشان می �	|��� جا  . از آن�

بایست  که مطابق با تعریف جفت متمایز می

��� � < ��� �باشد، لذا  � .  این نشان �∋

صورت  ، در واقع به�دهد که هر جفت متمایز براي  می

�باشد که  می (�,�) جایی که جفت  . از آن�∋

 (�,�)�در واقع ماکسیمم مجموعه  �متمایز 

دهد که براي  متناظر آن است، این استدلال نشان می

�)��}صورت  به (�,�)�ي، �چنین  �)|� ∈

  باشد. می {�

اکنون در قضیه زیر با در نظر گرفتن یک عنصر جبري 

 (�,�)�از درجه اول، براي وجود ماکسیمم  �

متناظر، یک شرط لازم و کافی با استفاده از 

  ارائه خواهیم داد.  �اي مینیمال  چندجمله

  

ب یک میدان ارزیا (�,�)فرض کنید  .2.4قضیه 

�هنسلی و  اي  با چندجمله �از درجه عدد اول  ��∋

است. در  �روي میدان  [�]�∋(�)�مینیمال 

  صورت دو گزاره زیر با هم معادلند: این

  ، داراي ماکسیمم است.�متناظر  (�,�)� .1

2. �����(�)��� ∈  داراي ماکسیمم است. {�

ل اي مینیما چندجمله (�)�جایی که  از آن برهان:

�توان  است، می �از درجه  �روي  � =

��,��,…,�� ∈  اي انتخاب کرد که گونه را به ��

�(�)= (� ��)(� ��)…�� ���. 

 

1، �بنابراین براي هر  ≤ � ≤ �، �� ∈ ���(��|�) 

��که  طوري وجود دارد به = . اگر (�)��

ماکسیمم باشد، مطابق تعریف  داراي (�,�)�

منجر به  (�,�)�، ماکسیمم �جفت متمایز براي 

شود. بنا به گزاره  می �ایجاد یک جفت متمایز براي 

متناظر با این عنصر جبري  (�,�)�، مجموعه 1.4

�)��}صورت  ، به� �)|� ∈ شود.  نوشته می {�

باید نشان دهیم وجود ماکسیمم براي چنین 

اي معادل با وجود ماکسیمم براي مجموعه  عهمجمو

�����(�)��� ∈   است.  {�

دانیم توسیع جبري یک ارزیاب هنسلی، هنسلی  می

باشد. بنابراین برطبق خواص ارزیاب و نیز هنسلی  می

�، براي هر ��بودن  ∈  توان نوشت: ، می�

����(�)� =

��(∏ (� ��))=
�
��� ∑ ���

��� (� ��)=

∑ �����(�) ��(�)�
�
��� =

∑ �����(� �)��
���   

= ∑ ��(� �)= ���(� �)�
��� .  

  

  مورد نظر ما،  �و  �دهد که براي  رابطه فوق نشان می

�����(�)��� ∈ �}= {���(� �)|	� ∈ �}. 

 
�)��بنابراین اگر   مجموعهماکسیمم  (��

{��(� �)|� ∈ �}  
 

�)���باشد،   ماکسیمم (��

�����(�)��� ∈ �}  

 

  شود.  طور مشابه نتیجه می است و برعکس آن نیز به

  

ي  امین ریشه اولیه-�یک  �فرض کنید  .3.4مثال 

�) و �واحد (براي یک عدد اول  = میدان  �

 (��,�)لی گان باشند. میدان ارزیاب هنس-�اعداد 

�را در نظر گرفته و قرار دهید  = � 1 .(�,1) 

است و براي ماکسیمم  �یک جفت متمایز براي 

=(�)�� :داریم (�,�)�مجموعه 

��(� 1)=
�

���
اي  چندجمله (�)�. درواقع اگر 

باشد،  �روي  �مینیمال 
�

���
ماکسیمم مجموعه  

���(�)�����متناظر  ∈   باشد. می {�
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