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  چکیده

لات دیفرانسیل تاخیري کاربردهاي وسیعی در علوم و مهندسی به خود اختصاص داده است. هنگامی که این معاد

توان جواب دقیق را محاسبه کرد. بنابراین یافتن یک جواب عددي با دقت نمی معادلات غیرخطی باشند، معمولاً

هاي لژاندر انتقال یافته ايي چندجملهبالا براي این معادلات ضروري است. در این مقاله یک روش عددي بر مبنا

دهیم. در این روش از نقاط هم محلی براي حل معادلات دیفرانسیل تأخیري از نوع پانتوگراف چندگانه ارائه می

سازي مساله استفاده کرده و مساله را به یک مساله برنامه ریزي غیرخطی تبدیل لوباتو براي گسسته-گوس-لژاندر

آوریم. ریزي غیرخطی یک جواب تقریبی براي معادله دیفرانسیل اصلی بدست میمساله برنامه کنیم. از حل اینمی

نماییم. ریزي غیرخطی و همگرایی جواب تقریبی بدست آمده به جواب دقیق را بررسی میشدنی بودن مساله برنامه

ی و قابلیت روش پیشنهادي را هاي موجود، کارایبعلاوه با حل چندین مثال عددي و مقایسه روش با برخی از روش

  دهیم.نشان می

  

معادلات دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف چندگانه، روش شبه طیفی لژاندر، آنالیز همگرایی. هاي کلیدي: واژه

                                                 
   Email: Nooriskandari@shahroodut.ac.ir                                                           دار مکاتبات:                  عهده. *
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  مقدمه - 1

هاي مختلفی براي حل  هاي گذشته، روش در دهه

انواع خاصی از معادلات دیفرانسیل تاخیري 

فر و  است. داوريپانتوگراف چندگانه ارائه شده 

اند  محلی ارائه کرده ] یک روش هم4نیا در [ رشیدي

تا جواب تقریبی از معادلات دیفرانسیل تاخیري 

پانتوگراف چند گانه با ضرایب متغیر و با شرایط 

اولیه داده شده را بدست آورند. یوزباشی و سزر در 

محلی لژاندر جهت  ] نویسندگان یک روش هم22[

گانه سیل تاخیري پانتوگراف چندحل معادلات دیفران

اند.  مانده ارائه کرده هاي تصحیح باقی براساس تکنیک

] یک روش تقریب نمایی براي حل 23همچنین در [

یافته  معادلات دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف تعمیم

] روش 21ارائه شده است. یانگ و توحیدي در [

محلی طیفی لژاندر را براي حل معادلات  هم

یل تاخیري پانتوگراف چند گانه با مسائل دیفرانس

] روش تکرار 25اند. یو در [مقادیر مرزي بکار برده

متغیر را جهت حل معادلات دیفرانسیل تاخیري 

] روش 7پانتوگراف چند گانه بکار برده است. در [

آشفتگی هموتوپی را براي حل معادلات دیفرانسیل 

بکار  تاخیري پانتوگراف چند گانه با ضرایب متغیر

] یک جواب 18رفته است. سزر و همکاران در [

گانه با ضرایب تقریبی از معادلات پانتوگراف چند

هاي تیلور معرفی  اي متغییر با استفاده از چندجمله

کوتا - هاي رانگ ] روش12اند. همچنین در [کرده

براي حل معادلات دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف 

همکاران در انگ و جی بکار برده شده است.چند گانه 

] روش گالرگین ناپیوسته را براي حل معادلات 11[

دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف چند گانه مورد 

] یک روش 24اند. یوزباشی در [استفاده قرار داده

عددي براي حل یک سیستم از معادلات دیفرانسیل 

تاخیري پانتوگراف چند گانه با شرایط ترکیبی 

  پیشنهاد شده است.

] روش شبه طیفی 14،15ي و همکاران در [محمود

لژاندر را براي حل معادلات دیفرانسیل و 

انتگرال تاخیري مورد استفاده قرار داده - دیفرانسیل

] روش شبه طیفی 10است. جعفري و همکاران در [

لژاندر را براي حل معادلات دیفرانسیل تاخیري 

] روش 5پانتوگراف بکار برده اند. دهقان و شاکري [

زیه آدومیان را براي حل معادلات دیفرانسیل تج

گیرند ارائه  تاخیري که از الکترودینامیک منشا می

] همچنین یک 17اند. صداقت و همکاران [ کرده

طرح عددي براي حل معادله پانتوگراف پیشنهاد 

هاي تقریبی  کردند. این روش شامل گسترش جواب

شف هاي چبی اي مورد نیاز به عنوان عناصر چندجمله

] یک 16باشد. صادقی و همکاران [ تغییریافته می

جواب عددي از معادلات دیفرانسیل تاخیري با 

استفاده از روش مرکب لژاندر را پیشنهاد کردند. لی 

] معادلات دیفرانسیل تاخیري نامتناهی 13و چی [

اي را بررسی کردند و یک راه حل تحلیلی براي رده

] یک روش 19[اند. در  ها پیشنهاد کردهاز آن

اختلال هموتوپی براي حل معادلات دیفرانسیل 

] 2تاخیري ارائه شده است. بهراوي و همکاران در [

روش شبه طیفی ژاکوبی را براي حل عددي 

زمانی برگر ارائه کرده -معادلات دیفرانسیل تاخیري

هاي  ] ترکیبی از روش6اند. الهاواري و الشامی در [

-ادلات انتگرالطیفی را براي حل مع- اسپلاین

دیفرانسیل ولتراي تاخیري معرفی کردند. وي و چن 

محلی طیفی لژاندر را براي  هاي هم ] روش20در [

انتگرال ولتراي -حل عددي معادلات دیفرانسیل

اند. بلور و بوسلسال در  تاخیري پانتوگراف بکار برده

 ] یک رویکرد عددي جدیدي براساس چند1[

یوسته براي حل محلی پ هاي تیلور هم اي جمله

انتگرال تاخیري بکار - عددي معادلات دیفرانسیل

  اند.  برده

در این مقاله یک روش شبه طیفی لژاندر براي حل 

معادلات دیفرانسیل تاخیري از نوع پانتوگراف چند 

گانه ارائه کرده و همگرایی روش را بررسی می 

نماییم. همچنین با حل چند مثال عددي کارایی 

  ده و به مقایسه روش پیشنهادي با روش را نشان دا
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  پردازیم.  ها می سایر روش

  

طیفی براي  سازي یک روش شبه پیاده -2

معادلات دیفرانسیل تاخیري از نوع پانتوگراف 

 چندگانه

در این مقاله معادله دیفرانسیل تاخیري از نوع 

 گیریم پانتوگراف چند گانه زیر را در نظر می

)1(              

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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1که  2( ), ( ), ( ),..., ( )La b b b     و( )g   توابعی

)پذیر و معین هستند،   مشتق )f   ،تابعی مجهول

 هاي ثابت است و برداري با مولفه

1 20 1Lq q q     همچنین فرض .

  ) داراي یک جواب است. 1کنیم که سیستم ( می

سازي زیر را براي حل  اکنون ابتدا مساله بهینه

  کنیم ) پیشنهاد می1سیستم (

)2(                    

 

2

1 1

2 2

Minimize || (0) ||

Subject to ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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) یک جواب 1واضح است که هر جواب سیستم (

باشد. همچنین چون  ) می2بهینه براي مسئله (

) 2باشد، مسئله ( جواب می ) داراي یک1سیستم (

یک مسئله شدنی است و داراي یک جواب بهینه 

  صورت  ) را به2باشد. جواب بهینه مسئله ( می

)3( 
 0

( ) ( ) ( ), 0 ,
M

M
j j

j

f r f r f L r r R

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باشند  ها ضرایبی نامعین می jfزنیم که  تقریب می

) و )jL  ي لاگرانژ هستند و ها اي ها چندجمله 

  شوند  صورت زیر تعریف می به
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( ) , 0,1,...,
M
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i i j j i

r r
L r j M

r r 
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در اینجا    
0

0,
M

j j
r R


  گاوس  - نقاط لژاندر- 

یافته هستند. توجه داریم که   لوباتو انتقال

1,
( )

0,
j k

j k
L r

j k


 


  و  

)5(                            ( ) ( ) .M
k k kf r f r f�   

  

  توجه داریم که 

)6(          0

0
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.

M M
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j kj
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d df
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dr dr
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
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) مسئله بهینه 5) و (3اکنون با استفاده از روابط (

ریزي غیرخطی زیر  ) را با مسئله برنامه2سازي (

  زنیم تقریب می
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) جواب 7با حل مسئله بهینه سازي غیرخطی (

*اي تقریبی نقطه * * *
0 1( , ,..., )Mf f f f دست را ب

  آوریم و بنابراین می
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) 1یک جواب تقریبی پیوسته براي سیستم (

  باشد.  می

  

   آنالیز همگرایی - 3

در این بخش، آنالیز همگرایی روش پیشنهادي را 

) را بصورت زیر بازنویسی 7کنیم. مسئله ( بررسی می

  کنیم  می
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),براي هر تابع : [] 1- 3مل ) mW   که ،m 

)اي  است، یک چند جمله 2بزرگتر مساوي  )Np   از

طوري که  وجود دارد به Nدرجه حداکثر 

0|| ( ) ( ) || ,mNp CC N 
     کهC  ثابت و

0,است و Nمستقل از || || mW
C   .  

  

2فرض کنید  :1- 3قضیه    و,( )f V    

) باشد. عدد صحیح و 2یک یک جواب براي مسئله (

طوري که براي هر  وجود دارد به 1Mمثبت مانند 

1M�) داراي یک جواب شدنی 9مسئله (

0 1( , ,..., )Mf f f f  است که در رابطه زیر صدق

  .کند می
1|| ( ) || ( 1) , 0,1,..., ,k kf r f L M k M

   

  

  

که  
0

M

k k
r


لوباتو انتقال یافته -گوس -نقاط لژاندر 

   است.  Mثابت و مستقل از  Lهستند و

  

اي  یک چند جمله 1-3با استفاده از لم  اثبات:

( )p   از درجه( 1)m   1و ثابتC  مستقل ازM 

  طوري که وجود دارد به
1

1|| ( ) ( ) || ( 1) .f r p r C M 
     

  

  کنیم تعریف می

0
( ) ( ) (0), 0.

r
Mf r p d f r      

  

  بنابراین داریم

( ) ( ), (0) (0).M Mf r p r f f    

  

  در نتیجه
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)با استفاده از رابطه بالا،  )kf r  وkf  براي

0,1,...,k M  در یک مجموعه فشرده مانند
m  )قرار دارند. چون  � )Mf   یک چند

  است، داریم Mاي از درجه کمتر یا مساوي  جمله

)11(                             
0

( ).
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j kj k

j

f D f r
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براي  )11) و (10بنابراین با توجه به روابط (

1,2,...,k M ،داریم  
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 

 





 

  













 

 





  

 

 

  



   

    

     







 ),R  

  

1که  2 1, ,..., L     کران بالایی براي توابع پیوسته

1( ), ( ),..., ( )La b b    0]روي بازه, ]R باشند و در  می

1Mنتیجه با انتخاب  � ي که طور به  
1

2
1 1 2 1 1(1 ) ( 1) ,LC R R R M           

  

  آوریم دست می به

)12(   

1 1
0

2 2

3

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( 1) , 1,2,...,

M

j kj k k k k
j

k k

L k L k k

f D a r f r b r f q r

b r f q r

b r f q r g r

M k M








 

 

 

  




   

   

1Mبراي هر  M.  

*اگر  * * *
0 1( , ,..., )Mf f f f  یک جواب بهینه براي

  کنیم  ) باشد، تعریف می9مسئله (

)13(          * *

0

( ) ( ), [0, ],
M

M k k
k

f r f L r r R


    

  

)که  )kL  ،0,1,...,k M هاي  اي چند جمله

هاي  اي از جواب لاگرانژ هستند. در اینجا مجموعه

گسسته  
1

* * *
0 1, ,..., M M M
f f f




اي از  و مجموعه 

توابع  
1

* ( )M M M
f




  .را داریم  

  

کنیم مجموعه  فرض می :1-3فرض 

 
1

* *
0 , ( )M

M M
f f




 طور یکنواخت  اي به  بالهزیر دن

همگرا به  0 , ( )f q   دارد که( )q   تابعی پیوسته و

0
nf     است. �

  

اگر  :2-3قضیه  
1

* * *
0 1, ,..., M M M
f f f




یک  

) و 9هاي بهینه مسئله ( اي از جواب دنباله

 
1

* ( )M M M
f




 هاي درونیاب  اي باله چندجملهدن

  صدق کند آنگاه 1-3ها باشد که در فرض  متناظر آن

)14(  *
00

( ) ( ) , 0 ,
r

f r q d f r R        

  

  ) است. 2یک جواب بهینه براي مسئله (

  

یک دنباله  1-3با استفاده از فرض  اثبات:

 *

1
( )

iM i
f




  از دنباله 

1

* ( )M
M M

f



 وجود دارد 

limطوري که  به i
i
M


   و*lim ( ) ( )

iMi
f q


   با .

  داریم 1-3) و فرض 14استفاده از رابطه (
* *lim ( ) ( ).
iMi

f f


      

 

اثبات در دو بخش انجام می شود، در بخش اول 

*دهیم که  نشان می ( )f   یک جواب شدنی براي

کنیم که  و در بخش دوم ثابت می) است 2مسئله (
* ( )f  ) باشد.  ) می2یک جواب بهینه براي مسئله

*براي اثبات بخش اول، فرض کنیم که  ( )f   در
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) صدق نکند. بنابراین یک 2هاي مسئله ( محدودیت

[0, ]r R طوري که  وجود دارد به  
* * *

2 2

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0,L L

f r a r f r b r f q r

b r f q r g r

  

  

 
  

  

از آنجایی که مجموعه  
0k k

r



,0]در بازه   ]R 

] یک زیردنباله 8چگال هستند [
iM

k  وجود دارد

0طوري که  به
iM ik M   وlim

M i
k

i
r r


 .

  بنابراین 

)15(    



* * *
1 1

*
2 2

*

* *

*
1 1

*
2 2

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

i M M i Mi i i

M i Mi i

M i Mi i

M i M Mi i i

L L

M k k M k
i

k M k

k M k

L k M L k k

f r a r f r b r f q r

b r f q r

b r f q r g r

f r a r f r

b r f q r

b r f q r

b r f q r g r



 

 

 

 



 

  









   

  

از طرفی 
3

2lim( 1) 0i
i

M



  بنابراین با استفاده .

  )، داریم9هاي مسئله ( از محدودیت





* *

* *
1 1 2 2

*

lim ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0,

i M M i Mi i i

M i M M i Mi i i i

M i M Mi i i

M k k M k
i

k M k k M k

L k M L k k

f r a r f r

b r f q r b r f q r

b r f q r g r




 

   





  

  

}*) در تناقض است. بنابراین 15که با رابطه ( ( )}f 

) است. حال بخش 2یک جواب شدنی براي مسئله (

2کنیم. فرض کنیم  ثبات را ارایه میدوم ا  ،
** ,( )f V    ) 2یک جواب بهینه براي مسئله (

هاي شدنی  اي از جواب باشد. لذا دنباله

 
1

* * *
0 1( , ,..., )M

M M
f f f f




    ) 9براي مسئله (

**طوري که به  وجود دارد به ( )f  واخت طور یکن به

شوند. بنابراین با استفاده از بهینگی  همگرا می
** ( )f    و* * * *

0 1( , ,..., )Mf f f f داریم  

** 2 * 2

* 2 * 2
0

* 2 ** 2
0

0 || (0) || || (0) ||

lim|| (0) || || ||

|| || || (0) || 0.

iMi

f f

f f

f f

 

 

 



   

   

    

  

  

*بنابراین  2|| (0) || 0f    و* ( )f   یک جواب

  ) است. 2بهینه براي مسئله (

  

  عدديهاي  مثال - 4

در این بخش، کارایی روش ارائه شده را با حل چند 

مثال معادلات دیفرانسیل تاخیري از نوع پانتوگراف 

دهیم. در اینجا خطاي مطلق را با  چند گانه نشان می

  کنیم  استفاده از فرمول زیر محاسبه می
*( ) || ( ) ( ) ||, 0,1,..., ,M M

k k kE r f r f r k M     

  

)که  )Mf   و* ( )f   به ترتیب جواب تقریبی و

ریزي غیرخطی  دقیق هستند. براي حل مسئله برنامه

افزار  در نرم FMINCONبدست آمده از دستور

کنیم. توجه شود که حداقل مقدار متلب استفاده می

M توان بدین صورت تعیین کرد که اگر  را می

باشد، داشته باشیم  جواب تقریبی مورد نظر  دقت

Max{E ( ) : 0,1,..., }M
kr k M   همچنین .

نیز براي  MEجاي  توان از خطاي مانده به می

  استفاده کرد.  Mتعیین حداقل مقدار

  

معادله دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف  :1-4مثال 

  چند گانه زیر را درنظر بگیرید. 

( ) ( ) ( / 2) ( / 4) ( / 8)

( ), 0 1,

(0) 1,

f r f r f r f r f r

g r r

f

    


  
 



  

  

)که )g r کنیم که  را طوري انتخاب می( ) rf r e 

جواب دقیق و  1جواب دقیق مسئله باشد. شکل 

10Mتقریبی را براي   دهد. خطاهاي  نشان می

6,8,10Mمطلق براي    1و جدول  2در شکل 
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شود که وقتی  نشان داده شده است. مشاهده می

M کند.   یابد خطا به صفر میل می افزایش می  

  

معادله دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف  :2-4مثال 

  . چندگانه زیر را درنظر بگیرید

2
1 1 3

( ) ( )
2 2 2 8 3

( ), 0 1,

(0) 0,

r r r
f r f r e f r f

g r r

f

    
      

   
  

 





  

  

)که  )g r شود که جواب دقیق طوري انتخاب می

)مسئله  ) sinrf r e r  جواب  3باشد. شکل

8Mدقیق و تقریبی را براي   دهد.  نشان می

6,8,10Mخطاهاي مطلق براي   و  4ل در شک

شود که  نشان داده شده است. ملاحظه می 2جدول 

  کند.  خطا به سمت صفر میل می Mبا افزایش 

  

معادله دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف  :3- 4مثال 

  چند گانه زیر را درنظر بگیرید. 

( ) ( ) ( / 2) ( / 4) ( / 8)

( /16) ( ), 0 1,

(0) 1,

f r f r f r f r f r

f r g r r

f

    


   
 



  

  

( )g r کنیم که  نتخاب میرا طوري ا  

  

( ) sin( )f r r  5جواب دقیق مسئله باشد. شکل 

9Mجواب دقیق و تقریبی را براي    نشان

6,9,12Mدهد. خطاهاي مطلق براي  می   در

نشان داده شده است. نتایج  3و جدول  6شکل 

خطا  Mشگویاي این مطلب است که با افزای

  یابد.  کاهش می

  

معادله دیفرانسیل تاخیري پانتوگراف  :4-4مثال 

  ].9،18چندگانه زیر را درنظر بگیرید [
0.5

0.75

( ) ( ) sin(0.5 ) (0.5 )

2 cos(0.5 )sin(0.25 )

(0.25 ), 0 1,

(0) 1,

r

r

f r f r e r f r

e r r

f r r

f





   





  
 



  

  

)که  ) cos( )rf r e r  .جواب دقیق مسئله است

9Mجواب دقیق و تقریبی را براي  7شکل   

6,9,12Mدهد. خطاهاي مطلق براي  نشان می  

نشان داده شده است و  4و جدول  8در شکل 

خطا به صفر میل  Mشود که با افزایش ملاحظه می

کند. همچنین مقایسه خطاهاي مطلق روش  می

] و 9اي برنشتاین [ پیشنهادي با روش چندجمله

نشان  5] در جدول 18اي تیلور [ روش چندجمله

شود که خطاي روش  داده شده است. ملاحظه می

  پیشنهادي کمتر و روش کاراتر است. 

  

  

 .1-4براي مثال  Mخطاهاي مطلق با مقادیر مختلف  :1جدول 

10M   8M   6M   r  
3.89×10-14  2.36×10-11  5.21×10-8  0.2  
2.63×10-14  4.79×10-11  1.81×10-7  0.4  
1.17×10-12  1.54×10-9  1.33×10-6  0.6  
1.35×10-12  1.93×10-9  1.90×10-6  0.8  
1.73×10-12  2.51×10-9  2.33×10-6  1.0  
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 .2-4براي مثال  Mخطاهاي مطلق با مقادیر مختلف : 2جدول 

10M   8M   6M   r  
5.62×10-13  8.51×10-11  2.34×10-7  0.2  
4.16×10-13  1.41×10-10  6.68×10-7  0.4  
1.69×10-11  3.54×10-9  4.81×10-6  0.6  
1.77×10-11  4.03×10-9  6.28×10-6  0.8  
2.09×10-11  4.67×10-9  6.93×10-6  1.0  

  

 .3-4براي مثال  M: خطاهاي مطلق با مقادیر مختلف 3جدول 

12M   9M   6M   r  
7.24×10-16  1.51×10-13  2.58×10-8  0.2  
3.80×10-15  9.33×10-13  7.70×10-8  0.4  
1.62×10-14  7.41×10-12  6.96×10-7  0.6  
4.17×10-14  1.44×10-11  9.98×10-7  0.8  
5.62×10-14  1.73×10-11  1.23×10-6  1.0  

  

 .4-4براي مثال  M: خطاهاي مطلق با مقادیر مختلف 4جدول 

12M   9M   6M   r  
1.23×10-15  5.49×10-12  8.60×10-8  0.2  
9.33×10-15  8.12×10-11  2.24×10-7  0.4  
1.17×10-14  2.04×10-10  1.31×10-6  0.6  
1.02×10-14  1.45×10-10  1.30×10-6  0.8  
7.94×10-14  1.15×10-10  9.90×10-7  1.0  

 
 هاي دیگر. با روش 4-4: مقایسه خطاهاي مطلق روش پیشنهادي براي مثال 5جدول 

6Mروش پیشنهادي با   ] 6] با 9روش برنشتاینN  ] 7] با 18روش تیلورN  r  
8.60×10-8  1.89×10-6  4.06×10-8  0.2  
2.24×10-7  6.23×10-7  5.19×10-6  0.4  
1.31×10-6  1.35×10-6  8.84×10-5  0.6  
1.30×10-6  1.51×10-6  6.60×10-4  0.8  
9.90×10-7  4.77×10-5  3.13×10-3  1.0  

 

 
 .1-4براي مثال  M=10هاي دقیق و تقریبی با  : جواب1شکل 
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  .1-4: خطاهاي مطلق براي مثال 2شکل 

  

 
  .2- 4براي مثال  M=8هاي دقیق و تقریبی با  : جواب3شکل 

  

 
  .2-4: خطاهاي مطلق براي مثال 4شکل 
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  .3- 4براي مثال  M=9دقیق و تقریبی با هاي  : جواب5شکل 

  

 
  .3-4: خطاهاي مطلق براي مثال 6شکل 

  

 
  .4- 4براي مثال  M=9هاي دقیق و تقریبی با  : جواب7شکل 
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  .4-4: خطاهاي مطلق براي مثال 8شکل 

  

  گیرينتیجه

اله یک تکنیک عددي کارا و با دقت خوب در این مق

براي تقریب جواب هاي معادلات دیفرانسیل تاخیري 

هاي شبه از نوع پانتوگراف چندگانه بر پایه روش

اي طیفی ارائه کردیم. تقریبات درونیاب چندجمله

لوباتو براي تقریب جواب - گوس- در نقاط لژاندر

قابل  تواند استفاده شود. دیدیم که معادلهمعادله می

. ریزي غیرخطی استتبدیل به یک مساله برنامه

بعلاوه همگرایی روش اثبات شد و نتایج عددي نیز 

هایی کارایی و دقت بالاي روش را در مقایسه با روش

مثل روش بسط تیلور و بسط برنشتاین براي تقریب 

  هاي این نوع معادلات تاخیري نشان داد.جواب
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