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مستقل  کردن يک کران بهبوديافته روی مجموعه روشي جديد برای پیدا

گر همبند مینیمال در گراف گوی واحدمجموعه احاطه ماکسیمال و  

 
 8مهدی جالینوسي، 1*حسن شیردلغلام  

 
 ایران ،قم ،قم دانشگاه ،دانشکده علوم گروه ریاضی، (2و  1)

 

 
 79/72/1071تاریخ پذیرش مقاله:      11/71/1071تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده

گر همبند مینیمال احاطه مجموعه گوییم. اندازهمی استقلال را عدد 𝑮 یک گراف در ماکسیمال مستقل مجموعه اندازه

نمایش  𝛄𝐜(𝐆)با را همبند گراحاطه و عدد 𝛂(𝑮)با  را استقلال عدد گوییم.گر همبند میاحاطه عدد را 𝑮در گراف

گر همبند مینیمال در اندازه مجموعه احاطهماکسیمال و  ارتباط بین اندازه مجموعه مستقل دیگر از طرف. دهیممی

عدد استقلال وابسته به عدد بسیار اهمیت دارد. هدف اصلی این مقاله بهبود بخشیدن به کران بالای  𝑮یک گراف 

ی های قبلبالای عدد استقلال نسبت به مقالهدر این مقاله کران  گر همبند برای یک گراف گوی واحد است.احاطه

 .ایمبعلاوه ما کران بالای موجود تاکنون را بهبود داده است. هپیدا کرد بهبود
 

 

 

 

 

عدد جموعه مستقل ماکسیمال، مگر همبند، عدد استقلال، گراف گوی واحد، مجموعه احاطه های کلیدی:واژه

 همبند گراحاطه

 

                                                 
                                                 Email:shirdel11math@gmail.com                                                                                          دار مکاتبات:عهده
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 مقدمه -4

 یک ه،رفت کاره ب سنسورهای شرایطی چنین در. نیست مسطح محیط معمولا دریا زیر یا کوهستانی منطقه یک در

. باشدمی 2واحدگوی گراف ریاضی مدل دارای خاص شبکه این که دهندمی تشکیل را بعدی سه سیمبی سنسور شبکه

 أسر دو هاگراف نوع این در. دارند قرار بعدی سه اقلیدسی فضای در که باشدمی رئوسی دارای واحد گوی گراف یک

u, v  یعنی رأس دو بین فاصله اگر تنها و اگر هستند مجاور d(u, v)  باشد 1 حداکثر . 

 واحد دیسک هایگراف در(MCDS) گر همبند مینیمالبرای مجموعه احاطه تقریب هایالگوریتم از بسیاری

(UDG)واحد گوی گراف تا توانمی را (UBG)مرحله در آن در که ایمرحله دو الگوریتم مثل. داد گسترش و بسط 

 به ماکسیمال مستقل مجموعه آن دوم مرحله در و شودمی ساخته(MIS) مستقل ماکسیمال  مجموعه یک اول

 باید دیسک، چینش جای به واحد گوی گراف در که آنجا از. شودمی تبدیل(CDS) همبند  گراحاطه مجموعه یک

 جموعهم. باشدمی واحد دیسک گراف هایتقریب از تردشوار کمی هاتقریب این تحلیل لذا گردد مطالعه کروی چینش

را  𝑉از  𝑆یک زیرمجموعه . باشد 1 از بیش ایفاصله دارای نقاط از جفت هر که باشندمی مستقل صورتی در نقاط

گر مجاور باشد. یک مجموعه احاطه 𝑆ای درباشد یا با گره 𝑆عضو  𝐺گوییم اگر هر راس از گراف گر میمجموعه احاطه

ناحیه  𝐺از گراف گوی واحد  𝑣گراف همبند القا کند. برای هر گره گوییم اگر یک زیرمیگر همبند را مجموعه احاطه

𝑏𝑎𝑙𝑙1باشد که با می 1و شعاع  𝑣یک گوی با مرکز 𝑣همسایگی از 
(𝑣)  گر دهیم. یک مجموعه احاطهنمایش می

-دن ارتباط و عملکرد ذخیرهود بخشیسیم برای بهبهای حسگر بیوان یک دکل مجازی در شبکهعنه همبند اغلب ب

این حال محاسبه یک  شود. واضح است که یک دکل مجازی کوچکتر عملکرد بهتری دارد. باسازی استفاده می

است. از  های بسیاری در این زمینه صورت گرفتهباشد. تلاشسخت می -𝑁𝑃گر همبند مینیمال مجموعه احاطه

بسیار  𝐺یک گراف مینیمال درگر همبند ماکسیمال و اندازه مجموعه احاطه طرفی ارتباط بین اندازه مجموعه مستقل

 اهمیت دارد.

 :طرح سوال و کارهای گذشته

 توان در یک دیسک به شعاع یک تصور کرد؟ چند نقطه مستقل می

 فضای در مشابه مسأله به دادن جواب احتمالا. است 0 جواب بوده و واحد دیسک هایگراف به مربوط آن محاسبه

 یک شعاع به گوی یک روی توانمی را مستقل نقطه تا چند: است این مشابه سوال نباشد. آسان بعدی سه اقلیدسی

  کرد؟ تصور

 و 1نیوتن اسحاق 1990 سال در[ 1. ]شد عنوان 1990 سال در که دارد معروفی مسأله با نزدیکی رابطه سوال این

 یک داشت ادعا نیوتن کردند. بحث  0کمبریج دانشگاه در نزدیک اتصال یا تماس مسأله مورد در  0دیویدگرگوری

 با تماس احتمال که بود معتقد گرگوری اما .شود مماس خودش اندازه هم گوی 12 حداکثر با تواندمی واحد گوی

  :شد مطرح زیر معروف مسأله بحث این پیرو. است بیشتر گوی 11

 

 : نیوتن-گرگوری مسأله

  کند؟ لمس را خودش اندازه هم کره 11 تواندمی کره یک آیا

                                                 
2 unit ball graphs 
3 Issac Newton 
4 David Gregory 
5 Cambrdge university 
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 کره 12 به حداکثر تواندمی کره یک که کرد ثابت و داد جواب نیوتن-گرگوری مسأله به  ]1 [ 9هوپ 1110 سال در

 واحد کره 12 حداکثر که است این مسأله این بیان از دیگری نوع. کند لمس را آن و شود نزدیک خودش اندازه هم

 دیگری پیامد. باشند نداشته تماس هم با کره 12 از یک هیچ که طوری به کرد مماس واحدی یکره به توانمی را

  کرد. تصور توانمی مستقل نقطه 12 حداکثر واحد شعاع به کره یک روی که است این مسأله این از

 محیط کره شعاع  r و  آن لبه طول  a کنید  فرض دارد، رأس 12 که بگیرید نظر در را وجهی 27 یک مثال طور به

 شعاع  به کره 11 صورت اگر این در. باشد وجهی بیست بر
r

2
 آنگاه این گیرند قرار وجهی بیست رئوس و مرکز در  

 تماسی هیچ یکدیگر با فوق مماس کره 12 این؛ بر علاوه. هستند مماس مرکزی کره با نقطه 12 در واقع کره 12

 بتوانند اندازه هم کره  k اگر  تنها و اگر داد قرار 1 شعاع به گوی روی توانمی را مستقل نقطه  k واقع  در. ندارند

 ابجو از استنباطی عنوان به بنابراین،. باشند نداشته تماس یکدیگر با کره  k آن  و شوند مماس مرکزی کره بر

 1 شعاع به گوی یک روی توانندمی که مستقلی نقاط حداکثر که فهمید توانمی راحتی به نیوتن-گرگوری مسأله

  است. 12 شوند واقع

 دو مراکز اگر که دادند نشان آنها. دادند تعمیم کره دو به را نیوتن-گرگوری مسأله[ 1] همکارانش و  1کیم

 مستقل نقطه 27 حداکثر آنها از حاصل مرزی پوسته بر باشند داشته هم از 1 حداکثر فاصله واحد، شعاع به کره

 توجه با کرد. مماس کره 27 از بیش تواننمی واحد کره دو این از حاصل پوسته بر دیگر معنای به. کرد تصور توانمی

 قرار گوی ود این پوسته در توانندمی که مستقلی نقاط تعداد برای غیربدیهی بالا کران یک آمدن دسته ب اینکه به

 .ماندمی باقی ریاضی عرصه در جالب باز مسأله یک لذا نیست آسانی کار گیرند،

 

 دارد؟ وجود مستقل نقطه چند ،1 حداکثر مرکزی ی فاصله و 1 شعاع به گوی دو مرزی پوسته روی:  باز مسأله- 8

[1]  

 هر از مستقل گوی یک مرکز و باشد داشته مستقل نقطه 12 حداکثر تواندمی یک شعاع به گوی یک که آنجا از

 نقطه 21 حداکثر دارای است 1 آنها مراکز یفاصله که 1 شعاع با گوی دو ندارند، وجود گوی در که است اینقطه

 دیسک هایگراف در تقریب هایالگوریتم از بسیاری. است غیربدیهی 21 از کمتر بالای کران هر. هستند مستقل

 1(ایجمله چند زمانی تقریب با الگوریتم)  PTAS ویژه  به. داد تعمیم واحد گوی هایگراف به توانمی را واحد

MIN برای − CDS  دارد وجود نیز واحد گوی هایگراف در. 

  

 .باشد مماس آنها بر یا کند لمس را اندازه هم کره 12 حداکثر تواندمی کره یک ([11]) (هوپ): 8-4قضیه

  

  :داریم  G واحد  گوی گراف هر برای  ])2([( 17اورسلنکو و  9)بوتنکو :8-8قضیه

 α(G) ≤ 11γc(G) + 1 

 

                                                 
6 Hoppe 
7 Kim 
8 Polynomial Time  Approximation Scheme  
9  Butenko 
10 Ursulenko 
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 گوی گراف یک در (MIS) ماکزیمال مستقل مجموعه یک اندازه بالای کران ([1]) همکارانش و کیم: 8-3 قضیه

 .است برقرار زیر رابطه که دادند نشان آنها. بخشیدند بهبود را (UDG) واحد

 α(G) ≤ 17.911γc(G) + 1.711 
 

 ثابت کردند برای هر گراف گوی واحد رابطه زیر برقرار است:[0] دکتر مژده و همکارانش :8-1قضیه

 
α(G) ≤ 9.9271γc(G) + 17.1979 

 کنون است.رابطه بهترین کران شناخته شده تاکه این  

 

 برای هر گراف گوی واحد رابطه زیر برقرار است:: 8-8قضیه اصلي اين مقاله 

α(G) ≤ 1.1097γc(G) + 1.0919 
 که نسبت به نتایج قبل بهبود پیدا کرده است.

,d(u که طوری به v و  u مراکز با واحد گوی دو کنید فرض v) =  کنید فرض و داریم(𝑎)1 شکل مطابق باشد 1

  (MIS) ماکسیمال مستقل هایمجموعه محاسبه. داریم (𝑏)1 شکل مطابق 1.0 شعاع و  v و  u مراکز با گوی دو

 .باشدمی(𝑏)1 شکل در 7.0 شعاع با هاگوی از حداکثری چینش کردن پیدا با معادل  (𝑎)1شکل در

 

 حجم  مقدار. باشد 1(b)  شکل در موجود هایگوی توسط شده پوشیده ناحیه  S کنید فرض: ([29]) 8 -8لم 

S   باشدمی 27.9019 با برابر. 

 

 2 شعاع با هاگوی از حاصل حجم اندازه با را 1.0 شعاع با گوی دو از حاصل حجم اندازه  (𝑏)1شکل در : برهان

  :آیدمی دسته ب زیر انتگرال از S  مقدار. کنیممی مقایسه

V(S) =
0π(2)1

1
− 1 × 

 

             [∫
2

7
∫

√0−x2

7
√0 − x2 − y2dydx − ∫

2

7
∫

√(1.0)2−(y−7.0)2

7
 

√(1.0)2 − x2 − (y − 7.0)2 dxdy] 
 

 = 27.9019 
 

  

B1 از حاصل حجم  V1 کنید فرض و بوده  1(b)شکل  در گوی دو  B2 و  B1 کنید فرض  :8-6نتیجه − B2  

  :داشت خواهیم صورت این در. باشد

 V1 = 27.9019 −
0π(1.0)1

1
= 9.1791 
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:( 4شکل ) 𝒃 𝟏 شعاع با گوی دو. : و 𝟓 𝐚 𝟏 شعاع با گوی دو 

    

 افلاطوني اجسام -3

این  و کندرا مبتنی بر چهار عنصر ارایه می قبل از میلاد جهان 197تیمائوس در سال  افلاطون در مکاتبات خود با 

نیز با یک دوازده وجهی منتظم که از دوازده تا پنج ضلعی جهان را  دهد.چهار حجم هندسی نشان می عناصر را با

 شوند.هندسی احجام افلاطونی نامیده می این پنج حجم منتظم تشکیل شده نمایش داد.

 

 :  اگر تنها و اگر است، افلاطونی جسم محدب چندوجهی یک: 3-4 تعريف

  باشند. نهشتهم منتظم هایچندضلعی آن هایوجه الف( همه

 .آن اضلاع در مگر نکنند، تلاقی هم با آن هایوجه از کدامهیچب( 

 .برسند هم به هارأس از یک هر در هاوجه از یکسانی ج(  تعداد

 اینجا در هرم از منظور. شودمی گفته «رأس هرم» رسندمی هم به رأس یک در که هاییضلع و هاوجه مجموع به

 هم به رأس یک در که هاییضلع بین زوایای مجموع اگر. نباشد مسطح است ممکن هرم این قاعده و است هرم یال

 رئوس همه باشد، محدب چندوجهی یک اینکه برای. شودمی گفته «محدب» رأس آن باشد، 197° از کمتر رسندمی

 چندوجهی یک تشکیل تا برسند هم به ضلع یک در توانندمی که هاییوجه تعداد حداقل. باشند محدب باید آن

 .است تا سه بدهند

 حجم و مساحت شعاع،

  :دارند مرکزهم  کره سه افلاطونی، اجسام همه

    کند،می عبور هارأس همه از که محیطی الف( کره

  است، مماس ضلع وسط نقطه در اضلاع همه بر که میانی ب( کره

 .است مماس وجه مرکز در هاوجه همه بر که محاطی کره ج(

 صلهفا با برابر ترتیببه که شوندمی نامیده «محاطی شعاع» و «میانی شعاع» ،«محیطی شعاع» ها،کره این شعاع 

 برای  (r) محاطی شعاع و  (R)یطی مح شعاع. هستند هاوجه مرکز و اضلاع وسط نقطه ها،رأس از چندوجهی مرکز

,p} چندوجهی q}  ضلع طول با a  آید که می دسته ب زیر رابطه از𝑃  تعداد اضلاع هر وجه و𝑞 هایی تعداد وجه

 رسند.است که در هر راس به هم می

 R = (
a

2
) tan

π

q
tan

θ

2
 

 

 r = (
a

2
) cot

π

p
tan

θ

2
 

,p} افلاطونی جسم یک برای  (A) جسم کل سطح مساحت .است دوسطحی زاویه ، θ که  q}  با و آسانی به 

  :آیدمی دسته ب منتظم ضلعی p مساحت  در  (F) ها وجه تعداد ضرب استفاده از
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A = (
a

2
)

2
F p cot

π

p
 

  

  rداخلی شعاع ارتفاع و منتظم ضلعی  p قاعده  با هرمی حجم در Fضرب حاصل با است برابر افلاطونی اجسام حجم

 V =
1

1
rA 

 

 

 
.𝟎 شعاع به کره يک بر محیط منتظم وجهي 5( . 8شکل) 𝟓 

 

 بر محیط منتظم وجهی 1 یک تنها و یک کره هر ازای به. بگیرید نظر در را (2) شکل مطابق منتظم وجهی 1 یک

 .است مماس کره بر نقطه  1 در وجهی 1 این که است بدیهی. دارد وجود آن

. شعاع با کره جای به خواهیممی  در زیاد تعداد به هاکره این وقتی لذا. کنیممی استفاده آن بر محیط وجهی 1 از 0

 وجود آنها بین ایحفره هیچ و هستند مماس هم بر نیز آن بر محیط هایوجهی 1 باشند، مماس هم بر فشرده حالت

 .است درک قابل سادگی به آنها بر محیط هایوجهی 1 و هم بر مماس دو به دو کره سه حالت. ندارد

 

 .باشدمی 7.1991 با معادل 7.0 شعاع به گوی یک بر محیط وجهی 1 حجم :3-4 لم 

 برهان: 

 وجهی داریم : 1در یک 

  (𝑝, 𝑞) = (1,0). 

r داشتیم  :          = (
a

2
) cot

π

p
tan

θ

2
 

tanوجهی منتظم داریم :  1در مورد 
θ

2
= √2. 

𝑎پس خواهیم داشت  = V  و با توجه به فرمول 1.2209 =
1

1
rA  خواهیم داشت𝑉 = 7.1991. 

 

  :است برقرار زیر نامساوی همبند واحد گوی گراف هر در : 3-8 قضیه

 α(G) ≤ 1.1097γc(G) + 1.0919 
 



 00        گر همبند مینیمال در گراف گوی واحد روشی جدید برای پیدا کردن یک کران بهبودیافته روی مجموعه مستقل ماکسیمال و مجموعه احاطه
 

   

 1 حجم بر را حاصل عدد و گیریممی نظر در را 1.0 شعاع به هایکره تمام توسط شده ایجاد حجم حداکثر : برهان

 که شماریممی را منتظم وجهی  1تعداد حداکثر واقع در .کنیمتقسیم می 7.0 شعاع به کره بر محیط منتظم وجهی

 1-1 لم و 2-9 نتیجه از استفاده با. داد قرار توانمی 1.0 شعاع به هایکره تمام توسط شده ایجاد حجم حداکثر در

  :داشت خواهیم
 

 α(G) ≤
10.1111+(γc(G)−1)×9.1791

7.1991
= 1.1097γc(G) + 1.0919 

 

 

گیری و پیشنهادات :نتیجه 1  

در این کار تحقیقی با استفاده از یک روش هندسی جبری کران بالای عدد استقلال را روی گراف گوی واحد بهبود 

های مختلف از جمله کار روی ه واسطه روشبیشتر بتحقیق و مطالعه جهت بهبود دادن  عنوان کار بعدیه دادیم. ب

 گردد.اجسام هندسی چند وجهی پیشنهاد می
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