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 چکیده 

های غیرپخشی را معرفی  هموار اکیدا محدب انعکاسی نگاشت  کوساکا و تاکاهاشی در فضاهای باناخ  2008سال  در  

چندین    و  ها پرداختندبعد از آن محققان زیادی به مطالعه روی این نگاشت  .]1[و به مطالعه خواص آنها پرداختند  

نقاط  ق مورد  در  نگاشتضیه  این  لازمثابت  کردند.  ثابت  را  نگاشت  ها  که  است  ذکر  غیربه  خاطر  های  به  پخشی 

دار که  فراوانی  غیرکاربردهای  آنالیز  در  زیادی  اهمیت  از  اند  در  برخوردارند.  بررسی خطی  و  معرفی  به  مقاله  ین 

خواهیم    م،ینامیمجموعه مقدار م  برگمن  یرپخشیغ   یهاکه آنها را نگاشت  ،مجموعه مقدار  پخشیهای غیرنگاشت

های بسته و کراندار یک فضای باناخ تعریف وی زیر مجموعهبرای این منظور فاصله هاسدرف برگمن را ر  پرداخت.

از    ینقطه ثابت مشترک  بیتقر  ی برا  فیضع  ییهمگرا  هیقض  کیبعلاوه    کرده و خواص آن را بررسی خواهیم کرد.

  ت یکرد. در نها  م یباناخ ارائه خواه  یمجموعه مقدار در فضاها  گمن بر  یرپخشیغ  یهااز نگاشتی  خانواده متناه  کی

ارائه    جیکرد. نتا  م یاثبات خواه  را  مجموعه مقدار  گمنبر  یرپخشیغ  یهانگاشتنقاط ثابت    یبرا   یوجود  هیقض  کی

 دهد.و بهبود می میتعم  زیرا نموجود  جیاز نتا یمقاله برخ نیشده در ا
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 مقدمه -1

:𝑇 نگاشت  باشد. Hناتهی از فضای هیلبرت یک زیرمجموعه محدب، بسته و  C فرض کنید 𝐶 → 𝐶پخشی  را غیر

x,گویند هرگاه به ازای هر  y C   :داشته باشیم 
2‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑦‖2 + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖2 

تاکاهاش  موتویا  اخیراً :𝑇  ند که نگاشتاهنشان داد  ]2[یو  𝐶 → 𝐶     تنها اگر اگر و  ازای هر غیر پخشی است    به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶  :داشته باشیم 
‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 2〈𝑥 − 𝑇𝑥, 𝑦 − 𝑇𝑦〉. 

تهی، بسته و کراندار  ناهای  مجموعهباشد، مجموعه همه زیرH مجموعه ناتهی از فضای هیلبرت  زیر  C  فرض کنید

C نماد  را باCB(C)  تهی و فشرده ناهای و مجموعه همه زیر مجموعهC د را با نما K(C)   نشان خواهیم داد. متر

 :شودبه صورت زیر تعریف می CB(C) روی Hهاسدرف 

𝐻(𝐴, 𝐵): 𝑚𝑎𝑥{𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝐴𝑑(𝑥, 𝐵), 𝑠𝑢𝑝𝑦∈𝐵𝑑(𝑦, 𝐴)} 

,𝑑(𝑥} در آن که  CB(C)از    Bو   Aبه ازای هر  𝐵) = inf⁡(𝑑(𝑥, 𝑧): 𝑧 ∈ 𝐵} 

کنید   :𝑇 فرض  𝑋 → 2𝑥 باشد،   مقدار  مجموعه  نگاشت  𝑥  یک  ∈ 𝑋    ثابت نقطه  هرگاهمی  Tرا  𝑥  گویند  ∈

𝑇(𝑥). مجموعه همه نقاط ثابتT   را با نمادF(T)   .نشان می دهیم 

 ند:  اهپخشی مجموعه مقدار را به صورت زیر تعریف کردغیرk- های نگاشت ]3،4[ش در و همکاران اکیچولمج

𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘(𝑑2(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑2(𝑇𝑥, 𝑦)), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, 

.⁡⁡که در آن   𝑘 ∈ (0, 𝑘برای   (∞ =
1

2
آنها همچنین روش  های غیرپخشی نامیدند.  این رده از نگاشتها را نگاشت  

)پخشی  غیر  هایت مشترک خانواده متناهی از نگاشتی زیر را برای تقریب یک نقطه ثابرتکرا ):   T C K C→i
 

 ارایه کردند: 

𝑥𝑛+1 ∈ 𝛼0,𝑛𝑥𝑛 + 𝛼𝑖,𝑛𝑇𝑖𝑥𝑛⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑛 ≥ 1 
⋂ همگرای ضعیف به عضوی از   {𝑥}تحت شرایطی ثابت کردند که دنبالهو  𝐹(𝑇𝑖)

𝑚
𝑖=1    .است 

برد.    های موثر آن در مسایل آنالیز غیرخطی پی را معرفی و به کاربردفاصله برگمن     ]5[  برگمن  1967سال  در  

کنید :𝑓فرض  𝑋 → [0, باشد،    [∞+ لژاندر  تابع  به    فاصلهیک  نسبت  :𝐷𝑓تابع     fبرگمن  𝑑𝑜𝑚⁡𝑓⁡ ×

𝑖𝑛𝑡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓 → [0,  شود:باشد که به صورت زیر تعریف میمی  [∞+

𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) ∶= 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) − 〈𝑦 − 𝑥, 𝛻𝑓(𝑥)〉. 
که است  یادآوری  به  ن  𝐷𝑓  لازم  آن  متعارف  معنای  به  متر  کهباشدمی یک  است  واضح   .  𝐷𝑓(𝑥, 𝑥) = 0  

 
ولی  

𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) = ⁡𝑥    ممکن است   0 = 𝑦    ،اگر    با این حالرا نتیجه ندهدf     این رابطه را خواهیم    ،تابع لژاندر باشد

  از دامنه   xما به ازای هر  ، اکندو در نامساوی مثلثی صدق نمی باشدبرگمن در کل متقارن نمی  فاصله  .]6[داشت  

f   و هرy  درون دامنه ازf   ای زیر صدق می کنددر خاصیت سه نقطه : 

𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦, 𝑧) − 𝐷𝑓(𝑥, 𝑧) = 〈𝑥 − 𝑦, 𝛻𝑓(𝑧) − 𝛻𝑓(𝑦)〉. 
در خاصیت  f درون دامنه متعلق به  z   و𝑥 و هر   f یمتعلق به دامنه  w  و    𝑦  ره ازایبرگمن به    فاصله  همچنین

 می کند:  ای زیر صدق نقطه چهار

𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑤, 𝑧) − 𝐷𝑓(𝑥, 𝑧) − 𝐷𝑓(𝑤, 𝑦) = 〈𝑥 − 𝑤, 𝛻𝑓(𝑧) − 𝛻𝑓(𝑦)〉. 

𝑓(𝑥)  فضای هیلبرت و  𝑋 شود که اگربه آسانی دیده می  = ‖𝑥‖2 آنگاه ،  𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖2. 

کاربردهای    فاصله علاقمنبرگمن  که  دارد  غیرخطی  آنالیز  مختلف  مسایل  در  میدزیادی  بهان    ] 6،16[  توانند 

 مراجعه کنند.  



                                                                                        پخشی برگمن مجموعه مقدار در فضاهای باناخهای غیرنگاشت

  ،های بسته و کراندار یک فضای باناخ تعریف کردههاسدرف برگمن را روی زیر مجموعه  فاصله این مقاله، ابتدا   در

، به  یف کردهرفضاهای باناخ تع   برگمن مجموعه مقدار را درپخشی  های غیر ز این مفهوم نگاشتا استفاده ابسپس  

نگاشت این  خواص  تقریب  بررسی  برای  ضعیف  همگرایی  قضیه  یک  همچنین  پرداخت.  خواهیم  ثابت  نقطه  ها 

در فضاهای باناخ ارائه خواهیم داد.   پخشی برگمن مجموعه مقدارهای غیریک خانواده متناهی از نگاشت ی ازشترکم

ه شده در رگمن ثابت خواهیم کرد. نتایج ارایپخشی بهای غیری برای نقاط ثابت نگاشتددر نهایت یک قضیه وجو

 دهد.  این مقاله برخی از نتایج موجود را تعمیم می

 پیشنیازها -2

در نتایج اصلی این مقاله مورد استفاده قرار خواهند  های مقدماتی که مفاهیم و لمبخش به یادآوری برخی  در این  

ای محدب، بسته  زیرمجموعهرا    C  وانعکاسی  را یک فضای باناخ حقیقی     𝑋در سراسر این مقاله  گرفت، میپردازیم.

𝑥و      𝑋  یک دنباله در  {𝑥𝑛} در نظر می گیریم. اگر      𝑋و ناتهی از ∈ 𝑋    همگرایی ضعیف    ،باشد{𝑥𝑛}    به  x    را  

𝑥𝑛با   ⇀ 𝑥    قوی همگرایی  𝑥𝑛با    را    𝑥  به   {𝑥𝑛}  و  → 𝑥  می کنیدنمایش  فرض  𝑓  دهیم.   ∶ 𝑋⁡ →

(−∞, برابر دهیم که  نمایش می  ⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓 را با نماد  𝑓دامنه  د.  پیوسته پایین باشره، محدب و نیمتابعی س  [∞+

𝑥}مجموعه   ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) < 𝑥است. فرض کنید    {∞ ∈ 𝑑𝑜𝑚⁡𝑓    .زیر مشتق  𝑓  در  x      صورت زیر تعریف  به

 شود: می

𝜕𝑓(𝑥) = {𝜉 ∈ 𝑋∗: 𝑓(𝑥) + 〈𝑦 − 𝑥, 𝜉〉 ≤ 𝑓(𝑦),∀𝑦 ∈ 𝑋}, 
∗𝑓∗:⁡𝑋تابع  𝑓مزدوج فنچل  و  → (−∞,  شود:می باشد که به صورت زیر تعریف می  [∞

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑓∗(𝜉) = 𝑠𝑢𝑝{〈𝑥, 𝜉〉 − 𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}. 
∗𝑥 دانیم کهمی ∈ 𝜕𝑓(𝑥)   اگر وتنها اگر 

𝑓(𝑥) + 𝑓∗(𝜉) = 〈𝑥, 𝜉〉, 
نیمتابعی    ∗𝑓و و  محدب  میسره،  پایین  𝑓  تابع  باشد. پیوسته  ∶ 𝑋⁡ → (−∞, محدود    [∞+ گویند  را 

∗𝑑𝑜𝑚𝑓هرگاه  = 𝑋∗⁡  .    فرض کنید𝑓 ∶ 𝑋⁡ → (−∞,   xدر نقطه    fمشتق سوئی  تابعی محدب باشد،    [∞+
,𝑓°(𝑥را با نماد  y  در جهتو  𝑦) زیر تعریف می شود صورتبه دهند و  نشان می: 

𝑓°(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑙𝑖𝑚
𝑡↓0

𝑓(𝑥 + 𝑡𝑦) − 𝑓(𝑥)

𝑡
. 

⁡𝑡با میل دادن   → گویند. در این پذیر گاتو میمشتق    𝑥را در نقطه    𝑓موجود باشد  𝑦 به ازای هر    فوق  اگر حد،  0

گرادیان   نقطه  𝑓صورت  خطی  𝑥  در  هرمی  𝛻𝑓(𝑥)  نگاشت  ازای  به  که  به    𝑦  باشد  فرم  ⁡𝑋متعلق      به 
〈𝑦, 𝛻𝑓(𝑥)〉 ∶= 𝑓°(𝑥, 𝑦)  می نگاشتتعریف  گاه  را مشتق  𝑓  شود.  هر  گاتو گویند  از    𝑓پذیر  نقطه  هر     𝑥در 

⁡𝑦  برای هر  فوق  گاتو باشد. اگر حدپذیر  مشتق  𝑓  متعلق به درون دامنه ∈ 𝑥    که‖𝑦‖ = به طور یکنواخت      1

𝐸  را روی مجموعه  𝑓مشتق پذیر فرشه گویند.     𝑥را در    𝑓باشد، تابع    موجود ⊆ 𝑋    به طور یکنواخت مشتق پذیر

𝑥  برای هر فوق حدهرگاه فرشه گویند،  ∈ 𝐸  و هر𝑦 ∈ 𝑋   که‖𝑦‖ =  به طور یکنواخت به دست آمده باشد. 1

 :را لژاندر گویند هرگاه در شرایط زیر صدق کند 𝑓 نگاشت  1-2 تعريف

(L1) 𝜕𝑓 اش تک مقداری و درون دامنه وی دامنهر𝑓  باشد، ی ناته 

 L2)) 𝜕𝑓∗ اش تک مقداری و درون دامنه  روی دامنه𝑓∗ باشد یناته. 

1−(𝑓��)  ،انعکاسی فرض شده است  𝑋 چون = 𝜕𝑓∗   که این همراه با شرایط ( 82صفحه ]17[)مرجع (L1)و 

(L2)  کندهای زیر را ایجاب میبرابری: 

𝛻𝑓 = (𝛻𝑓∗)−1, 𝑟𝑎𝑛 𝛻𝑓 = 𝑑𝑜𝑚𝛻𝑓∗ = 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚𝑓∗, 𝑟𝑎𝑛 𝛻𝑓∗ = 𝑑𝑜𝑚𝛻𝑓 = 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓 
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-در درون دامنه  ∗𝑓و  𝑓های کند که نگاشتایجاب می  ]6[  از  4-5همراه با قضیه  (L2)   و  (L1)شرایط  همچنین  

بیشتری از    جالب   هایمثال  لژاندر باشد.     ∗𝑓  تابع لژاندر است اگر و تنها اگر    𝑓و   باشندمی  محدب    اکیداًهایشان  

لژاندرهانگاشت قرار گرفتهمورد    ]6[  در  ی  باناخ اکیداً محدب ویک     𝑋  اگر  اند.بررسی  باشد آنگا   فضای  ه  هموار 

1 هاینگاشت

𝑝
‖. ‖𝑝  برای هر     𝑝 ∈ (1,  هستند.لژاندر   (∞

:𝑓  لژاندرنگاشت   𝑥 → (−∞, نقطه  [∞+ در  𝑥    را  ∈ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓  هر گویند  تحدب کلا محدب  اندازه  گاه 

,𝑣𝑓(𝑥  ، یعنی نگاشت  𝑥 در  𝑓کلی  0): [0, +∞) → [0,  که به صورت   [∞+

𝑣𝑓(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑖𝑛𝑓{𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) ∶ 𝑦 ∈ 𝑑𝑜𝑚⁡𝑓, ‖𝑦 − 𝑥‖ = 𝑡}, 
⁡𝑡  برای هر  ،شودتعریف می > باشد.   0 بوتناریو و    مثبت  توسط  بار  اولین  برای  نماد  معرفی شده    ]8[  یوسم این 

 به صورت  𝐸روی  𝑓  باشد، اندازه تحدب کلی نگاشت 𝑋تهی از  نامجموعه زیر 𝐸  فرض کنید است.

𝑣𝑓(𝐸, 𝑡) ∶= 𝑖𝑛𝑓{𝑣𝑓(𝑥, 𝑡) ∶ 𝑥 ∈ 𝐸⁡ ∩ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓}, 
هر زیر مجموعه    برای  𝑣𝑓را روی زیر مجموعه های کراندار محدب کلی گوییم هر گاه      𝑓نگاشت    تعریف می شود.

𝑡و به ازای هر    𝐸تهی و کراندار نا >  مثبت باشد.   0

 های زیر برای اثبات نتایج خود استفاده خواهیم کرد. از لم

:𝑓اگر نگاشت    ]13[ : 2-2لم 𝑋 → ℝ ،روی زیر مجموعه های کراندار   یکنواخت مشتق پذیر فرشه و بطور لژاندر

𝑋   کراندار باشد، آنگاه𝛻𝑓  های کراندارمجموعهروی زیر  𝐸  .به طور یکنواخت پیوسته است 

:𝑓نگاشت لژاندر   ]8[  :3-2لم 𝑋 → (−∞, کلا محدب است اگر و تنها      𝑋مجموعه های کراندار روی زیر  [∞+

 :داشته باشیم 𝑑𝑜𝑚𝑓 در {𝑦𝑛}و هر دنباله    𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚𝑓در  {𝑥𝑛}اگر برای هر دنباله کراندار 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑦𝑛 , 𝑥𝑛) = 0 ⟹ 𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶∞

‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0. 

کنید  ]14[:4-2م  ل :𝑓 فرض  𝑋 → (−∞, کلا  مشتق [∞+ و  گاتو  𝑥0اگر.  باشد  محدب  ́پذیر  ∈ 𝑋 دنباله   و 

{𝐷𝑓(𝑥𝑛 , 𝑥0)}  کراندار باشد، آنگاه دنباله {𝑥𝑛} است.  نیز کراندار 

:⁡𝑓  فرض کنید   ]18[  :5-2لم 𝑋 → ℝ   باشد لژاندر  کراندار    هایروی زیرمجموعه  ∗𝛻𝑓که    طوری  به  نگاشت 

𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓∗    اگر.  باشد  کراندار  𝑥0 ∈ 𝑋    و  {𝐷𝑓(𝑥0, 𝑥𝑛)}    کراندار باشند، در این صورت{𝑥𝑛}   نیز کراندار

 است. 

𝑥تصویر برگمن   ∈ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓  تحت  𝑓    بسته و محدب  تهینامجموعه  زیرروی ،𝐶 ⊂ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓  ،  بردار

𝑃𝑟𝑜 ⃖      𝑗𝐶منحصر به فرد  
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶  5[ باشد که به صورت زیر تعریف می شودمی[ : 

𝐷𝑓(𝑃𝑟𝑜 ⃖      𝑗𝐶
𝑓(𝑥), 𝑥) = 𝑖𝑛𝑓{𝐷𝑓(𝑦, 𝑥): 𝑦 ∈ 𝐶}. 

کلا   مانند توابع  با  متناظر  برگمن  تصویر  هیلبرت،  فضاهای  در  متری  دارای   و  محدب  ́تصویر  گاتو  پذیر  مشتق 

 . کردمراجعه   ]10[، 4-4به نتیجه  می توان که برای اثبات  است زیر مشخصه تغییراتی

 د اشد. همچنین فرض کنیب 𝑓  روی درون دامنهمحدب ́ کلا و مشتق پذیر گاتو نگاشت  𝑓 فرض کنید: 6-2لم 

 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓    و⁡𝐶 ⊂ 𝑖𝑛𝑡⁡𝑑𝑜𝑚⁡𝑓  و محدب  باشد.نا  بسته،  �̂�  اگر  تهی  ∈ 𝐶  آنگاه زیر   ،  های  گزاره 

 معادلند.

1)                                                           �̂� =𝑃𝑟𝑜 ⃖      𝑗𝐶
𝑓 (𝑥) 

2)  �̂� ∈ 𝐶 باشد: می زیر یجواب منحصربه فرد نامساوی تغییرات 

〈𝑧 − 𝑦, 𝛻𝑓(𝑥) − 𝛻𝑓(𝑧)〉 ≥ 0,⁡⁡⁡⁡⁡∀𝑦 ∈ 𝐶. 
3  )�̂� ∈ 𝐶   باشد: میجواب منحصربه فرد نابرابری زیر 
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𝐷𝑓(𝑦, 𝑧) + 𝐷𝑓(𝑧, 𝑥) ≤ 𝐷𝑓(𝑦, 𝑥),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡∀𝑦 ∈ 𝐶. 
𝑉𝑓تابع  ، ]20،19[ مشابه مقالات : 𝑋 × 𝑋∗ → [0,  به صورت را   𝑓وابسته به نگاشت    [∞+

𝑉𝑓(𝑥, 𝑥∗) = 𝑓(𝑥) − 〈𝑥, 𝑥∗〉 + 𝑓∗(𝑥∗),⁡⁡⁡⁡∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 
𝑥برای هر   بنابراین ،کنیمتعریف می ∈ 𝑋   و𝑥∗ ∈ 𝑋∗ داریم : 

𝑉𝑓(𝑥, 𝑥∗) = 𝐷𝑓(𝑥, 𝛻𝑓∗(𝑥∗)). 
𝑥ق برای هر زیرمشت با استفاده از نامعادله ،براینعلاوه ∈ 𝑋    و𝑥∗, 𝑦∗ ∈ 𝑋∗  داریم:  

𝑉𝑓(𝑥, 𝑥∗) + 〈𝛻𝑓∗(𝑥∗) − 𝑥, 𝑦∗〉 ≤ 𝑉𝑓(𝑥, 𝑥∗ + 𝑦∗), 
:𝑓  همچنین اگرمراجعه شود.  ]1[به مرجع که برای اثبات   𝑋 → (−∞, پیوسته پایین  محدب، سره و نیم  [∞+

:∗𝑓 آنگاه  باشد، 𝑋∗ → (−∞, نسبت    𝑉𝑓بنابراین   .]21[ باشدپیوسته پایین ستاره میمحدب، سره و نیم [∞+

𝑧  به متغیر دوم محدب است و برای هر ∈ 𝑋 داریم: 

𝐷𝑓 ⁡(𝑧, 𝛻𝑓∗ (∑ 𝑡𝑖

𝑁

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑥𝑖))) ≤ ∑ 𝑡𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐷𝑓(𝑧, 𝑥𝑖), 

∑  آن  در که 𝑡𝑖
𝑁
𝑖=1 = 1⁡،{𝑡𝑖}𝑖=1

𝑁 ⊂ (0,1)⁡،{𝑥𝑖}𝑖=1
𝑁 ⊂ 𝑋 . 

𝑟  . همچنین برای هرباشد 𝑋 واحد از فضای باناخک  ترتیب گوی واحد بسته و دیس  به S و B فرض کنید > 0 ، 

کنید 𝑟𝐵  فرض  = {𝑧 ∈ 𝑋: ‖𝑧‖ ≤ 𝑟}  نگاشت  .𝑓: 𝑋 → ℝ  زیر کراندار  مجموعهروی  محدب      𝑋های 

,𝑡 شود اگر برای هر  یکنواخت نامیده می 𝑟 > 𝜌𝑟(𝑡)داشته باشیم     0 > ,𝜌𝑟:⁡[0که در آن    0 ∞) → [0, ∞]  

 : شودبه صورت زیر تعریف می

𝜌𝑟(𝑡) =
𝑖𝑛𝑓

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑟𝐵, ‖𝑥 − 𝑦‖ = 𝑡, 𝛼 ∈ (0,1)
 

𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦)

𝛼(1 − 𝛼)
⁡⁡, 

tبه ازاء هر   > 0⁡ . 

  باشد.شود  و یک نگاشت صعودی میمینامیده  𝑓  اندازه تحدب یکنواخت تابع  𝜌𝑟نگاشت 

𝑟فضای باناخ،  ک  ی   X  فرض کنید   ]22[:  7-2لم > یکنواخت    محدب X  های کراندارروی زیرمجموعه   𝑓و    0

,𝑖برای هر   باشد. در این صورت 𝑗⁡ ∈ {0,1, … , 𝑛}  ،  𝑥𝑘 ∈ 𝑟𝐵  ،  𝛼𝑘 ∈ ∑ با فرض  (0,1) 𝛼𝑘
𝑛
𝑘=0 = داریم   1

: 

𝑓(∑ 𝛼𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘) ≤ ∑ 𝛼𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼𝑖𝛼𝑗𝜌𝑟(‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖), 

 . باشدمی 𝑓یکنواخت نگاشت اندازه تحدب   𝜌𝑟آن درکه

زیرمجموعه  𝑓نگاشت یکنواخت روی  هموار  کراندار  هر    اگر  ،شودمی   نامیده    ]23[  های  𝑟برای  > 0     ،  

𝑙𝑖𝑚
𝑡↓0

𝛿𝑟(𝑡)

𝑡
= :𝛿𝑟آن   در که  0 [0, ∞) → [0,   :شودبه صورت زیر تعریف می  [∞

𝜎𝑟(𝑡) =
𝑠𝑢𝑝

𝑥 ∈ 𝑟𝐵, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝛼 ∈ (0,1) 

𝛼𝑓(𝑥 + (1 − 𝛼)𝑡𝑦) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑥 − 𝛼𝑡𝑦) − 𝑓(𝑥)

𝛼(1 − 𝛼)
, ∀𝑡 ≥ 0. 

𝑙𝑖𝑚 گویند اگر ابرافزایندهرا  𝑓نگاشت 
‖𝑥‖→∞

𝑓(𝑥)

‖𝑥‖
= +∞  . 
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:𝑓فرض کنید    ]23[  :   8-2قضیه 𝑋 → ℝ      زیر   صورت گزاره  در این  باشد.  ابرافزایندهنگاشت محدب و های 

 :معادلند

 1 (  𝑓 های کراندارمجموعهروی زیر X ، نواخت است،ککراندار و هموار ی 

 2 (  𝑓 پذیر فرشه و  مشتق𝛻𝑓 های کراندارمجموعهروی زیر X  باشد، ینرم به نرم م نواخت پیوستهک طور ی به 

3)  𝑑𝑜𝑚⁡𝑓∗ = 𝑋∗ ، 𝑓∗ های کراندار  مجموعهنواخت روی زیرکو محدب ی ابرافزاینده𝑋∗ .است 

کنید    ]23[:  9-2قضیه :𝑓   فرض  𝑋 → ℝ    زیرمجموعه  ومحدب کراندارروی  آنگاه  X های  باشد.  کراندار 

 :های زیر معادلندگزاره 

 1 ( 𝑓  های کراندارو روی زیرمجموعه ابرافزاینده X نواخت استک محدب ی . 

2)  𝑑𝑜𝑚⁡𝑓∗ = 𝑋∗  و𝑓∗ های کراندار  روی زیرمجموعه𝑋∗    استکراندار و هموار یکنواخت . 

3)  𝑑𝑜𝑚⁡𝑓∗ = 𝑋∗ و𝑓∗ مشتق پذیر فرشه و  𝛻𝑓∗  کراندار  های  مجموعهروی زیر𝑋∗  است.   نواخت پیوستهک ی 

کنید    ]9[  :10-2قضیه   :𝑓فرض  𝑋 → (−∞, نگاشت      [∞+ باشد.  لژاندر  زیرمجموعه    𝑓نگاشت  های  روی 

 کراندار کلا محدب است اگر و تنها اگر روی مجموعه های کراندار محدب یکنواخت باشد.

کنید 1  فرض  < 𝑞 ≤ 2 ≤ 𝑝  آن    که در  1   که 

𝑝
+

1

𝑞
= نگاشت   1 از  است  عبارت  تحدب   اندازه   .  

𝛿𝑋: [0,2] →  شود: که به صورت زیر تعریف می [0,1]

𝛿𝑋(𝜀) = 𝑖𝑛𝑓⁡ {1 −
‖𝑥 + 𝑦‖

2
:⁡⁡‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1, ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀}. 

𝑋    یکنواخت محدب  هر    ندگوی  را  برای  𝜀اگر  ∈ باشیم     [0,2) 𝛿𝑋(𝜀)داشته  > را    0 آن  محدب      -p    و 

ثابت اگر  گویند  𝐶𝑝  یکنواخت  > به  0 باشد  داشته  هر  طوریوجود  برای  𝜀که  ∈ (0,2]،    𝛿𝑋(𝜀) ≥ 𝐶𝑝𝜀𝑝    .

:𝜌𝑋عبارت است از نگاشت   اندازه همواری [0, ∞) →[0,  شود:که به صورت زیر تعریف می  ⁡(∞

𝜌𝑋(𝜏) = 𝑠𝑢𝑝⁡ {
‖𝑥 + 𝜏𝑦‖ + ‖𝑥 − 𝜏𝑦‖

2
− 1: ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1}. 

𝑋      را هموار گویند اگر برای هر𝜏 > 0،  𝜌𝑋(𝜏) > 𝑙𝑖𝑚  یکنواخت گویند اگر     هموار  آن را   و   0
𝜏→0

𝜌𝑋(𝜏)

𝜏
= و    0

q-  یکنواخت ثابت    ، گویند  هموار  𝐶𝑞اگر  > به    0 باشد  داشته  هر  طوریوجود  برای  𝜏که  > داشته    0

.باشیم  𝜌𝜀(𝜏) ≤ 𝐶𝑝𝜏𝑞   

   :]24[ برگمن برقرار است فاصله، رابطه زیر بین نرم و محدب یکنواخت -pبرای فضای 

𝜏‖𝑥 − 𝑦‖𝑝 ≤ 𝐷1
𝑝

‖.‖𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 〈𝑥 − 𝑦, 𝐽𝑋
𝑝
(𝑥) − 𝐽𝑋

𝑝
(𝑦)〉, 

𝜏 که در آن  > 𝐽𝑋  ثابت و نگاشت دوگان 0
𝑝
: 𝑋 → 2𝑋∗

𝑥  برای هر   ∈ 𝑋   شود:  میبه صورت زیر تعریف 

𝐽𝑋
𝑝(𝑥) = {𝑓 ∈ 𝑋∗, 〈𝑥, 𝑓〉 = ‖𝑥‖𝑝, ‖𝑓‖ = ‖𝑥‖𝑝−1}. 

.)fpفضای باناخ محدب یکنواخت باشد، آنگاه نگاشت   𝑥اگر  ]25[ :11-2قضیه  ) =
1

p
‖. ‖p  .کلا محدب است 

 نتايج اصلي -3

ابتدا   بخش  این  برگمنهاسد  فاصلهدر  از    کرده  تعریف  𝐶𝐵(𝑋)  روی   ار  رف  جدیدی  دسته  معرفی  به  سپس 

ها را بررسی خواهیم  برخی از خواص این نگاشتمقدار روی فضای انعکاسی باناخ پرداخته و    مجموعههای  نگاشت

 کرد.
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:⁡𝑓د  فرض کنی    :1-3تعريف   𝑋 → ℝ  .رف برگمن  هاسد  فاصله  نگاشت لژاندر باشد(BH )  روی 𝐶𝐵(𝑋)  برای

,𝐴هر  𝐵 ∈ 𝐶𝐵(𝑋) شود به صورت زیر تعریف می 

𝐵𝐻(𝐴, 𝐵) ∶= 𝑚𝑎𝑥{𝑠𝑢𝑝𝑎∈𝐴𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑎, 𝐵), 𝑠𝑢𝑝𝑏∈𝐵𝐵𝑑𝑖𝑠(𝐴, 𝑏)}, 

,𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑎که در آن   𝐵) = (𝑖𝑛𝑓⁡𝑏∈𝐵𝐷𝑓⁡(𝑎, 𝑏))
1
,𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴 و  2 𝑏) = (𝑖𝑛𝑓⁡𝑎∈𝐴𝐷𝑓⁡(𝑎, 𝑏))

1
2  . 

:⁡⁡𝑓  فرض کنید  :2-3تعريف   𝑋 → ℝ.باشد لژاندر  :𝑇نگاشت    نگاشت  𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶)    راk-پخشی برگمن غیر

𝑘اگر   ،مجموعه مقدار گویند >  که  طوریموجود باشد به  0

𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘(𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦)),⁡⁡ 
,𝑥به ازاء هر   𝑦 ∈ 𝐶  

:𝑇نگاشت مجموعه مقدار   𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶) اگر ،پخشی برگمن گویندرا غیر  𝑘 =
1

2
 عبارتیبه  

2𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ (𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦)),⁡⁡ 
,𝑥به ازاء هر   𝑦 ∈ 𝐶 . 

کنید    :3-3تعريف   :𝑓فرض  𝑋 → ℝ     نگاشت باشد.  لژاندر  :⁡𝑇نگاشت  𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶)   شبه انبساطی  غیر  را 

⁡𝐹(𝑇)هرگاه برگمن مجموعه مقدار گویند،  ≠ ,𝐵𝐻2(𝑇𝑝و  ∅ 𝑇𝑥) ≤ 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥)  . 

 : توان نشان داد کهبه راحتی می  :4-3توجه 

و  𝑋اگر • هیلبرت  𝑓(𝑥)فضای  =
1

2
‖𝑥‖2  آنگاه  باشند  ، 𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = 2𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)    بنابراین و 

 پخشی مجموعه مقدار تبدیل می شود. غیر -kبه نگاشت   پخشی برگمن مجموعه مقدارغیر -kتعریف نگاشت 

:𝑇اگر   • 𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶)  برگمن و  نگاشت غیر 𝐹(𝑇)  پخشی  ≠ انبساطی  نگاشت شبه غیر  𝑇باشد، آنگاه    ∅

𝑥برگمن مجموعه مقدار است. بعلاوه، برای هر   ∈ 𝐶  و𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) داریم: 

2𝐵𝐻2(𝑇𝑝, 𝑇𝑥) ≤ 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑝, 𝑇𝑥) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑝, 𝑥) 
                                       ≤ 𝐵𝐻2(𝑇𝑝, 𝑇𝑥) + 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥).⁡⁡ 

,𝐵𝐻2(𝑇𝑝                   در نتیجه              𝑇𝑥) ≤ 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥). 

:𝑇  ، نگاشت 2-3بنا به تعریف  • 𝐶 → 𝐶     غیرپخشی برگمن است اگر 

2𝐷𝑓(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝐷𝑓(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝐷𝑓(𝑇𝑥, 𝑦),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶.⁡ 
𝐶  : فرض کنید4-3مثال   = :𝑇 . نگاشت مجموعه مقدار  باشد  [3,0−] 𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶)    تعریف    زیر به صورترا

 کنیم: می

𝑇(𝑥) = {

0,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ∈ [−2,0],

[
𝑥

√24 (1 − 𝑥)
, 0] ,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ∈ [−3, −2),

 

𝑓(𝑥)پخشی برگمن با تابع  غیر نگاشت 𝑇دهیم نشان می = 𝑥4   :است. حالات زیر را خواهیم داشت 

,⁡𝑥اگر   ( 1 حالت 𝑦 ∈ ,𝐵𝐻(𝑇𝑥، آنگاه [2,0−] 𝑇𝑦) = 0.  

𝑥  ( اگر 2 حالت ∈ 𝑦 و  [2,0−] ∈ [−3, 𝑇𝑥  ، آنگاه (2− = 𝑇𝑦  و {0} = [
𝑦

√24 (1−𝑦)
,    در نتیجه   [0

𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = 𝑠𝑢𝑝𝑏∈𝑇𝑦𝐷𝑓(0, 𝑏) = 𝑠𝑢𝑝𝑏∈𝑇𝑦3𝑏4 =
3
2

(
𝑦

1 − 𝑦
)

4

. 

 

 از طرفی  
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𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦) = ⁡𝐷𝑓(0, 𝑦) = 3𝑦4. 
 بنابراین 

𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
3
2

𝑦4 ≤
1
2

(𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦)). 

 به طور مشابه داریم 

𝐵𝐻2(𝑇𝑦, 𝑇𝑥) ≤
1
2

𝑦4 ≤
1
2

(𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑦, 𝑥) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑦, 𝑇𝑥)). 

اگر3حالت  )  𝑥, 𝑦 ∈ [−3, 𝑦و      ⁡(2− ≤ 𝑥    آنگاه  ،𝑇𝑥 = [
𝑥

√24 (1−𝑥)
, 𝑇𝑦  و   [0 = [

𝑦

√24 (1−𝑦)
, 0]   .  

 بنابراین  

𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = max⁡{
𝑠𝑢𝑝

𝑎 ∈ 𝑇𝑥
⁡

𝑖𝑛𝑓
⁡⁡⁡𝑏 ∈ 𝑇𝑦

{𝑎4 + 3𝑏4 − 4𝑎𝑏3}, 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
𝑠𝑢𝑝

𝑏 ∈ 𝑇𝑦⁡
𝑖𝑛𝑓

⁡⁡⁡𝑎 ∈ 𝑇𝑥
{𝑎4 + 3𝑏4 − 4𝑎𝑏3}} 

=
𝑠𝑢𝑝

𝑏 ∈ 𝑇𝑦⁡
𝑖𝑛𝑓

⁡⁡⁡𝑎 ∈ 𝑇𝑥
{𝑎4 + 3𝑏4 − 4𝑎𝑏3} 

=
1

2
(

𝑥

1−𝑥
)

4
+

3

2
(

𝑦

1−𝑦
)

4
− 2 (

𝑥

1−𝑥
) (

𝑦

1−𝑦
)

3
, 

 و

𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦) =
1
2

(
𝑥

1 − 𝑥
)

4

+ 3𝑦4 −
4𝑦3

√24 (
𝑥

1 − 𝑥
), 

𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦) = 𝑥4 +
3
2

(
𝑦

1 − 𝑦
)

4

−
4𝑥

√24 (
𝑦

1 − 𝑦
)

3

⁡.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 بنابراین  

𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
1

2
(𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦)). 

 به طریق مشابه داریم 

𝐵𝐻2(𝑇𝑦, 𝑇𝑥) ≤
1

2
(𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑦, 𝑥) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑦, 𝑇𝑥)). 

,𝑥  اگر (4حالت 𝑦 ∈ [−3, 𝑥 و (2− < 𝑦  .باشد.  می 3این قسمت مشابه حالت   تاثبا 

,𝐴فرض کنید : 5-3لم 𝐵 ∈ 𝐶𝐵(𝐶)   ،𝑎 ∈ 𝐴  و𝑓: 𝑋 → ℝ   .نگاشت لژاندر باشد 

𝜀برای هر   (1 > 0 𝑏 ∈ 𝐵،   که   طوریبهوجود دارد 

𝐷𝑓(𝑎, 𝑏) ≤ 𝐵𝐻2(𝐴, 𝐵) + 𝜀. 
𝑏کراندار باشد، آنگاه  ،    Xهای کراندار  پذیر فرشه یکنواخت و روی زیرمجموعهمشتق  fفشرده و  ⁡𝐵اگر (2 ∈ 𝐵 

 که     طوریوجود دارد به

𝐷𝑓(𝑎, 𝑏) ≤ 𝐵𝐻2(𝐴, 𝐵). 

𝑛  فرض کنید  پردازیم.  می  ( 2به اثبات قسمت )   .  ( بدیهی است1)اثبات قسمت    :اثبات ∈ ℕ     و  𝜀 =
1

𝑛
بنا به  .    

(1)،  𝑏𝑛 ∈ 𝐵 که طوریوجود دارد به     

𝐷𝑓(𝑎, 𝑏𝑛) ≤ 𝐵𝐻2(𝐴, 𝐵) +
1
𝑛

. 

دنباله    𝐵چون   زیر  است پس  𝑏𝑛𝑖}فشرده 
به  {𝑏𝑛}از    { دارد  𝑏𝑛𝑖 که  طوریوجود 

→ 𝑏 ∈ 𝐵  رابطه از  و    بالا. 

    :برگمن داریم فاصلهتعریف 



                                                                                        پخشی برگمن مجموعه مقدار در فضاهای باناخهای غیرنگاشت

𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏𝑛𝑖
) − 〈𝑎 − 𝑏𝑛𝑖

, 𝛻𝑓(𝑏𝑛𝑖
)〉 ≤ 𝐵𝐻2(𝐴, 𝐵) +

1
𝑛𝑖

. 

𝑖  میل دادنبا  →  نتیجه حاصل خواهد شد. 2-2استفاده از لم  و بالارابطه  در،  ∞

:𝑓   فرض کنید:  6-3  لم 𝑋 → ℝهای کراندار  پذیر فرشه یکنواخت و روی زیرمجموعهمشتق  ،نگاشت لژاندرX    ،

:𝑇    وکراندار   𝐶 → 𝑘(𝐶)     نگاشتk-  باشدغیر مقدار  مجموعه  برگمن  𝑘    آن  درکه    پخشی  ∈ (0,
1

2
] .

,𝑥اگر 𝑦 ∈ 𝐶⁡  و  𝑎 ∈ 𝑇𝑥 ، آنگاه 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑇𝑦  که طورید بهنوجود دار    

 الف( 

⁡𝐷𝑓(𝑎, 𝑏1) ≤ 𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) 

                                                                 ≤ 𝑘

1−𝑘
(𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 〈𝑥 − 𝑎, 𝛻𝑓(𝑦) − 𝛻𝑓(𝑏1)〉). 

 ب(

⁡𝐷𝑓(𝑏2, 𝑎) ≤ 𝐵𝐻2(𝑇𝑦, 𝑇𝑥) 

                 ≤ 𝑘

1−𝑘
(𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) + 〈𝑦 − 𝑏2, 𝛻𝑓(𝑥) − 𝛻𝑓(𝑎)〉).⁡   

,𝑥( فرض کنید الف: اثبات 𝑦 ∈ 𝐶 و 𝑎 ∈ 𝑇𝑥  5-3. از لم   ،𝑏1 ∈ 𝑇𝑦 که طوریوجود دارد به 

𝐷𝑓(𝑎, 𝑏1) ≤ 𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦). 
 : داریم برگمن فاصلهای بکار بردن مشخصه سه نقطه با

1

𝑘
𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤ 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥, 𝑦) + 𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑥, 𝑇𝑦) 

                                                       ≤⁡⁡𝐷𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑏1)        
= 𝐷𝑓(𝑎, 𝑥) + 〈𝑎 − 𝑥, 𝛻𝑓(𝑥) − 𝛻𝑓(𝑦), 〉 + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) 

+𝐷𝑓(𝑥, 𝑎) + 〈𝑥 − 𝑎, 𝛻𝑓(𝑎) − 𝛻𝑓(𝑏1)〉 + 𝐷𝑓(𝑎, 𝑏1) 

= 〈𝑎 − 𝑥, 𝛻𝑓(𝑎) − 𝛻𝑓(𝑥), 〉 + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑎, 𝑏1) 
                      +〈𝑎 − 𝑥, 𝛻𝑓(𝑥) − 𝛻𝑓(𝑦), 〉 + 〈𝑥 − 𝑎, 𝛻𝑓(𝑎) − 𝛻𝑓(𝑏1)〉 

≤ 〈𝑥 − 𝑎, 𝛻𝑓(𝑦) − 𝛻𝑓(𝑏1)〉 + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦). 
 کند که ایجاب می

𝐷𝑓(𝑎, 𝑏1) ≤ 𝐵𝐻2(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) 

            ≤
𝑘

1−𝑘
(𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 〈𝑥 − 𝑎, 𝛻𝑓(𝑦) − 𝛻𝑓(𝑏1)〉).⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 شود. اثبات می  الف( مشابه حالت ب

:𝐵نگاشت   :7-3تعريف  𝑋 → 𝑋∗  ضعیف گویند اگر برای هر دنباله   ایدنبالهپیوسته را{𝑥𝑛} ⊂ 𝑋   که𝑥𝑛 ⇀

𝑥 ، داشته باشیم  𝐵𝑥𝑛 ⇀ 𝐵𝑥⁡⁡. 

:𝑓فرض کنید  :    8-3لم   𝑋 → ℝ    نگاشت لژاندر،  {𝑥𝑛}    دنباله ای در  𝑋      و همگرای ضعیف به𝑥 ∈ 𝑋   .باشد

  آنگاه  ،ی ضعیف باشداپیوسته دنباله 𝛻𝑓اگر 
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑛→∞
𝐷𝑓(𝑥, 𝑥𝑛) =⁡𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑛→∞
𝐷𝑓(𝑦, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓(𝑦, 𝑥),⁡⁡⁡⁡∀𝑦 ∈ 𝑋⁡. 

 شود. برگمن نتیجه حاصل می فاصلهی ا : با استفاده از مشخصه سه نقطهاثبات
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:𝑓  فرض کنید:  9-3گزاره 𝑋 → ℝ  لژاندر فرشه  مشتق  ،نگاشت  روی  پذیر  کراندارزیرمجموعهو  و های  کراندار   ، 

𝑇: 𝐶 → 𝑘(𝐶)    نگاشتk-  کهطوریغیرپخشی برگمن مجموعه مقدار باشد به  𝑘 ∈ (0,
1

2
ای  دنباله  {𝑥𝑛}  اگر .  [

⁡𝑥𝑛که طوریباشد به 𝐶در ⇀ 𝑝 و   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 𝑦𝑛در آن   که  0 ∈ 𝑇𝑥𝑛،  آنگاه𝑝 ∈ 𝑇𝑝  . 

به  𝐶ای در دنباله  {𝑥𝑛}  : فرض کنیداثبات ⁡𝑥𝑛که  طوریباشد  ⇀ 𝑝  و     𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = که در آن     0

𝑦𝑛 ∈ 𝑇𝑥𝑛   6-3. از لم، 𝑧𝑛 ∈ 𝑇𝑝     که طوریبهوجود دارد 

𝐷𝑓(𝑦𝑛 , 𝑧𝑛) ≤
𝑘

1 − 𝑘
(𝐷𝑓(𝑥𝑛 , 𝑝) + 〈𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 , 𝛻𝑓(𝑝) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛)〉). 

𝑧𝑛فشرده و    𝑇𝑝  چون ∈ 𝑇𝑝    زیردنباله ،{𝑧𝑛𝑖
⁡𝑧𝑛𝑖  کهطوریبهوجود دارد    {𝑧𝑛}از    {

→ 𝑧 ∈ 𝑇𝑝  . هر  ی  به ازا

𝑥 ∈ 𝑋  تابع 𝑔: 𝑋 → [0,  کنیم: را به صورت زیر تعریف می (∞

𝑔(𝑥) ∶=
𝑘

1 − 𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
𝐷𝑓(𝑥𝑛𝑖

, 𝑥). 

𝑥 برای هر  برگمن فاصلهی انقطهبا استفاده از مشخصه سه  ∈ 𝑋 داریم 

𝑔(𝑥) =
𝑘

1 − 𝑘
(𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
𝐷𝑓(𝑥𝑛𝑖

, 𝑝) + 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥)), 

 کندکه ایجاب می

(1)                                                     𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑝) +
𝑘

1−𝑘
𝐷𝑓(𝑝, 𝑧).                                              

به  )  های کراندارروی زیرمجموعه    f  پیوستگی یکنواخت نگاشت  ،برگمن  فاصلهبا استفاده از مشخصه سه نقطه ای  

      :داریم فوقرابطه  و   2-2لم   ،  ⁡𝑋( مراجعه کنید ]26[ 18-2قضیه 

𝑔(𝑧) =
𝑘

1 − 𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
𝐷𝑓(𝑥𝑛𝑖

, 𝑧) =
𝑘

1 − 𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
⁡ 

         (𝐷𝑓(𝑦𝑛𝑖
, 𝑧) − 𝐷𝑓(𝑦𝑛𝑖

, 𝑥𝑛𝑖
) + 〈𝑦𝑛𝑖

− 𝑥𝑛𝑖
, 𝛻𝑓(𝑧)〉) − 𝛻𝑓(𝑥𝑛𝑖

) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
𝑘

1 − 𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
⁡ (𝐷𝑓(𝑦𝑛𝑖

, 𝑧𝑛𝑖
) − 𝐷𝑓(𝑧, 𝑧𝑛𝑖

) + 〈𝑦𝑛𝑖
− 𝑧, 𝛻𝑓(𝑧𝑛𝑖

) − 𝛻𝑓(𝑧)〉)

=
𝑘

1 − 𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
𝐷𝑓(𝑦𝑛𝑖

, 𝑧) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
𝑘

1−𝑘
𝑙𝑖𝑚⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
𝐷𝑓(𝑦𝑛𝑖

, 𝑧𝑛𝑖
)                                                    

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≤
𝑘

1 − 𝑘
lim⁡ 𝑠𝑢𝑝

𝑖→∞
(𝐷𝑓(𝑥𝑛𝑖

, 𝑝) +⁡〈𝑥𝑛𝑖
− 𝑦𝑛𝑖

, 𝛻𝑓(𝑝) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛𝑖
)〉) = 𝑔(𝑝).⁡⁡ 

,𝐷𝑓(𝑝 که کند، ایجاب می(1)  روابط فوق و رابطه  𝑧) = ⁡𝑝  پس لژاندر است  𝑓چون .  0 = 𝑧. 

:𝑓فرض کنید  :  10-3  لم 𝑋 → ℝ  نگاشت لژاندر و  𝑇: 𝐶 → 𝐶𝐵(𝐶)  پخشی برگمن مجموعه مقدار نگاشت غیر

𝑝  هری باشد. اگر به ازا ∈ 𝐹(𝑇)   داشته باشیم𝑇𝑝 = {𝑝}،  آنگاه𝐹(𝑇)  .بسته و محدب است 

𝑥𝑛  کهطوریباشد به  𝐹(𝑇)  ای دردنباله    {𝑥𝑛}فرض کنید    :باتثا → 𝑥  .و  𝑎 ∈ 𝑇𝑥  .  4-3با استفاده از توجه  

        داریم

𝐷𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑥𝑛 , 𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑥𝑛, 𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

⁡𝐵𝐻2(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑥𝑛 , 𝑥). 

𝑎  در نتیجه = 𝑥 بنابراین  𝐹(𝑇) بسته است. اکنون نشان می دهیم که 𝐹(𝑇) محدب است. فرض کنید 
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 𝑝 = 𝑇𝑝1 + (1 − 𝑡)𝑝2      که در آن𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝐹(𝑇)   و  𝑡 ∈ ⁡𝑧  . فرض کنید   (0,1) ∈ 𝑇𝑝  4-3، از توجه  

 داریم  

𝐷𝑓(𝑝, 𝑧) = 𝑓(𝑝) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑝 − 𝑧, 𝛻𝑓(𝑧)〉 

= 𝑓(𝑝) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑡𝑝1 + (1 − 𝑡)𝑝2 − 𝑧, 𝛻𝑓(𝑧)〉 
= 𝑓(𝑝) − 𝑓(𝑧) − 𝑡〈𝑝1 − 𝑧, 𝛻𝑓(𝑧)〉 − (1 − 𝑡)〈𝑝2 − 𝑧, 𝛻𝑓(𝑧)〉     

= 𝑓(𝑝) + 𝑡𝐷𝑓(𝑝1, 𝑧) + (1 − 𝑡)𝐷𝑓(𝑝2, 𝑧) − 𝑡𝑓(𝑝1) − (1 − 𝑡)𝑓(𝑝2) 

= 𝑓(𝑝) + 𝑡𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑝1, 𝑧) + (1 − 𝑡)⁡𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑝2, 𝑧) − 𝑡𝑓(𝑝1) 
≤ 𝑓(𝑝) + 𝑡𝐵𝐻2(𝑇𝑝1, 𝑇𝑝) + (1 − 𝑡)𝐵𝐻2(𝑇𝑝2, 𝑇𝑝) − 𝑡𝑓(𝑝1) − (1 − 𝑡)𝑓(𝑝2 ⁡⁡⁡

≤ 𝑓(𝑝) + 𝑡𝐷𝑓(𝑝1, 𝑝) + (1 − 𝑡)𝐷𝑓(𝑝2, 𝑝) − 𝑡𝑓(𝑝1) − (1 − 𝑡)𝑓(𝑝2) 

= 〈𝑝 − 𝑡𝑝1 − (1 − 𝑡)𝑝2, 𝛻𝑓(𝑝)〉 = 0, 
𝑧  بنابراین  = 𝑝 ، در نتیجه  𝐹(𝑇)  .محدب است 

:𝑔  فرض کنید  ]27[  :11-3  لم  𝐶 → (−∞,   پیوسته پایین باشد و همچنین نیم  نگاشت محدب، سره و    [∞+

𝑔(𝑥𝑛) → ‖𝑥𝑛‖       وقتی  ∞ → 𝑥0  در این صورت  . ∞ ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑔) که   طوریوجود دارد به 

𝑔(𝑥0) = 𝑖𝑛𝑓{𝑔(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑐}. 
⁡𝑓  در  𝜇مقدار   باشد.  ∗(∞𝑙)  عضوی از  𝜇و   های کراندار با نرم سوپریمم باشدفضای باناخ دنباله  ∞𝑙فرض کنید  =

(𝑎1, 𝑎2, … تابع   دهند.نیز نمایش می  𝜇𝑛(𝑎𝑛)را اغلب با نماد    𝜇(𝑓)مقدار    .دهیمنشان می  ⁡𝜇(𝑓)  را با نماد  (

,𝜇(1,1شود اگر حد باناخ نامیده می  ∞𝑙روی   𝜇خطی   … ) = ‖𝜇‖ = 𝜇𝑛(𝑎𝑛+1)و    1 = 𝜇𝑛(𝑎𝑛). 

باناخ هموار و    𝐶  : فرض کنید 12-3لم از فضای  تهی    ، 𝑋محدب یکنواخت   -pزیر مجموعه بسته، محدب و غیر 

𝑓𝑝(. ) =
1

𝑝
‖. ‖𝑝  و{𝑥𝑛}    در کراندار  ای  که  نباش  𝑋دنباله  کنید  فرض  همچنین  اگر   𝜇د.  باشد.  باناخ    حد 

⁡𝑔: 𝐶 → ℝ  به صورت  

𝑔(𝑧) = 𝜇𝑛𝐷𝑓𝑝
(𝑧, 𝑥𝑛), ∀𝑧 ∈ 𝐶, 

𝑧0تعریف شود، آنگاه  ∈ 𝐶   منحصر به فردی موجود است به طوری که 

𝑔(𝑧0) = 𝑖𝑛𝑓{𝑔(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}. 
کنید :اثبات ,𝑧  فرض  𝑦 ∈ 𝐶   و  𝛼 ∈ قضایای    [0,1] از  لم  2-11  ،2-10.  و   فاصلهتعریف    ،  2-7،   برگمن 

𝛻𝑓𝑝 = 𝐽𝑋
𝑝 برای هر  𝑛 ∈ ℕ اریمد : 

𝐷𝑓𝑝
(𝛼𝑧 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝑥𝑛) = 𝑓𝑝(𝛼𝑧 + (1 − 𝛼)𝑦) − 𝑓𝑝(𝑥𝑛) − 〈𝛼𝑧 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝐽𝑋

𝑝
(𝑥𝑛)〉 

≤ 𝛼𝑓𝑝(𝑧) + (1 − 𝛼)𝑓𝑝(𝑦) − 𝛼(1 − 𝛼)𝜌𝑟(‖𝑧 − 𝑦‖) − 𝑓(𝑥𝑛)

− 〈𝛼𝑧 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝐽𝑋
𝑝
(𝑥𝑛)〉 

= 𝛼𝐷𝑓𝑝
(𝑧, 𝑥𝑛) + (1 − 𝛼)𝐷𝑓𝑝

(𝑦, 𝑥𝑛) − 𝛼(1 − 𝛼)𝜌𝑟(‖𝑧 − 𝑦‖). 
   اناخ است داریمحد ب 𝜇از طرفی چون  

(2 ) 

𝑔(𝛼𝑧 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑔(𝑧) + (1 − 𝛼)𝑔(𝑦) ⁡⁡− 𝛼(1 − 𝛼)𝜌𝑟(‖𝑧 − 𝑦‖). 
کنید  𝑔بنابراین   فرض  است.  محدب  𝑧  نگاشتی  ∈ 𝐶    و{𝑧𝑚}  دردنباله 𝑧𝑚که  طوریبهباشد    𝐶ای  → 𝑧    از  .

,𝑚برگمن برای هر  فاصلهی مشخصه سه نقطه ا  𝑛 ∈ ℕ داریم : 

(3 ) 

𝐷𝑓𝑝
(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓𝑝

(𝑧, 𝑥𝑛) = 〈𝑧 − 𝑧𝑚 , 𝐽𝑋
𝑝(𝑥𝑛) − 𝐽𝑋

𝑝(𝑧𝑚)〉 −⁡𝐷𝑓𝑝
(𝑧, 𝑧𝑚) 

                            ≤ ‖𝑧 − 𝑧𝑚‖‖𝐽𝑋
𝑝(𝑥𝑛) − 𝐽𝑋

𝑝(𝑧𝑚)‖ 
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  ⁡≤ ‖𝑧 − 𝑧𝑚‖𝑀1,   
𝑀1  که در آن = 𝑆𝑢𝑝{‖𝐽𝑋

𝑝
(𝑥𝑛)‖ + ‖𝐽𝑋

𝑝
(𝑧𝑚)‖, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ}   به طور مشابه داریم . 

(4)                    ⁡⁡⁡𝐷𝑓𝑝
(𝑧, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓𝑝

(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛) ≤ ‖𝑧 − 𝑧𝑚‖𝑀2, 

آن  در  𝑀2  که  = 𝑆𝑢𝑝{‖𝐽𝑋
𝑝
(𝑥𝑛)‖ + ‖𝐽𝑋

𝑝
(𝑧)‖, 𝑛 ∈ ℕ}    .می 𝑀  دهیمقرار  = 𝑀𝑎𝑥{𝑀1, 𝑀2}.  با 

 ( داریم 4و )  (3)  استفاده از
|𝑔(𝑧𝑚) − 𝑔(𝑧)| ≤ ‖𝑧 − 𝑧𝑚‖𝑀. 

‖𝑧𝑚‖که طوریباشد به 𝐶دنباله ای در  {𝑧𝑚}فرض کنید   کند.را ایجاب می 𝑔که پیوستگی   →  داریم . ∞

𝜏(‖𝑧 − 𝑧𝑚‖)𝑝 ≤ 𝐷𝑓𝑝
(𝑧𝑚 , 𝑧) 

≤ 𝐷𝑓𝑝
(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛) + 〈𝑧𝑚 − 𝑧, 𝐽𝑋

𝑝(𝑥𝑛) − 𝐽𝑋
𝑝
(𝑧)〉 

≤ 𝐷𝑓𝑝
(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛) + ‖𝑧 − 𝑧𝑚‖‖𝐽𝑋

𝑝(𝑥𝑛) − 𝐽𝑋
𝑝
(𝑧)‖ 

≤ 𝐷𝑓𝑝
(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛) + (‖𝑧𝑚‖ + ‖𝑧‖)(𝑀 + ‖𝐽𝑋

𝑝(𝑧)‖), 

𝑀  که در آن  = 𝑆𝑢𝑝{‖𝐽𝑋
𝑝
(𝑥𝑛)‖, 𝑛 ∈ ℕ}  .  داریم 

𝜏(‖𝑧𝑚‖ − ‖𝑧‖)𝑝 − (‖𝑧𝑚‖ + ‖𝑧‖)(𝑀 + ‖𝐽𝑋
𝑝(𝑧)‖) ≤ 𝐷𝑓𝑝

(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛). 

 بنابراین 

𝜏(‖𝑧𝑚‖ − ‖𝑧‖)𝑝 (1 −
(‖𝑧𝑚‖ + ‖𝑧‖)(𝑀 + ‖𝐽𝑋

𝑝
(𝑧)‖)

(‖𝑧𝑚‖ − ‖𝑧‖)𝑝
) ≤ 𝐷𝑓𝑝

(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛). 

 در نتیجه   و

𝜏(‖𝑧𝑚‖ − ‖𝑧‖)𝑝 (1 −
(‖𝑧𝑚‖ + ‖𝑧‖)(𝑀 + ‖𝐽𝑋

𝑝
(𝑧)‖)

(‖𝑧𝑚‖ − ‖𝑧‖)𝑝
) ≤ 𝜇𝑛𝐷𝑓𝑝

(𝑧𝑚 , 𝑥𝑛). 

𝑔(𝑧𝑚)  در نتیجه → ‖𝑧𝑚‖  وقتی که ∞ → 𝑧0  ، 11-3بنابراین از لم  . ∞ ∈ 𝐶  که طوریوجود دارد به 

𝑔(𝑧0) = 𝑖𝑛𝑓{𝑔(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}. 
 .باشدمیمنحصر به فرد   𝑧0 در نتیجهو  است اکیدمحدب  𝑔شود که نتیجه می  (2از رابطه )

   . توانیم قضایای زیر را ثابت کنیممی  ]3[ از   2و   1های مشابه قضیه 

کنید    :13-3قضیه و    𝐶فرض  محدب  بسته،  مجموعه  باناخ  زیر  فضای  از  یکنواخت   -pناتهی   ،   𝑋محدب 

𝑓𝑝(. ) =
1

𝑝
‖. ‖𝑝     و𝑇    از مقدار  مجموعه  توی    𝐶نگاشت  کنید    𝐶𝐵(𝐶)به  فرض  𝑧0باشد.  ∈ 𝐶   دنباله و 

𝑛برای هر    کهطوریموجود باشند به  {𝑧𝑛}کراندار   ∈ ℕ   داشته باشیم  ⁡𝑧𝑛 ∈ 𝑇𝑧𝑛−1  .    برای هر اگر⁡𝑦 ∈ 𝐶 ،

𝑎 ∈ 𝑇𝑦  کهطوریبهموجود باشد 

𝜇𝑛𝐷𝑓𝑝
(𝑎, 𝑧𝑛) ≤ 𝜇𝑛𝐷𝑓𝑝

(𝑦, 𝑧𝑛), 
 دارای نقطه ثابت است.  𝐶در  𝑇آنگاه 

 کند.قضیه زیر وجود نقطه ثابت برای نگاشت غیر پخشی برگمن را بیان می

کنید    :14-3قضیه   مجمو  𝐶فرض  بستهزیر  باناخ  عه  فضای  از  ناتهی  و  محدب   ،p-    یکنواخت ،    𝑋محدب 

𝑓𝑝(. ) =
1

𝑝
‖. ‖𝑝      و𝑇: 𝐶 → 𝐶      .اگرنگاشت غیر پخشی برگمن باشد  𝑧0 ∈ 𝐶  به طوری که    باشدوجود  م 

{𝑇𝑛𝑧0}  در این صورت ،باشدکراندار  𝑇  در𝐶  .دارای نقطه ثابت است 
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 نتیجه همگرايي-4

ثابت متقریب    برای  رازیر   در این بخش، قضیه همگرایی ضعیف از نگاشتنقطه  های  شترک یک خانواده متناهی 

 ه خواهیم داد. در فضاهای باناخ ارای مجموعه مقدارپخشی برگمن غیر

 

کنید  :  1-4  هیقض و  زیر  𝐶فرض  بسته، محدب  باناخنامجموعه  فضای  از  :𝑓  و    باشد   𝑋انعکاسی   تهی  𝑋 → ℝ  

لژاندر کلا محدب    پذیر فرشه یکنواخت و ندار، مشتقکرا،  𝑋های کراندار  روی زیرمجموعه  کهابرافزاینده      نگاشت 

کنید    باشد. ضعیف      𝛻𝑓فرض  کنید    باشد.ای  دنبالهپیوسته  :𝑇𝑖  فرض  → 𝐾(𝐶)(𝑖 = 1, … , 𝑚)  ای  دسته

𝛺که طوریه پخشی برگمن مجموعه مقدار باشند بهای غیرنگاشتمتناهی از  = ⋂ 𝐹𝑚
𝑖=1 (𝑇𝑖)   تهی و برای هر نا  

𝑝 ∈ 𝛺، 𝑇𝑖(𝑝) = {𝑝}   برای .𝑥1 ∈ 𝐶 دنباله {𝑥𝑛} کنیمبه صورت زیر تعریف می ار: 

𝑥𝑛+1 = 𝑃𝑟𝑜𝑗 ⃖        
𝐶
𝑓

[𝛻𝑓∗ (𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖))], 

𝑧𝑛,𝑖که در آن   ∈ 𝑇𝑖(𝑥𝑛)  ، 𝛼𝑛,𝑖 ⊂ (0,1)، ∑ 𝛼𝑛,𝑖
𝑚
𝑖=1 = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓و   1 𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑖 >  به ازای هر    0

 𝑛 ∈ ℕو⁡⁡(𝑖 = 1,2, … , 𝑚) ، این صورت   در{𝑥𝑛}  ازبه عضوی  𝛺  .همگرای ضعیف است 

𝑝  فرض کنید :اثبات ∈ 𝛺 داریم 4-3. با استفاده از توجه : 

⁡𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛+1) 

≤ 𝐷𝑓 (𝑝, 𝛻𝑓∗ (𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖)))⁡⁡⁡

≤ 𝛼𝑛,0𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝐷𝑓(𝑝, 𝑧𝑛,𝑖) 

= 𝛼𝑛,0𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝐵𝑑𝑖𝑠𝑡2(𝑇𝑖𝑝, 𝑧𝑛,𝑖) 

≤ 𝛼𝑛,0𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝐵𝐻2(𝑇𝑖𝑝, 𝑇𝑖𝑥𝑛) 

≤ 𝛼𝑛,0𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) = 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛). 

𝑙𝑖𝑚  بنابراین
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) فرض کنیدموجود است .                                

𝑟 = 𝑚𝑎𝑥𝑖⁡ 𝑠𝑢𝑝𝑛{‖𝛻𝑓(𝑥𝑛)‖, ‖𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖)‖}⁡. چون  {𝑥𝑛} 1)     و ≤ 𝑖 ≤ 𝑚), {𝑧𝑛,𝑖}   کراندار هستند

𝑟  داریم  ،، کراندار است𝑋کراندار    هاینیز روی زیرمجموعه  ⁡𝛻𝑓و < با  مراجعه شود(.     ]8[  11-1-1)به گزاره    ∞

از ∗𝑑𝑜𝑚⁡𝑓 و  8-2قضیه    ،2-2لم    استفاده  = 𝑋∗ ،𝑓∗  زیرمجموعه روی  و  کراندارابرافزاینده  محدب  ∗⁡𝑋  های 

𝜌𝑟فرض کنید    یکنواخت است.
∗: [0, ∞) → [0, برای    7-2باشد. با بکار بردن لم    ∗𝑓اندازه تحدب یکنواخت    [∞

1هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  :داریم 
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𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛+1) 

≤ 𝐷𝑓 (𝑝, 𝛻𝑓∗(𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖)))

= 𝑉𝑓(𝑝, 𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖))

= 𝑓(𝑝) + 𝑓∗(𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖))

− 〈𝑝, 𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖)〉

≤ 𝑓(𝑝) + 𝛼𝑛,0𝑓
∗(𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑓∗𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖))

− 〈𝑝, 𝛼𝑛,0𝛻𝑓(𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑖)〉

− 𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑗𝜌𝑟
∗‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖

= 𝛼𝑛,0𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝐷𝑓(𝑝, 𝑧𝑛,𝑖)

−⁡𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑗𝜌𝑟
∗‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖ 

≤ 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) − 𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑗𝜌𝑟
∗‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖. 

⁡1 بنابراین برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  داریم 

(5)       𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑗𝜌𝑟
∗(‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖) ≤ 𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑔(𝑝, 𝑥𝑛+1). 

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓چون
𝑛→∞

𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑗 > 𝜌𝑟  داریم   ⁡0
∗‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖ → هر   0 برای  اکنون   . 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 

 دهیم کهمینشان 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝛻𝑓(𝑥𝑛) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛,𝑗)‖ = 0. 

𝜀0 ، آنگاه باشدن رابطه فوق برقراراگر  >  که طوریوجود دارند به   {𝑛}از   {𝑛𝑘} و زیر دنباله 0

‖𝛻𝑓(𝑥𝑛𝑘
) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛𝑘,𝑗)‖ ≥ 𝜀0. 

𝜌𝑟  چون
𝑘  پس برای هر  ،نزولی استغیر  ∗ ∈ ℕ  داریم 

𝜌𝑟
∗(𝜖0) ≤ 𝜌𝑟

∗(‖𝛻𝑓(𝑥𝑛𝑘
) − 𝛻𝑓(𝑧𝑛𝑘,𝑗)‖), 

دادن   میل  𝑘با  → نامساوی  ∞ 𝜌𝑟  داریم  فوق  در 
∗(⁡𝜀0) ≤ با     0 یکنواختمکه  روی       ∗𝑓  بودن  حدب 

 های کراندارروی زیرمجموعه ∗𝛻𝑓 بودن حدب یکنواختم( و 5. از رابطه )تناقض دارد ∗𝑋 کراندارهای زیرمجموعه

𝑋∗،   1برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  داریم 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛,𝑗‖ = 0.  (6)                                                    

𝑥𝑛𝑚}پس زیر دنباله   ،کراندار است  {𝑥𝑛} چون  
⁡𝑥𝑛𝑚که طوریدارد بهوجود  {𝑥𝑛} از    {

⇀ 𝑞.      بنابراین از گزاره

که(  6)و    3-9 𝑞  نتیجه می شود  ∈ 𝛺  .    کنید 𝑥𝑘𝑚}فرض 
از      { دیگری  دنباله  که    {𝑥𝑛}زیر  طوری  به  باشد 

⁡⁡𝑥𝑘𝑚
⇀ 𝑝⁡⁡  و⁡. 𝑝 ≠ 𝑞   داریم  8-3با استفاده از لم 



                                                                                        پخشی برگمن مجموعه مقدار در فضاهای باناخهای غیرنگاشت

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑘𝑚
) < 𝑙𝑖𝑚

𝑚→∞
𝐷𝑓(𝑞, 𝑥𝑘𝑚

) 

                                = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑞, 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝐷𝑓(𝑞, 𝑥𝑛𝑚
) 

                                < ⁡ 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛𝑚
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝐷𝑓(𝑝, 𝑥𝑛), 

 کند. ناقض است و این اثبات را کامل میکه ت

:⁡𝑇𝑖و    𝐻و ناتهی از فضای هیلبرت    بمجموعه بسته، محدزیر⁡𝐶فرض کنید    : 2-4نتیجه   𝐶 → 𝑘(𝐶)  ی  ادسته

𝛺که  طوریپخشی مجموعه مقدار باشند بههای غیرمتناهی از نگاشت = ⋂ 𝐹𝑚
𝑖=1 (𝑇𝑖)    برای هر  تهی و نا  𝑝 ∈

𝛺    داشته باشیم𝑇𝑖(𝑝) = {𝑝}. نباله د{𝑥𝑛}  را برای هر𝑥1 ∈ 𝐶 کنیمبه صورت زیر تعریف می:   

𝑥𝑛+1 = 𝑃𝐶 (𝛼𝑛,0𝑥𝑛 + ∑ 𝛼𝑛,𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑧𝑛,𝑖), 

آن   در  𝑧𝑛,𝑖که  ∈ 𝑇𝑖(𝑥𝑛)    ، 𝛼𝑛,𝑖 ⊂ (0,1)  ،∑ 𝛼𝑛,𝑖
𝑚
𝑖=1 = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓و    1 𝛼𝑛,0𝛼𝑛,𝑖 > هر     0 ازای  به   ،

𝑛 ∈ ℕو⁡⁡(𝑖 = 1,2, … , 𝑚)   در این صورت ،{𝑥𝑛}  ازبه عضوی  𝛺  .همگرای ضعیف است 
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