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 چکیده

لیائو در سال  غیرخطي، روش تحلیل هموتوپي است که توسطی بسیار  مهم در حل مسائل خطي و هايکي از روش

هدف اصلي اين مقاله، بهبود روش تحلیل هموتوپي است که اين نوع بهبود يافته را روش مطرح گرديد.  1994
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 مقدمه -0

هايي که در چند سال گذشته کارهای يکي از روش

پژوهشي بسیاری بر روی آن صورت گرفته است، 

باشد. اين مي 4(HAM)روش تحلیل هموتوپي 

توسط پروفسور لیائو مطرح  1994روش که در سال 

های مؤثر در حل [ به عنوان يکي از روش1گرديد ]

، 4شود ]انواع مختلف معادلات غیرخطي شناخته مي

ترين به عنوان نمونه، برخي از تازه [.7و 6، 5، 2، 4

کارهای پژوهشي صورت گرفته در مورد اين روش را 

 نمايیم. در ادامه معرفي مي

، چوانگ يو و همکاران، از روش 4410در سال 

تحلیل هموتوپي برای حل نیمه تحلیلي نوع خاصي 

[. همچنین 0حمل و نقل استفاده نمودند ] از معادله

خاني و همکاران، کاربردی از در همان سال شیر

روش تحلیل هموتوپي و چند روش ديگر را در 

مبحث جريان سیال نیوتني بین دو صفحه موازی 

، حسین و همکاران، 4419[. در سال 9ارائه دادند ]

کان -آلن يک جواب تحلیلي تقريبي را برای معادله

های فیزيکي ای است برای توصیف پديدهکه معادله

س روش تحلیلي هموتوپي ارائه دادند طبیعي، براسا

[. همچنین احمد نايک و همکاران، با استفاده از 14]

روش تحلیل هموتوپي، توانستند يک جواب تحلیلي 

ارائه  HIVتقريبي برای مدل دينامیکي ويروس 

[. ضمناً برای اطلاعات بیشتر در خصوص 11دهند ]

در رابطه با روش  جديدترين مقالات چاپ شده

توان به منابع ميموتوپي، تحلیل ه

 [ مراجعه نمود.16و14،14،12،15]

روش تحلیل هدف اصلي اين مقاله آن است که 

جديد روی مسائل مقدار  ایهموتوپي را به گونه

اولیه اجرا کند، به طوری که نتايج عددی به دست 

ای معمولي روش تحلیل آمده نسبت به اجر

 همگرا باشد. جواب  بزرگتر، به يک بازه هموتوپي، در

 در اين مقاله اين نوع بهبود از روش تحلیل هموتوپي 
 

                                                 
2 Homotopy Analysis method 

يا به صورت   4را روش تحلیل هموتوپي متوالي

 نامیم.مي SHAMمختصر 

 

 روش تحلیل هموتوپي -2

ديفرانسیل غیرخطي  برای معرفي اين روش، معادله

 زير را در نظر بگیريد

(1 )                                  ( ) ( )N u t g t 

 

يک عملگر ديفرانسیل کلي که شامل  𝑁که در آن 

باشد. خطي است، ميهای خطي و غیرقسمت

يک تابع  𝑔(𝑡)( تابع 1همچنین در معادله ی )

يک تابع مجهول  𝑢(𝑡)متغیر مستقل و  𝑡معلوم، 

شرايط باشد. در اين قسمت، برای سادگي کار، از مي

مورد بحث حاکم است،  که بر مسألهاولیه و مرزی 

مفهوم هموتوپي،  کنیم. با استفاده ازنظر مي صرف

صفر  تغییر شکل مرتبه معادله"ای به نام لیائو معادله

 به صورت "2ام

ℏ  0(1 ) ( ; ) ( )p L t p u t p    

(4)                      ( ) ( ; ) ( )H t N t p g t   

 
را  𝑝(، پارامتر 4) [. در معادله1معرفي نمود ] 

نامند که عددی است بین مي "5پارامتر نشانده"

𝑝صفر تا يک، يا به عبارتي ديگر  ∈ [0,1] .

پارامتر کنترل "را  ℏهمچنین پارامتر ناصفر 

يک تابع  𝐻(𝑡)نامند و تابع ناصفر مي "همگرايي

يک  𝑢0(𝑡)يک عملگر خطي کمکي،  𝐿کمکي، 

;𝜑(𝑡و  𝑢(𝑡)حدس اولیه از تابع مجهول  𝑝) 

مهم در اين روش آن  باشد. نکتهتابعي مجهول مي

است که آزادی عمل زيادی برای انتخاب پارامترها و 

توابع کمکي برای رسیدن به همگرايي، وجود دارد. 

𝑝واضح است هرگاه قرار دهیم  = ، آنگاه با 0

;𝜑(𝑡( داريم 4استفاده از معادله ) 0) = 𝑢0(𝑡)  و

                                                 
3 Succesive homotopy analysis method 
4 Zero-order deformation equation 
5 Embedding parameter 
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𝑝نیز هرگاه  = ;𝜑(𝑡 ، آنگاه 1 1) = 𝑢(𝑡) .

از صفر به يک افزايش يابد،  𝑝بنابراين هرگاه پارامتر 

;𝜑(𝑡آنگاه  𝑝) از حدس اولیه ،𝑢0(𝑡)  به جواب

𝑢(𝑡) بسط مک  يابد. همچنین، با محاسبهتغییر مي

;𝜑(𝑡لورن تابع  𝑝)  نسبت به پارامتر𝑝 خواهیم ،
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، پارامتر 𝑢0(𝑡)، حدس اولیه𝐿هرگاه عملگر خطي 

طور ، به 𝐻(𝑡) و تابع کمکي ℏکنترل همگرايي 

𝑝به ازای (4مناسب انتخاب شوند، آنگاه سری) = 1 

 صورت خواهیم داشتهمگرا خواهد بود. دراين
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ديفرانسیل سری فوق، يک جواب برای معادله  يعني

[. حال برای تعیین 1( خواهد بود ]1غیرخطي )

 �⃗� 𝑛ها، بردار 𝑢𝑚(𝑡)روابطي جهت به دست آوردن 

 کنیمرا به صورت زير تعريف مي

 0 1( ), ( ),..., ( )n nu u t u t u t  

 
( نسبت به 4در اين صورت، هرگاه از معادله ی )

و بعد از آن قرار بار مشتق گرفته  𝑝 ،𝑚پارامتر 

𝑝دهیم  = تقسیم نمايیم،  !𝑚و در نهايت بر  0

 ی تغییر شکل مرتبهزير که به معادلهآنگاه معادله 

𝑚:ام معروف است، به دست خواهد آمد 
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 و

𝜒𝑚 = {
0, 𝑚 = 1,
1, 𝑚 > 1.

   

 

توان جواب تقريبي ها، مي𝑢𝑚(𝑡) بعد از محاسبه

و به صورت زير ارائه  𝑈𝑁(𝑡)ام را با نماد 𝑁 مرتبه

 داد:

(6  )                               
0

( ) ( )
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 که در اين صورت نتیجه خواهیم گرفت:

( ) lim ( )N
N

u t U t


  

 
ا در خصوص سری ذيل ر ، لیائو قضیه4444در سال 

∑ جواب به دست آمده 𝑢𝑚(𝑡)∞
𝑚=0  ارائه داد

[17.] 

 

 هرگاه سری به دست آمده :0-2قضیه 

∑ 𝑢𝑚(𝑡)∞
𝑚=0  و همچنین سری

∑ 𝐿[𝑢𝑚(𝑡)]∞
𝑚=0   همگرا باشند، آنگاه سری
∑ 𝑢𝑚(𝑡)∞

𝑚=0 جوابي برای معادله ی ديفرانسیل ،

غیرخطي  ( ) ( )N u t g t
 

 است.

، ونگوردر و همکارانش، 4449همچنین در سال 

چندين شرط لازم و کافي برای همگرايي سری 

∑جواب  𝑢𝑚(𝑡)∞
𝑚=0 [ نکته7ارائه دادند .] ای که

بايستي به آن توجه شود، در اجرای اين روش مي

روی همگرايي سری  ℏتاثیر انتخاب مقدار پارامتر 

∑جواب  𝑢𝑚(𝑡)∞
𝑚=0  است. يک روش برای

، رسم منحني جواب تقريبي ℏانتخاب مقدار مناسب 

، به ازای نقطه يا ℏيا مشتقات آن بر اساس پارامتر 

-ℏنقاط ابتدايي است. براساس اين منحني که به 

ی که در آن منحني امعروف است، ناحیه 6منحني

                                                 
6 ℏ-curve 
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محور افقي است، به عنوان ناحیه تقريباً موازی 

سرتاسر شود. همچنین در شناخته مي ℏبرای معتبر 

بدون از  [ و7مرجع ] 6-1 اين مقاله، براساس  قضیه

𝐻(𝑡)دهیم دست دادن کلیت، قرار مي = 1 . 

 روی يک معادلهرا بتحلیل هموتوپي ادامه، روش در

ل از بريم و نتايج حاصديفرانسیل معمولي به کار مي

 دهیم.آن را مورد بررسي قرار مي

 

مرتبه دوم غیرخطي  ديفرانسیل معادله :0-2 مثال
3( ) ( ). ( ) 2 2u t u t u t t     را با شرايط اولیه

𝑢(0) = 𝑢′(0)و  0 = تابع جواب  و با 0

𝑢(𝑡) = 𝑡2  استفاده از روش در نظر بگیريد. با

توان دستور تکراری زير را به تحلیل هموتوپي مي

 .دست آورد

1( )u t   

ℏ  30 0 0
0 0

( ) ( ). ( ) 2 2
t s

u r u r u r r drds       

   1( ) ( )m mu t u t  

+ℏ 
1

1 1
0 0

0

( ) ( ). ( )
mt s

m i m i

i

u r u r u r drds


  



 
  

 
   

0m   
 

𝑢0(𝑡)در دستور تکراری فوق تابع شروع را   = 0 

 گیريم. جهت به دست آوردن ناحیهدر نظر مي

-ℏ، برای همگرايي سری جواب، نمودار ℏمناسب 

ام تابع 20منحني را برای  مشتق دوم تقريب 

 جواب، يعني تابع
20

20

0

( ) ( )m

m

U t u t


 
 

به ازای 

𝑡 =  ايم. براساس شکل رسم نموده 1در شکل  0

 

تقريباً برابر  ℏمناسب  ، ناحیه1 1.6, 0.4 
 

است. 

نتايج به دست آمده با جواب دقیق،  برای مقايسه

𝑈20(𝑡)ام جواب يعني 20 نمودار تقريب مرتبه =

∑ 𝑢𝑚(𝑡)20
𝑚=0 به را به همراه نمودار جواب دقیق 

ℏ ازای = −1.4,−1,−0.7,−0.4, 

مشخص  4اند. از روی شکل رسم شده 4در شکل 

ℏام به ازای 20که برای  تقريب   است = −0.4 

 آيد.نتايج بهتری به دست مي

شود، بعد نتیجه مي 4في همانطور که از شکل از طر

یار و به دست آوردن تقريب از انجام محاسبات بس

𝑡ام، در بهترين حالت، از 20 مرتبه = 𝑡الي  0 =

يهي توانستیم نتايج خوبي کسب نمايیم. بد 2.5

نتايج   بزرگتری است هر گاه بخواهیم در بازه

اد تکرار را بايستي تعدمناسبي به دست آوريم، مي

مر مستلزم صرف زمان بسیاری افزايش داده که اين ا

بنابراين در اين مثال، همگرايي روش تحلیل است. 

هموتوپي بسیار کند است. برای درک بهتر مطالب 

ام، به ازای 80ذکر شده، خطای نسبي تقريب مرتبه 

ℏ هاو𝑡 ارائه شده است.  1های مختلف در جدول

تايجي مستلزم انجام واضح است که حصول چنین ن

محاسبات طولاني و صرف زمان بسیار است. طبق 

ℏدر بهترين حالت که همان حالت  و 1جدول  =

است، خطای نسبي به دست آمده تا اندکي  0.4−

𝑡بیش از  = عدد کوچکي است. اما به ازای  2.5

𝑡نسبي به سرعت افزايش مي های بزرگتر، خطای-

-شرايط بدتری بهها ℏيابد. اين وضع، به ازای مابقي 

ساده، سرعت  مثال بسیار برای اين گیرد. لذاخود مي

 همگرايي روش تحلیل هموتوپي بسیار کند است.

 

 
 .0-2ام، برای مثال 𝟐𝟎منحني حاصل از تقريب -ℏ: نمودار 0شکل 
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 .0-2های مختلف، برای مثال  ℏبا جواب دقیق و به ازای  ام𝟐𝟎: مقايسه جواب تقريبي مرتبه 2شکل 

 

، ℏبه دست آمده با استفاده از روش تحلیل هموتوپي برای مقادير مختلف  ام𝟖𝟎 : خطای نسبي جواب تقريبي مرتبه0جدول 

 .0-2برای مثال 

ℏ = −1.4 ℏ = −1 ℏ = −0.4 t 

3.726e-30 1.201e-72 1.469e-18 0.5 

6.794e-16 6.260e-36 1.169e-17 1 

3.250e-02 2.966e-17 6.520e-16 1.4 

8.107e+01 2.929e-13 2.028e-15 1.5 

8.468e+14 7.355e+01 1.712e-11 1.9 

4.382e+17 1.509e+05 2.427e-10 2. 

1.275e+21 2.541e+08 2.905e-09 2.1 

4.477e+23 3.592e+11 5.459e-09 2.2 

6.987e+32 4.168e+20 9.680e-03 2.5 

8.320e+35 3.378e+23 6.792e-01 2.6 

3.417e+38 2.435e+26 5.423e+01 2.7 

1.035e+47 4.711e+34 3.634e+07 3 

1.106e+93 2.419e+80 7.227e+49 5 

3.333e+126 3.451e+113 1.489e+83 7 

4.913e+162 4.644e+149 5.404e+119 10 

 

 روش پیشنهادی -3

( را در نظر بگیريد 1خطي )ی ديفرانسیل غیرمعادله

عنوان جواب شروع  به 𝑢0(𝑡)و فرض کنید که 

يا مرزی حاکم مسأله باشد که از روی شرايط اولیه و 

آيد. با توجه به مطالب بیان بر مسأله به دست مي

شده در قسمت قبل، هرگاه روش تحلیل هموتوپي 

ام را به 𝑁را روی اين معادله اجرا کنیم و تقريب 

( 6) آنگاه اين تقريب به صورت معادلهيم، دست آور

𝑚، به ازای 𝑢𝑚(𝑡)های است که در آن مؤلفه =

1, 2,… ,𝑁آيند. ( به دست مي5) ، از روی معادله

بايستي مي ام𝑁بنابراين برای به دست آوردن تقريب 

𝑁 های نموده تا مؤلفه ( استفاده5) بار از معادله

𝑢1(𝑡) ،𝑢2(𝑡) ،... ،𝑢𝑁(𝑡)  به دست آيد. در اين

ملاحضه شد،  1-4صورت همان طور که در مثال 

به دست آمده  هایممکن است خطای نسبي جواب

، اعداد نزديک به صفر، 𝑡کوچکي از  تنها به ازای بازه

 باشند.

خواهیم روش تحلیل حال در اين قسمت مي

( اجرا 1) ی ديگر روی معادلهاهموتوپي را به گونه

بار استفاده از  𝑁طوری که با همان  نمايیم، به

هايي به دست آورد که در (، بتوان جواب5) معادله

 ، خطای نسبي کمتری نسبت 𝑡بزرگتری از  بازه
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 به اجرای معمولي اين روش داشته باشد.

تدا فرض اجرای جديد، اب برای توصیف اين نحوه

( را در بازه 1ديفرانسیل ) کنید که بخواهیم معادله

,𝑎]ی  𝑏] حل نمايیم. همچنین فرض کنید که ،𝑛 ،

ير باشد، که در بخش پذ 𝑁عددی باشد که بر عدد 

 دهیم:اين صورت قرار مي

N
k

n
  

 
توان ترين حالت ممکن، ميبه طور مثال، در ساده

𝑛قرار داد  = 𝑁  و𝑘 = ,𝑎]. حال بازه ی 1 𝑏]  را

-تقسیم مي 𝑑قسمت مساوی به طول گام  𝑛 به 

را به صورت زير به  𝑡0 ،𝑡1 ،… ،𝑡𝑛کنیم و نقاط 

 .آوريمدست مي

0

1

,

,

.n

t a

t a d

t a nd b



 

  

 

 

,𝑡0] ( را در بازه1حال مسأله ) 𝑡1]  به روش تحلیل

لیه هموتوپي و با جواب شروعي که از روی شرايط او

کنیم و جواب و يا مرزی به دست آيد، حل مي

𝑘 تقريبي مرتبه  =
𝑁

𝑛
آوريم. اين ام را به دست مي

ير بازه جواب را به دلیل آن که مربوط به اولین ز

 دهیم:است با نماد زير نشان مي

1 1

0

( ) ( )
k

k m

m

U t u t


  

 
𝑢0که در آن 

1(𝑡)  همان جواب شروع است و

𝑢𝑚
1 (𝑡) به ازای ،𝑚 = 1, 2,… , 𝑘 از روی ،

آيند. واضح است که در اين ( به دست مي5معادله )

آوردن (جهت به دست 5) بار از معادله𝑘حله، مر

 شود. مؤلفه های جواب استفاده مي

 ( را در بازه1در مرحله بعدی اجرا، معادله )

[𝑡1, 𝑡2] کنیم و موتوپي حل ميبه روش تحلیل ه

ام را به دست 𝑘 اين بازه هم، جواب تقريبي مرتبهدر 

مهم در اين بخش آن است که برای  آوريم. نکتهمي

انتخاب جواب شروع در اين مرحله، از مقادير تابع 

𝑈𝑘
1(𝑡) و مشتقات آن در نقطه 𝑡 = 𝑡1  استفاده

کنیم. جواب به دست آمده در اين مرحله که مي

 دوم است را با نماد  زيربازهمربوط به

2 2

0

( ) ( )
k

k m

m

U t u t



 

 دهیم.نشان مي

دهیم و های ادامه ميدر بقیه زير بازهروند فوق را 

3های جواب 4( ), ( ),..., ( ),n

k k kU t U t U t
 

که به  را

ام 𝑛های سوم، چهارم الي ترتیب مربوط به زير بازه

 آوريم.است را به دست مي

اجرا،  ر که واضح است، در اين نوع نحوههمان طو

به صورت متوالي روی تمام روش تحلیل هموتوپي را 

به دست آمده در  کنیم و از نتیجهاجرا ميها زير بازه

ای انتخاب جواب شروع در زيربازه بازه بر هر زير

جهت در اين مقاله، نمايیم. بدين بعدی استفاده مي

اجرای روش تحلیل هموتوپي، با نام  اين نوع نحوه

نامگذاری شده  "روش تحلیل هموتوپي متوالي"

 است.

تحلیل نکاتي در خصوص اين نوع بهبود از روش 

-رد که در ادامه به آنها اشاره ميهموتوپي وجود دا

 :کنیم

بار 𝑘( برای به دست آوردن جواب در هر زير بازه، 1

شود. بنابراين در مجموع، ( استفاده مي5از معادله )

,𝑎] ی به دست آوردن جواب در کل بازهبرا 𝑏] در ،

𝑁مجموع  = 𝑛𝑘 ( استفاده مي5بار از معادله )-

است که  ایبر همان تعداد بار استفادهکه براکنیم 

ام 𝑁 به دست آوردن جواب تقريبي مرتبهبرای 

ولي انجام شده روش تحلیل هموتوپي معم بوسیله

منصفانه ايي  ن يک مقايسهتوااست. بنابراين، مي

 بین اين دو روش انجام داد.

تحلیل هموتوپي  ( جواب تقريبي که براساس روش4

در واقع، فرم يک تابع آيد، متوالي به دست مي

 ی به صورت زير را دارد:اچندضابطه
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𝑈𝑁(𝑡) = {

𝑈𝑘
1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝑈𝑘
2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

⋮         

 𝑈𝑘
𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛],

  

 
، بخش 𝑁، عدد دلخواهي است که بر 𝑛که در آن 

𝑘باشد و پذير مي =
𝑁

𝑛
و همچنین  

0

( ) ( ),
k

i i

k m

m

U t u t



 

𝑖به ازای هر  = 1,2, … , 𝑛. 

تر بیان شد، هرگاه بخواهیم ( همان طور که پیش4

توپي معمولي، جواب با استفاده از روش تحلیل همو

 ام𝑁 تقريبي مرتبه
0

( ) ( ),
N

N m

m

U t u t



 

را برای  

بايستي با استفاده از ( بیابیم، ابتدا مي1معادله )

𝑚ها را به ازای 𝑢𝑚(𝑡)(، 5) معادله =

1, 2,… ,𝑁  دست آوريم. در اين قسمت، عموماً به

𝑚، از 𝑚با افزايش  = 𝑚به  1 = 𝑁ضابطه ، 

𝑢𝑚(𝑡)  در هر مرحله نسبت به مرحله قبل

های 𝑁شود، که اين امر، به ازای تر ميطولاني

بزرگ، موجب افزايش حجم محاسبات و در نتیجه 

به دست صرف زمان زيادی برای اجرای روش و 

 ام است.𝑁 آوردن جواب تقريبي مرتبه

را با استفاده از  𝑈𝑁(𝑡)در حالي که هرگاه بخواهیم 

-هموتوپي متوالي به دست آوريم مي روش تحلیل

𝑢𝑚بايستي 
𝑖 (𝑡)  را به ازای𝑚 = 1, 2,… , 𝑘  و

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛  که تعداد کل آنها برابر𝑛𝑘 =

𝑁  است، را تعیین کنیم. در اين روش به دلیل آنکه

-روش را به طور مستقل اجرا ميزه، در هر زير با

کنیم و فقط از جواب به دست آمده در هر زيربازه 

ای انتخاب جواب شروع در زيربازه بعدی استفاده بر

کنیم، لذا افزايش حجم محاسبات در يک زيربازه مي

ارتباطي با افزايش آن در زيربازه بعدی ندارد. به 

ايش ، با افز𝑖همین دلیل در اين حالت، با ازای هر 

𝑚 از ،𝑚 = 𝑚به  1 = 𝑘 حجم محاسبات ،

𝑖به  𝑖يابد و سپس با تغییر افزايش مي + ، حجم 1

محاسبات به حالت اولیه و شروع برگشته و دوباره با 

𝑚، از 𝑚افزايش  = 𝑚به  1 = 𝑘 سیر صعودی ،

آخر  آنقدر ادامه دارد تا به زيربازهگیرد. اين روند مي

 برسد.

𝑘بنابراين با توجه به آنکه  =
𝑁

𝑛
، افزايش حجم 

محاسبات در اين روش نسبت به روش معمولي آن، 

کنترل شده است. به اين معني که حل يک مسأله 

م با حجم محاسبات بالا را به حل چند مسأله با حج

 کند.محاسبات نسبتاً کمتر، تبديل مي

های روش تحلیل ( برای بهتر نشان دادن مزيت2

-ولي آن، ميتوالي نسبت به نوع معمهموتوپي م

-ی آن حل ميموردنظر رو ای که مسألهبايستي بازه

جواب تقريبي، نسبتاً بزرگ  شود، و همچنین مرتبه

انتخاب شود. در اين صورت خواهیم ديد که اگرچه 

، روش ممکن است در نقاط نزديک به ابتدای بازه

های بهتری نسبت به تحلیل هموتوپي معمولي جواب

اماّ هر چه به دهد،  روش تحلیل هموتوپي متوالي

ه صورت تر شويم، اين موضوع بانتهای بازه نزديک

 کند.شديدتری حالت عکس پیدا مي

الذکر، بعدی مقاله، جهت بررسي نکات فوق در بخش

را اين  1-4ر مثال معادلات ديفرانسیل ارائه شده د

وتوپي متوالي حل روش تحلیل هم بار به وسیله

آمده را با جواب های به دست کرده و سپس جواب

 کنیم. مقايسه مي  1-4دقیق ارائه شده در مثال 

 
 های عددیمثال -4

خطي ارائه شده معادله ديفرانسیل غیر :0-4مثال 

 ، يعني 1-4در مثال 
3( ) ( ). ( ) 2 2 ,u t u t u t t    
 

𝑢(0)را با شرايط اولیه ی  = 𝑢′(0)و  0 = 0 

خواهیم جواب را در نظر بگیريد. فرض کنید که مي

,0] بازهدر  -4بیابیم. با توجه به اينکه در مثال  [7

ي، خطای براساس روش تحلیل هموتوپي معمول 1

-ام را به دست آورده80 نسبي جواب تقريبي مرتبه

منصفانه، در اين  ايم، لذا برای داشتن يک مقايسه
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,0] مثال بازه قسمت مساوی تقسیم  80را به  [7

دستور  يک بار ازنموده و در هر زيربازه تنها 

کنیم. بنابراين در تفاده مي( اس5) بازگشتي معادله

 80، در مجموع 1-4اين مثال نیز مشابه مثال 

شود. برای حل ( استفاده مي5مرتبه از معادله )

,0] مان طور که بیان شد، ابتدا بازهمعادله، ه را  [7

، 𝑡0کنیم و نقاط قسمت مساوی تقسیم مي 80به 

𝑡1 ،... ،𝑡80 در زيربازه آوريم. حالت ميرا به دس 

 اول داريم:

 0 1, :t t t   
1 1

1 0( ) ( )u t u t  

+ℏ 1 1 1 3

0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,u s u s u s s ds     

 که در آن 
1

0 0 0 0( ) ( ).( ) ( ) 0u t u t t t u t     

 

ب تقريبي مرتبه اول در زير بازه اول به حال جوا

 آيد:صورت زير به دست مي

  1 1 1

0 1 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t      

 

 دوم داريم: به، در زير بازهبه صورت مشا

 1 2, :t t t   
2 2

1 0( ) ( )u t u t  

+ℏ  2

1

2 2 2 3

0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,
t

t
u s u s u s s ds     

 که در آن 
2 1 1

0 1 0 0 1 0( ) ( ).( ) ( ).u t U t t t U t    

 

بعدی از  عني آن که جواب شروع در زيربازهاين ي

ی جواب به دست آمده در زير بازه قبلي به دست رو

ست زمان اجرای بنابراين همانطور که واضح اآيد. مي

ها تفاوت چنداني با هم ندارند. حال برنامه در زيربازه

دوم به صورت  اول را در زيربازهجواب تقريبي مرتبه 

 آوريم:ميزير به دست 

  2 2 2

1 2 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t      

 

های سوم تا ن امر به صورت متوالي در زيربازهاي

 ام داريم:80 يابد. يعني در زير بازه ام ادامه مي80

 79 80

80 80

1 0

, :

( ) ( )

t t t

u t u t

 


 

+ℏ  2

1

80 80 80 3

0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,
t

t
u s u s u s s ds   

 
 

 

80 که در آن 79 79

0 1 0 0 1 0( ) ( ).( ) ( ).u t U t t t U t  
 

ام 80 اول در بازه  و در نهايت جواب تقريبي مرتبه

 آيد:به صورت زير به دست مي

  80 80 80

79 80 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t    

 

ديفرانسیل  ام معادله80 لذا جواب تقريبي مرتبه

-به فرم يک تابع چندضابطه 1-2 ارائه شده در مثال

 باشد.ای به صورت زير مي

𝑈80(𝑡) = {

𝑈1
1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝑈1
2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

⋮         

    𝑈1
80(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡79, 𝑡80],

  

 

 فوق به ازای خطای نسبي جواب به دست آمده

ℏ = −0.4, −0.7, −1, −1.4,  
 

ارائه شده است.  4ها، در جدول 𝑡𝑖و برای بعضي از 

، جواب دقیق و جواب تقريبي 4همچنین در شکل 

رسم  ℏمقادير مختلفي از  سیلهبه دست آمده به و

فرآيند اجرای روش و  شده است. همان طور که از

و شکل  1با جدول  4و شکل  4جدول  نیز مقايسه

در يک مدت زمان کمتر، با  مشخص است، 4

هموتوپي متوالي نتايج حلیل استفاده از روش ت

تری نسبت به نوع معمولي آن، به جز نقاط مناسب

 آوريم.ست ميابتدايي بازه به د
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𝒂به ازای  SHAM نسبي جواب به دست آمده به وسیله: خطای 2جدول  = 𝟎، 𝒃 = 𝟕، 𝒏 = 𝒌و  𝟖𝟎 = و برای مقادير  𝟏

 .0-4، مربوط به مثال 𝒕و برخي مقادير  ℏمختلف 

ℎ = −1.4 ℏ = −1 ℏ = −0.7 ℏ = −0.4 t 

3.9702e-01 1.0850e-03 2.9804e-01 5.9844e-01 0.3544 

3.6564e-01 3.9887e-03 2.8609e-01 5.8783e-01 0.7089 

2.9040e-01 7.8012e-03 2.5678e-01 5.5986e-01 1.0633 

1.9535e-01 1.1039e-02 2.0845e-01 5.0828e-01 1.4177 

1.1914e-01 1.2449e-02 1.4903e-01 4.3165e-01 1.7722 

7.3847e-02 1.2064e-02 9.3852e-02 3.3682e-01 2.1266 

4.9262e-02 1.0855e-02 5.4820e-02 2.3976e-01 2.4810 

3.5060e-02 9.5674e-03 3.2267e-02 1.5881e-01 2.8354 

2.6166e-02 8.4295e-03 1.9935e-02 1.0310e-01 3.1899 

2.0234e-02 7.4553e-03 1.2774e-02 6.9162e-02 3.5443 

1.6075e-02 6.6202e-03 8.3222e-03 4.8722e-02 3.8987 

1.3037e-02 5.8982e-03 5.4302e-03 3.5657e-02 4.2532 

1.0740e-02 5.2673e-03 3.4958e-03 2.6788e-02 4.6076 

8.9499e-03 4.7104e-03 2.1760e-03 2.0516e-02 4.9620 

7.5190e-03 4.2137e-03 1.2645e-03 1.5951e-02 5.3165 

6.3488e-03 3.7666e-03 6.3184e-04 1.2554e-02 5.6709 

5.3726e-03 3.3608e-03 1.9392e-04 9.9808e-03 6.0253 

4.5435e-03 2.9897e-03 1.0541e-04 8.0020e-03 6.3797 

3.8198e-03 2.6479e-03 3.0450e-04 6.4614e-03 6.7342 

4.3701e-03 2.4082e-03 4.0446e-04 5.5263e-03 7.0000 

 

 

 
با جواب دقیق  (SHAM)به دست آمده بوسیله ی روش تحلیل هموتوپي متوال  ام𝟖𝟎: مقايسه جواب تقريبي مرتبه 3شکل 

𝒕در بازه ی  ∈ [𝟎,  .0-4های مختلف، مربوط به مثال  ℏ،  به ازای [𝟕

 

و  (HAM)در ادامه، روش تحلیل هموتوپي معمولي 

 معادله دو برای را (SHAM)آن متوالي نوع

ديفرانسیل غیرخطي ديگر نیز مورد مقايسه قرار 

 دهیم. مي

 

 خطي معادله ديفرانسیل غیر :2-4مثال 

2 2( ) 1 cos( ) cos ( ),u t u t t      
(0) را با شرط اولیه 0u   .جواب در نظر بگیريد

𝑢(𝑡)فوق به صورت  دقیق معادله = sin(𝑡) مي-

 باشد.

 [0,2𝜋]خواهیم جواب را در بازه فرض کنید که مي

فوق را به روش تحلیل هموتوپي  بیابیم. ابتدا مسأله
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(HAM) کنیم. براساس اين روش، ابتدا با حل مي

مناسب  منحني، يک ناحیه-ℏاستفاده از نمودار 

جهت همگرايي سری جواب، به  ℏبرای پارامتر 

منحني را -ℏدست مي آوريم. بدين منظور، نمودار 

 ام تابع جواب، يعني تابع12برای مشتق اول تقريب 
12

12 0

0

( ) ( ),m

m

U t u t


 
 

𝑡به ازای  = در شکل  0

گیريم ، نتیجه مي2ايم. براساس شکل رسم نموده 2

ℏ که هرگاه تقريباً ∈ [−1.4, آنگاه سری  ,[0.6−

جواب به دست آمده توسط اين روش به جواب 

همچنین نمودار تقريب  .مسأله همگرا خواهد بود

𝑈12(𝑡)ام جواب يعني 12 = ∑ 𝑢𝑚(𝑡)12
𝑚=0  به

𝑡همراه نمودار جواب دقیق به ازای  ∈ [0, 2𝜋]  و

ℏمقدار  = رسم شده است. از  5، در شکل 1−

تنها  ام،12واضح است که برای تقريب  5روی شکل 

آيد. بخشي به دست ميدر اوايل بازه نتايج رضايت

ضمناً ذکر اين نکته ضروری است که به دست 

، به دلیل 𝑈12(𝑡)ام 12آوردن همین تقريب 

سنگین بودن محاسبات، مستلزم صرف زمان بسیار 

زيادی است. حال با حل مسأله ارائه شده در مثال 

، (SHAM)متوالی به روش تحلیل هموتوپي  2-4

نتايج به دست آمده به ازای مقادير مختلفي از 

𝑛 تعداد تقسیمات( و(𝑘 ،)تعداد تکرار در هر زيربازه(

قابل  ست. نکتهرسم شده ا 6با جواب دقیق در شکل 

توجه در اين قسمت آن است که هر چند در روش 

تحلیل تحلیل هموتوپي متوالي به نسبت روش 

بیشتری  ( استفاده5هموتوپي معمولي از معادله )

شده است، امّا به دلیل حجم پايین محاسبات در نوع 

متوالي، زمان صرف شده برای رسیدن به جواب 

وده است. همان طور بسیار کمتر از نوع معمولي آن ب

واضح است، با  6و  5های که از مقايسه شکل

استفاده از نوع متوالي روش تحلیل هموتوپي، نتايج 

لي روش تحلیل وبسیار بهتری نسبت به نوع معم

 آوريم.هموتوپي به دست مي

غیرخطي زير را در  مسأله مقدار اولیه :3-4مثال 

 نظر بگیريد:

{

𝑢′′(𝑡) + 𝑢′(𝑡) ∙ 𝑢(𝑡) =                            

 3𝑡5 − 5𝑡4 + 2𝑡3 + 6𝑡 − 2,
𝑢(2) = 4,       𝑢′(2) = 8,         2 ≤ 𝑡 ≤ 4.

  

 

3فوق به صورت جواب دقیق مسأله 2( ) ,u t t t  
، (HAM)باشد. براساس روش تحلیل هموتوپي مي

 يک ناحیه منحني،-ℏابتدا با استفاده از نمودار 

جهت همگرايي سری جواب،  ℏمناسب برای پارامتر 

منحني را -ℏآوريم. بدين منظور، نمودار به دست مي

 ام تابع جواب، يعني تابع10مشتق دوم تقريب برای 
10

10

0

( ) ( ),m

m

U t u t


 
 

𝑡به ازای  =  7در شکل  2

گیريم که ، نتیجه مي7ايم. براساس شکل رسم نموده

 هرگاه تقريباً

ℏ ∈ [−1.3, −0.7],  
 

آنگاه سری جواب به دست آمده توسط اين روش به 

همچنین نمودار  .جواب مسأله همگرا خواهد بود

𝑈40(𝑡)ام جواب يعني 40تقريب  =

∑ 𝑢𝑚(𝑡)40
𝑚=0 به همراه نمودار جواب دقیق، به 

𝑡ازای  ∈ [2, ℏو مقدار  [4 =  0، در شکل 1−

واضح است که به  0رسم شده است. از روی شکل 

ابقي ام، به جز در اوايل بازه، در م40ازای تقريب 

 آيد.بازه نتايج خوبي به دست نمي

به روش  4-2ارائه شده در مثال  حال با حل مسأله 

، نتايج به دست (SHAM)تحلیل هموتوپي متوالي 

)تعداد تقسیمات( 𝑛آمده به ازای مقادير مختلفي از 

)تعداد تکرار در هر زيربازه(، با جواب دقیق در 𝑘و 

شده است. همان طور که از مقايسه رسم  9شکل 

واضح است، با استفاده از نوع  9و  0های شکل

متوالي روش تحلیل هموتوپي، نتايج بسیار بهتری 

ي روش تحلیل هموتوپي به نسبت به نوع معمول

 آوريم.دست مي
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 .2-4ام، برای مثال 𝟏𝟐منحني حاصل از تقريب -ℏ: نمودار 4شکل 

 
 

 
ℏبا جواب دقیق، به ازای  ام𝟏𝟐: مقايسه جواب تقريبي مرتبه 8شکل  =  .2-4، برای مثال 𝟏−

 

 

 
𝒂با جواب دقیق، به ازای  (SHAM) روش تحلیل هموتوپي متوالي قايسه نتايج به دست آمده بوسیله: م6شکل  = 𝟎 ،𝒃 =

𝟐𝝅  وℏ =  .2-4، مربوط به مثال 𝒌و  𝒏و مقادير مختلفي از  𝟏−
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 .3-4، برای مثال ام𝟏𝟎منحني حاصل از تقريب -ℏ: نمودار 7شکل 

 

 
ℏجواب دقیق، به ازای با (HAM)روش تحلیل هموتوپي معمولي  به وسیله  ام𝟒𝟎: مقايسه جواب تقريبي مرتبه 5شکل  =

 3-4، برای مثال 𝟏−

 

 
𝒂با جواب دقیق، به ازای ( SHAM) روش تحلیل هموتوپي متواليايسه نتايج به دست آمده بوسیله : مق9شکل  = 𝟐 ،𝒃 = 𝟒 

ℏو  =  .3-4، مربوط به مثال 𝒌و  𝒏و مقادير مختلفي از  𝟏−
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 گیرینتیجه -8

در اين مقاله بهبودی از روش معروف تحلیل 

روش تحلیل "که با عنوان ، (HAM)هموتوپي 

نامگذاری شده است،  "(SHAM) هموتوپي متوالي

های ست. برای مقايسه بهتر میان روشمطرح شده ا

HAM  وSHAMهای عددی مختلفي ارائه ، مثال

اند که با استفاده از اند. نتايج عددی نشان دادهشده

عددی به دست آمده، در  هایجواب SHAMروش 

 رضايت ،HAMبزرگتری نسبت به روش يک بازه 

های زم را دارند. همچنین براساس مثالبخشي لا

است که حجم محاسبات انجام ده، واضح ارائه ش

به مراتب کمتر از روش  SHAMشده در روش 

HAM   .است 

 های تقريبي با جوابدر اين مقاله، همواره جواب

گرفت تا درستي و دقیق مسأله مورد مقايسه قرار مي

های تقريبي مورد سنجش قرار گیرد. دقت جواب

حال اگر برای يک مسأله جواب دقیق در دسترس 

های گاه برای سنجش درستي جواباشد آننب

توان از دو راه زير استفاده تقريبي به دست آمده مي

 نمود:

 ان در هر تکرار با جايگذاری جوابتواول آنکه مي

دست ه مانده را بتقريبي در خود مسأله، تابع باقي

کرار، قدر مطلق آوريم. هرگاه با افزايش تعداد ت

مورد بحث مسأله، به  بازهمانده در مقادير تابع باقي

آن است  ر نزديک شود اين امر نشان دهندهعدد صف

ای هش روی معادله همگراست و لذا جوابکه رو

 تقريبي به دست آمده مناسب هستند.

مین مقدار تابع جواب در يک دوم آنکه برای تخ

𝑡خاص مانند  نقطه = 𝑡∗بايستي با افزايش ، مي

تکرار، قدر مطلق تفاضل مقادير به دست آمده در 

𝑡 = 𝑡∗  برای دو تقريب متوالي به سمت صفر میل

-در صورت تحقق چنین شرطي نتیجه ميکند. 

های تقريبي به دست آمده مناسب بگیريم که جوا

 باشند و به جواب دقیق همگرا هستند.مي

لازم به ذکر است که رويکرد ارائه شده در اين مقاله 

تحلیلي همانند -ی نیمههاشقابل تعمیم به ساير رو

 روش اختلال، (ADM)آدومیان روش تجزيه 

 روش تکرار تغییراتي (،HPM))آشفتگي( هموتوپي 

(VIM) تمامي باشد. بنابراين و ... مشابه مي

-ها قابل حل ميادلاتي که با استفاده از اين روشمع

ها روی آنها همگرا هستند، مانند باشند و اين روش

انواع معادلات ديفرانسیل کسری و غیرکسری، انواع 

توان گرال کسری و غیرکسری و ... را ميمعادلات انت

تواند ين خود ميويکرد نیز حل نمود که ابا اين ر

 موضوع کارهای پژوهشي آينده باشد.
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