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  02/05/1401تاریخ پذیرش مقاله:    15/04/1400تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

nاعداد صحیح مثبتی باشند به طوري که  kو nفرض کنید  و3
n

k 
2

توانی از عدد اولی  q، همچنین 

)باشد.  qیک میدان متناهی از مرتبه qFو  pمانند  , )V q n اري با بعد را یک فضاي بردn  رويqF  در نظر

)بگیرید، گراف  , , )S q n k  را گرافی با مجموعه رئوس
k kV V V   1

kVو  kVکه   1   به ترتیب خانواده

kو  kي با بعد همه زیرفضاها 1 از( , )V q n کنیم که در آن هر دو رأس مانند باشند، تعریف میمیv وw 

)باشد. واضح است که گراف  vزیرفضایی از wیا  wزیرفضایی از vمجاورند هرگاه , , )S q n k  یک گراف

پردازیم، به ویژه طیف گراف هاي این گراف میدوبخشی است. در این مقاله به بررسی برخی از ویژگی

( , , )S q n k کنیم.را مشخص می 

  

  .فضاي برداري، گراف همبند، ماتریس مجاورت، مقادیر ویژه هاي کلیدي: واژه

                                                 

  :                                                                             Email: smortezamirafzal@yahoo.com دار مکاتباتعهده .*
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  مقدمه - 1

	در سراسر مقاله، گراف ( , )V E   را به عنوان

یک گراف ساده بدون جهت که در آن 

( )V V   مجموعه رئوس و( )E E 

مجموعه یال هاست، در نظر می گیریم. براي تمامی 

مفاهیم و نمادهایی که در این مقاله تعریف نشده 

  ارجاع  ]2،3،4،5،6[است، خواننده را به مراجع 

انتقالی است هرگاه براي -دهیم. یک گراف فاصلهمی

هر دو جفت رأس انتخاب شده دلخواه در یک فاصله 

جود باشد به طوري یکسان، خودریختی از گراف مو

-هاي فاصله که جفت اول را به دومی ببرد. گراف

هاي متفاوت خوبی دارند که توسط  انتقالی ویژگی

بسیاري از محققان در نظریه گراف محض و 

ها  ترین مثال اند. شناخته شده کاربردي بررسی شده

انتقالی عبارتند از - هاي فاصله هاي گراف از رده

هاي  هاي جانسون، گراف فها، گرا مکعب دورها، ابر

هاي  . گراف]4[هاي گرسمن همینگ و گراف

ها هستند،  اي از آن ها زیررده همینگ، که ابرمکعب

در نظریه کدگذاري و کاربرد آن نیز اهمیت 

. درنظریه جبري گراف، هنگامی که بر ]1[دارند

کنیم با دو مسئله عمده  ها کار می اي از گراف خانواده

 هاي خود له اول، تعیین گروهشویم. مسئ مواجه می

باشد.  ها می ریختی و مسئله دوم تعیین طیف آن

هاي همینگ با  هاي خودریختی گراف اخیرا، گروه

. براي ]9[یک اثبات جدید و کوتاه تعیین شده است

ري هاي دیگ توانیم گراف یک گراف داده شده، می

بهتر موردنظري  هاي بسازیم که ممکن است ویژگی

اي  در این مقاله قصد داریم طیف رده داشته باشند.

اند  هاي گرسمن ساخته شده ها که از گراف از گراف

 را به دست آوریم.

یک عدد اول صحیح باشد و  pفرض کنید
mq p  که در آنm  یک عدد صحیح مثبت

را اعداد صحیح مثبتی در نظر  n ،kاست و 

kبگیرید به طوري که  n و( , )V q n  یک

   qFمیدان متناهی روي nفضاي برداري با بعد 

خانواده همه زیرفضاهاي  kVباشد. فرض کنید می

( , )V q n  با بعدk  باشد. همچنین هر عضو

نامند. می فضا)- kزیرفضا (-kرا یک kVمجموعه 

)گراف گرسمن  , , )G q n k  گرافی با مجموعه

و  uاست که در آن هر دو رأس مانند  kVرئوس 

w  مجاورند اگروفقط اگرdim( )u w k  1 .

kدر نظر داشته باشید که اگر   آنگاه گراف  1

گرسمن یک گراف کامل است بنابراین فرض 

kکنیم  می  . بدیهی است که تعداد رئوس این 1

|گراف یعنی  |kV   برابر با ضریب دوجمله اي

  شود: باشد که به صورت زیر تعریف میگاؤسی می

( )( )...( )

( )( )...( )

( )...( )
.

( )...( )

n n n k

k k k k

q

n n k

k

n n q q q q q

k k q q q q q

q q

q q





 

      
          

 


 

1

1

1

1

1

1 1

1 1

 

  

 ه تعریف بالا داریم با توجه ب

q q

n n

k n k

   
      

 

  

|و در نتیجه  | | |k n kV V  به راحتی نشان داده .

شود که اگر می
n

i j  1
2

آنگاه  

| | | |i jV V توان نشان داد که و همچنین می

( , , ) ( , , )G q n k G q n n k ]3[ بنابراین .

کنیمه فرض میدر ادام
n

k 
2

. 

به راحتی می توان دید که فاصله بین هر دو رأس 

)در گراف  wو  vمانند  , , )G q n n k  برابر

)dimبا  )k v w   است. همچنین این گراف

  .]4[باشد میkم با قطر منظ- یک گراف فاصله

  

  پیش نیازها -2

)با در نظر گرفتن گراف گرسمن  , , )G q n k 

 قضیه زیر را داریم.
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)): فرض کنید]4[(1-2قضیه  , )V V q n 

همانند آنچه در قبل تعریف شده، باشد و فرض 

0کنیم ,i j n در این صورت . :  

برابر با  Vفضاهاي-k. تعداد 1
q

n n

k k

   
   

   
 

  است.

باشد، آنگاه دقیقا  Vفضا از - jیک X. اگر 2

ij n j
q

i

 
 
 

،iفضا مانندY درV  موجود

0Xاست به طوري که  Y . 

دقیقا  باشد، آنگاه Vفضا ازjیکX. اگر3

( )( )i m j m n j j
q

i m m
     

      
 ،i -فضا مانندY در

V  موجود است به طوري کهX Y  یکm-

  فضا است.

توانیم  اکنون با استفاده از قسمت سوم قضیه بالا می

 نتیجه زیر را ثابت کنیم.

باشد، آنگاه  Vفضا از-kیک  Xاگر  1-2نتیجه 

  دقیقا 

( )( )k k k k n k k n k
q

k k k
         

           

1

1 1
 

  

( )k 1- فضا مانندY درV  وجود دارد به

Xطوري که  Y.  

)دانیم که یک اثبات: می )k 1 - فضا مانندY 

Xاست اگروفقط اگر  Xفضاي - kشامل  Y 

باشد. حال با استفاده از قسمت  Xفضا از-kیک  

  □آید. نتیجه مورد نظر به دست می 1-2سوم قضیه 

اعداد صحیح  kو nفرض کنید  1-2تعریف 

nمثبتی باشند به طوري که   kو 3 n ،

یک  qFو  pتوانی از عدد اولی مانند  qهمچنین 

)باشد.  qمیدان متناهی از مرتبه , )V q n   را یک

در نظر بگیرید.  qFروي  nفضاي برداري با بعد 

)گراف  , , )S q n k  را یک گراف با مجموعه رئوس

k kV V V   kVو  kVکه  1 1  به ترتیب

kو  kمه زیرفضاهاي با بعد ه خانواده 1 از

( , )V q n کنیم که در آن هر باشند، تعریف می می

 vمجاورند هرگاه wو  vدو رأس مانند 

باشد. بدیهی  vزیرفضایی از wیا wیی اززیرفضا

)است که گراف  , , )S q n k  یک گراف دوبخشی

  هاي با بخش

 ( , ) | dim( )kV v V q n v k    

  و

 ( , ) | dim( )kV v V q n v k    1 1  

  

nاست. اگر  k 2 گاه گراف باشد، آن 1

( , , )S q n k نامیم و را گراف گرسمن دوتایی می

 ]4،7[هاي این گراف در مراجع برخی از ویژگی

  بررسی شده است.

به  ]8[گروه خودریختی این گراف اخیرا در مرجع 

اها از زیرفض-kدانیم که تعداد دست آمده است. می

)فضاي برداري  , )V q n اي گاؤسیضریب دوجمله

q

n n

k k

   
   

    

|است، بنابراین |k

n
V

k

 
  
  

و 

| |k

n
V

k


 
   

1
1

و در نتیجه مرتبه گراف  

( , , )S q n k  برابر
n n

k k

   
      1

 باشد. اگرمی 

kv V 1-2گاه با استفاده از نتیجه باشد، آن 

  داریم 

deg( )

... .

n k

n k n k

n k q
v

q

q q q



   

  
    

    1 2

1

1 1

1

 

  

زیرفضاهاي  از یک -kدانیم که تعداد همچنین می

kفضاي  1اي بعدي برابر با ضریب دوجمله

گاؤسی 
k

k

 
 
 

1
kvباشد، بنابراین اگر می  V  1 

  گاه باشد، آن
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deg( ) .
kk k q

v
k q

     
         

11 1 1

1 1
 

  

)اگر , )G P E  یک گراف دوبخشی با

P P P 1 Pو  2 P 1 باشد که در آن  2

| |P n1 1  ،| |P n2 و همچنین هر رأس در  2

P1  از مرتبهr1  و هر رأس درP2  از مرتبهr2 

-را یک گراف دوبخشی دو Gگاه گراف است، آن

)رهاي منظم با پارامت , , , )n n r r1 2 1 نامیم. می 2

)بنابراین گراف  , , )S q n k  یک گراف دوبخشی

   منظم با پارامترهاي- دو

( , , , )
n n n k k

k k

        
              

1

1 1 1
 

  

توان نشان داد که این گراف همبند باشد. میمی

توان دید ). همچنین به آسانی می1- 3است(گزاره 

nکه اگر   kو  3  گاه این گراف یک باشد، آن1

rگراف منظم است زیرا  r q  1 2 و در این 1

  حالت 

| | | | .V V q q   2
1 2 1  

  

توجه کنیم که 
n n

k n k

   
      

  ، به آسانی 

  توان نشان داد که می

( , , ) ( , , )S q n k S q n n k  1  

  

کنیم نابراین در ادامه فرض میب
n

k 
2

.  

یک گراف با مجموعه رئوس  فرض کنید 

 , ,..., nV v v v 1 )و مجموعه یال  2 )E 

)باشد. ماتریس مجاورت  ) [ ]ijA A a    از

nیک ماتریس متقارن  گراف  n هاي با درایه

ijaاست که  1و  0  مجاور  ivاگروفقط اگر  1

jv اي مشخصه گرافباشد. چندجمله  برابر با

 اي چندجمله

( ) ( , ) det( )nP G P G x xI A    

  

نشان دهنده ماتریس همانی  nIباشد که در آن می

n n است، همچنین طیف( )A   را طیف گراف

 اگر مقادیر ویژه گوئیم .  به صورت

... n    1 ، 1mبه ترتیب با تکرارهاي  2

2m ،...،rm نویسیم گاه میمرتب شوند آن  

...
( )

...

r

r

Spec
m m m

   
    

 

1 2

1 2

 

  یا

 ( ) , ,..., .rmm m
rSpec     21

1 2  

  

و  qیک میدان متناهی از مرتبه  qFفرض کنید

( , )V q n  یک فضاي برداريn- بعدي روي

)باشد. گراف گرسمن   qFمیدان  , , )G q n k 

-kگرافی است که مجموعه رئوس آن خانواده همه

)زیرفضاهاي  , )V q n است و دو رأس مانندv و

w  دراین گراف مجاورند اگروفقط اگر

dim( )v w k  1ر . طیف این گراف  د

  قضیه زیر مشخص شده است.

گراف گرسمن ) فرض کنیم ([3]2- 2قضیه 

( , , )G q n k  باشد، در این صورت قطر  برابر

min( , )d k n k  علاوه است. به  داراي

  مقادیر ویژه

j
j

k j n k j j
q         

      
     

1

1 1 1
 

  

  با تکرار

j

n n
f

j j

   
       1
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jباشد که در آن می d 0.  

)در این مقاله، طیف گراف  , , )S q n k تر  که پیش

    کنیم.معرفی شد، را تعیین می

 

  نتایج اصلی  - 3

این بخش را با نشان دادن همبند بودن گراف 

( , , )S q n kکنیم.شروع می  

): گراف 1- 3گزاره , , )S q n k   یک گراف

  همبند است.

)اثبات. واضح است که گراف  , , )S q n k   یک

kVو  kVهاي گراف دوبخشی با بخش 1  .است

گراف فوق یک گراف دهیم که اکنون نشان می

همبند است بدین منظور کافی است نشان دهیم که 

vاگر  vو  1 گاه باشند، آن kVدو رأس دلخواه در  2

vبین  راهی در  vو  1 وجود دارد. فرض کنیم  2

dim( )v v k j  1 2
jکه   k 1.  ادعاي

jکنیم. اگر ثابت می jخود را با استقرا بر   1 

uگاه باشد آن v v 1 )زیرفضایی از  2 , )V q n 

)با بعد  )k k k k    1 ، شامل هر دو 1

vزیرفضاي  vو  1 jاست. بنابراین اگر  2  باشد، 1

vگاه راهی بین آن vو  1 وجود دارد.  در گراف 2

jحال فرض کنید اگر  i  وi k 0 ،باشد

vگاه راهی بین آن vو  1 موجود باشد.  در  2

jاکنون  i  را در نظر بگیرید. فرض کنید 1

v v w 1 و  2 1 2 1, ,..., k iB b b b  اي پایه

)در فضاي  wبراي زیرفضاي  , )V q n  باشد. حال

B هاي را  به پایهB1  وB2  به ترتیب براي

vزیرفضاهاي  vو  1 دهیم. فرض کنیدبسط می 2

 , ,..., , ,...,k i iB b b b c c  1 1 2 1 1 اي براي پایه 1

v و  1 , ,..., , ,...,k i iB b b b d d  2 1 2 1 1 براي  ايپایه 1

v ,باشند. زیرفضاي  2 ,..., , , ,...,k i iS b b b c d d   1 2 1 1 2 1 

)زیرفضا از فضاي -kیک  , )V q n  است به طوري

)dimکه  )s v k i  1 وdim( )s v k  2 1
 

 P1بنابراین با استفاده از فرض استقرا، راهی مانند 

v بین رئوس  بین رئوس  P2و راهی مانند  sو 1

v شود که وجود دارد، اکنون نتیجه می sو   2

vئوس بین ر راهی در گراف  vو  1 موجود  2

  □است. 

در این قسمت به دنبال یافتن طیف گراف 

( , , )S q n k   .هستیم  

  

): فرض کنید 1- 3قضیه , )V q n  یک فضاي

توانی  qباشد که  qFروي میدان  nبرداري با بعد 

است، همچنین pاز عدد اولی مانند 
n

k 
2

و  

( , , )S q n k  در این صورت گراف ،  داراي

مقادیر ویژه مجزاي 
( )

j
q




1

1
  که در آن 

n j n k j k
j q q q q       1 1  

  

  است، با تکرار 

( )j

n n
f

j j

   
       
2

1
 

  

jبه طوري که  k 0   وk  1   با تکرار  0

k

n n
f

k k


   
       

1
1

 

  

  باشد.می

 ماتریس مجاورت گراف  Aاثبات. فرض کنید

Aباشد. در گام اول طیف ماتریس    را تعیین  2

),کنیم. فرض کنیدمی )v wA درایه واقع در سطر  2

v ام و ستونw ام ماتریسA باشد. توجه کنید  2

),که  )v wA و  vهاي بین دو رأس راه- 2تعداد 2

w کنیم.هاي زیر را دنبال میباشد. حالتمی  

i.   اگرv w گاه باشد، آن,( )v wA تعداد  2

  است، بنابراین داریم:  vهاي همسایه
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,

,

( )

,

k

v v

k

n k
v V

A
k

v V
k



  
 

 
 

    

2

1

1

1

 
 

ii.   فرض کنیدv w ،kv V  1وkw V 

راهی بین - 2(یا بالعکس) باشد، در این صورت هیچ 

v  وw  وجود ندارد زیرا گراف  یک گراف

دوبخشی است. در نتیجه در این حالت داریم 

,( )v wA 2 0. 

iii.  فرض کنیدv w ،, kv w V  و

:P vuw  در گراف راه -2یک  باشد. بنابراین

ku V  )یک  1 )k 1- زیرفضا از( , )V q n 

و  vزیرفضاي -kاست به طوري که شامل هر دو 

w باشد. بنابراین میu  بایستی شامل زیرفضاي

v w  توجه به این مطلب کهباشد. با 

dim( ) dim( ) dim( ) dim( )v w v w v w      

  

)dimشود که نتیجه می )v w k  1  و

u v w . ه به عبارت دیگر، دقیقا یک راه ب

وجود دارد اگروفقط اگر  wو  vبین  2طول 

dim( )v w k  1 حال رئوس ., kv w V 

)را به عنوان رئوسی از گراف گرسمن  , , )G q n k 

ماتریس مجاورت  kGگیریم. فرض کنید در نظر می

)گراف , , )G q n k  باشد، در این صورت

,( )v wA 2 ),اگروفقط اگر  1 )k v wG  و  1

,( )v wA 2 ),اگروفقط اگر  0 )k v wG 0  براي

, kv w V  وv w.  

iv.   در این حالت, kv w V  را به عنوان رئوسی   1

)از گراف گرسمن  , , )G q n k 1  با مجموعه

kVرئوس  1 گیریم. با استدلالی مشابه در نظر می

رسیم که یک دیدیم به این نتیجه می iiiچه در آن

,بین دو رأس  در گراف 2راه به طول kv w V  1 

)dimموجود است اگروفقط اگر  )v w k  .

,راه بین -2بنابراین یک  kv w V  به عنوان  1

 wو   vوجود دارد اگروفقط اگر  رئوس گراف 

)به عنوان رئوس گراف  , , )G q n k 1  مجاور

kGباشند. فرض کنید 1  ماتریس مجاورت گراف

)گرسمن  , , )G q n k 1   باشد، در این صورت

,( )v wA 2 ),اگروفقط اگر  1 )k v wG  1 و  1

,( )v wA 2 ),اگروفقط اگر  0 )k v wG  1 براي  0

, kv w V  vو  1 w. 

 گیریم که با استفاده از مباحث بالا نتیجه می

r k

s k

n k
I G

A
k

I G
k



   
  

  
  
  
   

2

1

0
1

1
0

 

  

که 
n

r
k

 
  
 

و  
n

s
k

 
   1

اي . حال چندجمله

  کنیم:را تعیین می 2Aمشخصه ماتریس 

( ) det( )

det( )det( ).r r k s s k

P A I A

n k k
I I G I I G

k



  

  

    
      
   

2 2

1

1

1

 

  

)طیف گراف گرسمن  2-2از قضیه  , , )G q n k  را

دانیم. با استفاده از طیف گراف گرسمن مقادیر می

Aویژه   به صورت زیر هستند.  2

j
j

k j n k j j n k
q           

        
      

1

1 1 1 1

  

  با تکرار

,j

n n
f j k

j j

   
         

0
1

 

  و 

i
i

k i n k i i k
q

k
             
        

      

1 1 1 1

1 1 1
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  با تکرار

, .i

n n
e i k

i i

   
          

0 1
1

 

  

  به عبارت دیگر داریم 

( )

( ( )
( )

)

(
( )

j
j

k j n k j j n k
j

j n j k j n k j j j

n k n k

n j k n k j j j

k j n k j j n k
q

q q q q
q

q q q q

q q q q q q
q

q q q q

q q q q q q
q

q

 

   


     

  

      

         
        

      

   
   

   

     


     

    


 

1

1

1 2 1

2

1

1 1 1 1 1

2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
1

1

1 1

1

1

)

( )
( )

n k n k

n j k j n k

q q q

q q q q
q

  

   

   

   


1

1 1

2

1 1

1

1

 

  

  همچنین داریم 

( )

( ( )
( )

)

(
( )

i
i

k i n k i i k
i

i n i k i n k i i i

k k

n i k n k i i

k i n k i i k
q

k

q q q q
q

q q q q

q q q q q q
q

q q q q

q q q q q
q

 

     


       

 

    

           
        

      

   
   

   

     


     

   


1

1 1 1
1

1 2 1 1 1

2

2 1

1 2 1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
1

1

1 1

1

1

)

( ).
( )

i

k k

n i n k i k

q

q q q q

q q q q
q



 

   



     

   


1

2 1

1 1

2

1 1

1

1

  

توان بررسی کرد که براي اکنون، به سادگی می

,i j k 0 داریمj i   اگروفقط اگر

i j همچنین اگر.i k 1 گاه باشد، آن  

( ) .
( )

n k n k k k
i q q q q

q
          


1 1 1 1

2

1
0

1

 

Aچون مقادیر ویژه  هستند  Aمربع مقادیر ویژه  2

)و به این دلیل که گراف  , , )S q n k  یک گراف

دوبخشی است، پس هر مقدار ویژه 

( , , )S q n k   به صورت
( )

j
q




1

1
با  

  تکرار 

,i

n n
e i k

i i

   
          

0 1
1

 

  

kو   1 kبا تکرار  0

n n
f

k k


   
       

1
1

 

            □باشد. می
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