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 چکيده

)آبلی متناهی و یک گروه نا Gفرض کنید )Z G مرکز گروهG  باشد. گراف جابجایی گروهG  که باG  نمایش داده

)شود، یک گراف ساده غیر جهتدار است که مجموعه رئوس آن، مجموعه می )G Z G باشد و دو رأس متمایزمیx 

xyمجاور هستند اگر و تنها اگر  yو  yx . گروهG  راn-هرگاه تعداد مرکزسازهای متمایز اعضای  مرکزساز نامیم

)شود هرگاه گروه نامیده می-ACیک Gگروه ناآبلی متناهیباشد. همچنین n آن برابر  )C xG  برای هر

( )x G Z G  .طیف یک گراف، مجموعه مقادیر ویژه متمایز ماتریس مجاورت آن گراف به همراه  آبلی باشد

باشد. بطور مشابه طیف لاپلاسین یک گراف، مجموعه مقادیر ویژه متمایز ماتریس لاپلاسین آن ها میچندگانگی آن

 علامت یک سین بیباشد. همچنین مجموعه مقادیر ویژه متمایز ماتریس لاپلاها میگراف به همراه چندگانگی آن

م دهیشود. در این مقاله نشان میها، طیف لاپلاسین بی علامت آن گراف نامیده میگراف به همراه چندگانگی آن

ها بصورت های جابجایی این گروهباشند و گرافمی گروه-ACمرکزساز متناهی-2مرکزساز و -۶های که گروه

های باشند. همچنین طیف، طیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین بی علامت گرافکامل میهای اجتماعی از گراف

 گردند.ها محاسبه میجابجایی این گروه
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 مقدمه -1

)آبلی متناهی و یک گروه نا Gفرض کنید )Z G مرکز گروهG گروه 2باشد. گراف جابجاییG که باG  نمایش داده

)شود، گرافی ساده غیر جهتدار است که مجموعه رئوس این گراف، مجموعه می )G Z G باشد و دو رأس متمایز می

x  وy  در آن مجاور هستند اگر و تنها اگرxy yx.   توسط 10۱۱گراف جابجایی برای اولین بار در سالBrauer 

)تعریف شد. فرض کنید  ]۶[در  Fowlerو  )A
G

  و( )D G از گراف  0و ماتریس درجه 3به ترتیب ماتریس مجاورت

G  باشند. بنابراین( )A
G

  و( )D G های مربعی از اندازه ماتریس| | | ( ) |G Z G باشند که سطرها و می

)، یعنی Gها بوسیله عناصر مجموعه رئوس گراف های این ماتریسستون )G Z G شوند. درایه برچسب گذاری می

( , )x y  از ماتریس مجاورت( )A
G

  برابر با یک است اگر رئوسx  وy  مجاور باشند، در غیر اینصورت مساوی با

)صفر خواهد بود. همچنین درایه  , )x y  از ماتریس درجه( )D G  برابر باdeg( )xاست اگرx y  در غیر اینصورت ،

)degمساوی صفر خواهد بود، که  )x های گذرنده از رأسبرابر با تعداد یالx  در گرافG فرض کنید  باشد.می

( )L G  و( )Q
G

 از گراف  ۶علامت و ماتریس لاپلاسین بی ۱به ترتیب ماتریس لاپلاسینG  باشند. در این صورت

)داریم  ) ( ) ( )L D AG G G      و( ) ( ) ( )Q D A
G G G

    بصورت  ]۱[یک گراف برای اولین بار در  2. طیف

ها تعریف گردید. طیف لاپلاسین و های متناظر آنمقادیر ویژه یک گراف در ترتیب اکیداً نزولی بهمراه چندگانگی

تعریف گردید. در واقع، فرض کنید  ]0[و  ]2[طیف لاپلاسین بی علامت یک گراف نیز بطور مشابه به ترتیب در 

( )Spec G ،( )L Spec
G

   و( )Q Spec
G

   به ترتیب طیف، طیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین بی علامت گراف

G  باشند. آنگاه 

 1 2
( ) , , ,

1 2

aa a l
Spec

G l
   ، 

 1 2
( ) , , ,

1 2

b b bm
L Spec

G m
     

 و

 1 2
( ) , , ,

1 2

c c cn
Q Spec

G n
    ، 

,که   , ,2 1l    مقادیر ویژه ماتریس مجاورت( )A
G

  با درجه تکرار, , ,2 1a a al
 ،, , ,

2 1m
    مقادیر ویژه

)ماتریس لاپلاسین  )L G  با درجه تکرار, , ,2 1b b bm  و, , ,2 1n    ماتریس لاپلاسین بی علامت مقادیر ویژه

( )Q
G

 با درجه تکرار  , , ,2 1c c cn باشند. گروه ناآبلی متناهی میG  راAC- گروه نامیم هرگاه( )C xG  برای هر

( )x G Z G   .آبلی باشد 

فرض کنید   ( ) ( ) |Cent G C x x GG ی مرکزسازهای عناصر متمایز از گروه . مجموعه همهG باشد. گروهG  را

n-نامیم هرگاه  2مرکزساز| ( ) |Cent G nهای . مطالعه گروهn- توسط  1000مرکزساز برای اولین بار در سال

Belcastro  وSherman  مرکزساز متناهی وجود ندارد -3مرکزساز و -2انجام شد. آنها نشان دادند که هیچ گروه  ]0[در

                                                 
2 Commuting graph 
3 Adjacency matrix 
4 Degree matrix 
5 Laplacian matrix 
6 Signless Laplacian matrix 
7 Spectrum 
8 n-centralizer 
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مرکزساز است اگر وتنها اگر -G ،0و گروه متناهی 
2 2

( )

G

Z G

  همچنین نشان دادند که گروه متناهی .G ،

یا  3S  مرکزساز است اگر و تنها اگر-۱
3 3

( )

G

Z G

  ثابت کرد که  ]2 [اشرفی در 2999در سال  و. در ادامه

مرکزساز باشد، آنگاه -G ،۶اگر گروه متناهی 
( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

2 2 2 4 8, ,A D   یا

2 2 2 2
    نشان داده شد که گروه متناهی ]1[یکریخت است. همچنین درG ،2- مرکزساز است اگر و

تنها اگر 
( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

10 5 5,D   5یا 4 1 3
, | 1,x y x y y xy x


      0[یکریخت باشد. در[ ،

محاسبه هدف این مقاله، اند. مرکزساز بررسی شده-۱مرکزساز و -0های های جابجایی گروههای گرافبعضی ویژگی

مرکزساز متناهی برای -n هایهای جابجایی گروهطیف، طیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین بی علامت گراف

6 7n  باشد.می 
 

 مقدماتي جينتا -8

 نیم.کگیرد را بیان میدر این بخش بعضی از نتایج مقدماتی که در اثبات قضایای اصلی مورد استفاده قرار می

 ، تذکر زیر را داریم:[۱]از    ۱.3به عنوان یک نتیجه مستقیم از گزاره 

Kn طیف گراف کامل: 1.8تذکر 
رأس برابر است با nبا   1 1

( 1) , ( 1)
n

n


  . 

Knطیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین بی علامت برای گراف کامل به وضوح 
رأس به ترتیب برابر است با nبا  

 1 ( 1)
0 ,

n
n

  و 1 ( 1)
(2 2) , ( 2)

n
n n


 آید.. حال با توجه به توضیحات فوق، قضیه زیر به سادگی بدست می 

 فرض کنید : 8.8قضيه 

1 2
K K Km m ml

  که ،Kmi
miهای کامل با ها گراف 

1رأس برای   i l  باشند. در این صورت می 

 برابر است با  ( طیف گراف 1)

1 1 11
( 1) , ( 1) , ( 1) , , ( 1)1 2

l
m li

i
m m ml




   

  
 
  

 

 برابر است با  ( طیف لاپلاسین گراف 2)

 111
0 , , ,

1

mml l
m m

l

 

 برابر است با  ( طیف لاپلاسین بی علامت گراف 3)
1 1 1

(2 2) , (2 2) , , (2 2) ,1 2

( 1)( 1) ( 1)1 2
( 2) , ( 2) , , ( 2)

1 2

.

m m ml

mm m l
m m m

l

  

 
  

 
 
 
  

 

 شود.از قضیه فوق نتیجه زیر مستقیماً حاصل می

lKmفرض کنید : ۲.8نتيجه    به صورت اجتماعl  گراف کاملKm
 رأس باشد. بنابراین  mبا  

برابر است با  ( طیف گراف 1) ( 1)
( 1) , ( 1)

l m l
m


 ، 

برابر است با  ( طیف لاپلاسین گراف 2) ( 1)
0 ,

l l m
m

، 
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برابر است با  ( طیف لاپلاسین بی علامت گراف 3) ( 1)
(2 2) , ( 2)

l l m
m m


 . 

از  Gگروه ناآبلی متناهی باشد. در اینصورت گراف جابجایی -ACیک  G( فرض کنید ]2[از  1.2)لم  :0.8لم 

 رابطه زیر بدست می آید:

| | | ( )|
1

n

K
G X Z Gii

 



,که   , ,

2 1
X X X

n
 باشند.میGمرکزسازهای متمایز از عناصر نامرکزی گروه  

|( فرض کنید ]3[از  1.2)لم  :8.8لم  : ( ) |G Z G pqr  که,q p  وr  باشند. در این صورت اعداد اول نه لزوماً متمایز

G  یکAC-.گروه است 

|کوچکترین عدد اولی باشد که   p( فرض کنید ]3[از  2.2)گزاره  :۲.8گزاره   |G  3را بشمارد. اگر
| : ( ) |G Z G p

2، آنگاه  
2p   2یا

| ( ) | 2Cent G p p  . 

آنگاه مرکزساز باشد، -۶یک گروه متناهی  G( اگر ]2[از  0.3)قضیه : 8۷.قضيه 
( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

,2 2 2 4 8,A D   یا
2 2 2 2
    .یکریخت است 

مرکزساز است اگر و تنها اگر  -G 2یک گروه متناهی باشد. آنگاه  G( فرض کنید]1[از  A)قضیه : 85.قضيه 

( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

10 5 5,D   5یا 4 1 3
, | 1,x y x y y xy x


      باشدیکریخت. 

 

 ياصل نتايج -۲

گردند. ابتدا در قضیه زیر، طیف، طیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین بی در این بخش، نتایج اصلی این مقاله ارائه می

 شوند. مرکزساز محاسبه می-۶های علامت گراف جابجایی گروه

  گروه است و داریم:-ACیک  Gمرکزساز باشد. در این صورت -۶یک گروه متناهی  G فرض کنید: 1.۲قضيه 

الف( طیف گراف 
G های زیر است:برابر با یکی از مجموعه 

 7| ( )| 5 1 4
( 1) , (3 | ( ) | 1) , (| ( ) | 1) ,

Z G
Z G Z G


   

 11| ( )| 5 1 4
( 1) , (3 | ( ) | 1) , (2 | ( ) | 1) ,

Z G
Z G Z G


   

 5(3| ( )| 1) 5
( 1) , (3 | ( ) | 1)

Z G
Z G


  

 یا

 19| ( )| 5 1 4
( 1) , (7 | ( ) | 1) , (3 | ( ) | 1).

Z G
Z G Z G


   

طیف لاپلاسین گراف ب( 
G های زیر است:برابر با یکی از مجموعه 

 5 (3| ( )| 1) 4(| ( )| 1)
0 , 3 | ( ) | , | ( ) | ,

Z G Z G
Z G Z G

  

 5 (3| ( )| 1) 4(2| ( )| 1)
0 ,3 | ( ) | , 2 | ( ) | ,

Z G Z G
Z G Z G

  

 5 5(3| ( )| 1)
0 ,3 | ( ) |

Z G
Z G

 

 یا

 5 (7| ( )| 1) 4(3| ( )| 1)
0 ,7 | ( ) | , 3 | ( ) |.

Z G Z G
Z G Z G

  
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طیف لاپلاسین بی علامت گراف ج( 
G های زیر است:برابر با یکی از مجموعه 

1 (3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2) ,

,

4 4(| ( )| 1)
(2 | ( ) | 2) , (| ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Z G
Z G Z G


 


 

  
 
  

 

1 (3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2) ,

,

4 4(2| ( )| 1)
(4 | ( ) | 2) , (2 | ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Z G
Z G Z G


 


 

  
 
  

 

 5 5(3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

Z G
Z G Z G


  

 یا 
1 (7| ( )| 1)

(14 | ( ) | 2) , (7 | ( ) | 2) ,

4 4(3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

.

Z G
Z G Z G

Z G
Z G Z G


 


 

  
 
  

 

 

، 2.2مرکزساز باشد، آنگاه با استفاده از قضیه -۶یک گروه متناهی  G اگربرهان: 
( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

,2 2 2 4 8,A D   یا
2 2 2 2
    .یکریخت است 

 

اگر 
( )

G

Z G
2,های با یکی از گروه  2 2 4 8,A D   ۱.2یکریخت باشد، آنگاه با استفاده از لم ،G  یکAC-

 گروه است.

فرض کنید  
8

( )

G
D

Z G

4.  در این صورت 2 3
, | 1,

( )

G
G a b a b ab ba

Z G

      از  2.2و با استفاده از گزاره

]1[ ،| ( ) | 6Cent G   و ( ) , ( ), ( ) : 1 4.
i

Cent G G C a C a b iG G   

 همچنین داریم
2 3 4

| ( ) | 4 | ( ) |, | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | 2 | ( ) |C a Z G C ab C a b C a b C a b Z GG G G G G     

 ،0.2حال با استفاده از لم 

2 3| ( ) ( )| | ( ) ( )| | ( ) ( )| | ( ) ( )|

4 .4 3| ( )| | ( )|| ( ) ( )|

K K K KG C a Z G C ab Z G C a b Z G C a b Z GG G G G

K K K
Z G Z GC a b Z GG

     




 

 دهد کهاین نتیجه می

 7| ( )| 5 1 4
( ) ( 1) , (3 | ( ) | 1) , (| ( ) | 1)

Z G
Spec Z G Z G

G


     

 5 (3| ( )| 1) 4(| ( )| 1)
( ) 0 ,3 | ( ) | , | ( ) |

Z G Z G
L Spec Z G Z G

G

 
    

 و
1 (3| ( )| 1)

(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2) ,

( )

4 4(| ( )| 1)
( 2 | ( ) | 2) , (| ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G

Z G
Z G Z G


 

  


 

  
 
  

. 
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اگر 
4

( )

G
A

Z G

 2،  آنگاه 3 3
, | ( ) 1

( )

G
G a b a b ab

Z G

     های متمایز عناصر نامرکزی از و مرکزسازG  عبارتند

از  2 2
( ) 1, , ,C a a bab b ab

G
 ، 2( ) 1, ,C b b b

G
 ، 2

( ) 1, ,C a b a b b a
G

 ،  2( ) 1, ,C ba ba ab
G

 و

 ( ) 1, ,C aba aba bab
G

. 

 باشد، داریم: مرکزساز می-۶گروه متناهی  Gحال از آنجایی که 

 ( ) , ( ), ( ), ( ), ( ), ( ).Cent G G C a C b C ab C ba C aba
G G G G G

 

 توان نتیجه گرفت کههمچنین می

| ( ) | 4 | ( ) |, | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | 3 | ( ) |C a Z G C b C ab C ba C aba Z G
G G G G G

     

 ،0.2اکنون با استفاده از لم 

| ( ) ( )| | ( ) ( )| | ( ) ( )| | ( ) ( )|

4 .| ( ) ( )| 3| ( )| 2| ( )|

K K K KG C a Z G C b Z G C ab Z G C ba Z GG G G G

K K KC aba Z G Z G Z GG

     



 

 داریم بنابراین

 11| ( )| 5 1 4
( ) ( 1) , (3 | ( ) | 1) , (2 | ( ) | 1)

Z G
Spec Z G Z G

G


     

,
5 (3| ( )| 1)

0 ,3 | ( ) |

( )
4(2| ( )| 1)

2 | ( ) |

Z G
Z G

L Spec
G Z G

Z G



  


 
 
 

  

 و
1 (3| ( )| 1)

(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2) ,

( )

4 4(2| ( )| 1)
( 4 | ( ) | 2) , ( 2 | ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G

Z G
Z G Z G


 

  


 

  
 
  

 

3حال فرض کنید 

2
( )

G

Z G

 . از آنجایی که گروه۶.2با استفاده از لم ،G ۶- مرکزساز است، شامل دقیقاً یک

 باشد. بنابراین به روش مشابه داریممی 0مرکزساز از اندیس  0و  2مرکزساز از اندیس 

4 .3| ( )| | ( )|K KG Z G Z G  

 و در نتیجه

 7| ( )| 5 1 4
( ) ( 1) , (3 | ( ) | 1) , (| ( ) | 1)

Z G
Spec Z G Z G

G


     

 5 (3| ( )| 1) 4(| ( )| 1)
( ) 0 ,3 | ( ) | , | ( ) |

Z G Z G
L Spec Z G Z G

G

 
   

 و
1 (3| ( )| 1)

(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2) ,

( )

4 4(| ( )| 1)
( 2 | ( ) | 2) , (| ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G

Z G
Z G Z G


 

  


 

  
 
  

 



 110                                                                           متناهی ساز مرکز – n یهاگروه ییجابجا یهاگراف یهایژگیو یبعض
 

   

4سرانجام فرض کنید 

2
( )

G

Z G

  و , , ,
1 2

x x xr. 

)فرض کنید   باشد. 0مجموعه عناصر دو به دو ناجابجایی با اندازه ماکسیمال )X C xi iG
  1برای i r  و ،

: | : | | : |
1 2

| G X G X G Xr   5، ]1[از  0.2. با بکارگیری لمr  حال از آنجایی که .( ) | 6 1| Cent G r   با ،

باشد و گروه می-ACیک  G، ]1[از  ۶.2استفاده از لم  ( ) , ( ) | 1 5Cent G G C x iG i   5. چونr  با استفاده ،

:، ]0[از  3.3از لم  | 4
2

| G X  یا 4 . بنابراین| : | 22G X  اگر .| : | 22G X  آنگاه بوضوح به تناقض خواهیم ،

| رسید. اکنون فرض کنید : | 42G X .  19[از  3.3با استفاده از لم[،  

 | : | | : | | : | | : | 4
2 3 4 5

G X G X G X G X    یا 4 و| : | 21G X  اگر .| : | 41G X   آنگاه ،

| ( ) | 4 | ( ) |C x Z GG i   1برای 5i  و. 5 3| ( )|KG Z G  

 بنابراین داریم

 5(3| ( )| 1) 5
( ) ( 1) , (3 | ( ) | 1)

Z G
Spec Z G

G


   ، 

 5 5(3| ( )| 1)
( ) 0 ,3 | ( ) |

Z G
L Spec Z G

G


   

 و

 5 5(3| ( )| 1)
( ) (6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

Z G
Q Spec Z G Z G

G


     

|در حالتی که  : | 21G X   باشد، داریم | ( ) | 8 | ( ) |1C x Z GG   و| ( ) | 4 | ( ) |C x Z GG i   2برای 5i   و

. 47| ( )| 3| ( )|K KG Z G Z G  

 دهد کهنتیجه میاین 

 19| ( )| 5 1 4
( ) ( 1) , (7 | ( ) | 1) , (3 | ( ) | 1)

Z G
Spec Z G Z G

G


      

5 (7| ( )| 1)
0 ,7 | ( ) | ,

( )
4(3| ( )| 1)

3 | ( ) |

Z G
Z G

L Spec
G Z G

Z G



  


 
 
 

  

 و  

 1 (7| ( )| 1)
(14 | ( ) | 2) , (7 | ( ) | 2) ,

( )
4 4(3| ( )| 1)

(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G Z G

Z G Z G


 

  


 

. 

 

  است و داریم:گروه -ACیک  Gدر این صورت  مرکزساز باشد.-2یک گروه متناهی  G فرض کنید: 8.۲قضيه 

الف( طیف گراف 
G های زیر است:برابر با یکی از مجموعه 

 6(4| ( )| 1) 6
( 1) , (4 | ( ) | 1) ,

Z G
Z G


 

  9| ( )| 6 1 5
( 1) , (4 | ( ) | 1) , (| ( ) | 1)

Z G
Z G Z G


   

 یا

                                                 
9 Pairwise non-commuting elements of maximal size 
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 19| ( )| 6 1 5
( 1) , (4 | ( ) | 1) , (3 | ( ) | 1).

Z G
Z G Z G


   

ب( طیف لاپلاسین گراف 
G است:های زیر برابر با یکی از مجموعه 

 6 6(4| ( )| 1)
0 , 4 | ( ) | ,

Z G
Z G

 

 6 (4| ( )| 1) 5(| ( )| 1)
0 , 4 | ( ) | , | ( ) |

Z G Z G
Z G Z G

  

 یا

 6 (4| ( )| 1) 5(3| ( )| 1)
0 , 4 | ( ) | , 3 | ( ) |.

Z G Z G
Z G Z G

 

 
ج( طیف لاپلاسین بی علامت گراف 

G های زیر است:برابر با یکی از مجموعه  

 6 6(4| ( )| 1)
(8 | ( ) | 2) , (4 | ( ) | 2) ,

Z G
Z G Z G


  

1 (4| ( )| 1)
(8 | ( ) | 2) , (4 | ( ) | 2) ,

5 5(| ( )| 1)
(2 | ( ) | 2) , (| ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Z G
Z G Z G


 


 

  
 
  

 

 یا

1 (4| ( )| 1)
(8 | ( ) | 2) , (4 | ( ) | 2) ,

5 5(3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

.

Z G
Z G Z G

Z G
Z G Z G


 


 

  
 
  

 

اگر و تنها اگر مرکزساز است -G 2گروه متناهی ،2.2استفاده از قضیه  بابرهان: 
( )

G

Z G
های با یکی از گروه 

10 5 5,D   5یا 4 1 3
, | 1,x y x y y xy x


     .یکریخت باشد 

اگر 
5 5

( )

G

Z G

  5، آنگاه 5 1 1
( ), ( )| , , ( )

( )

G
aZ G bZ G a b aba b Z G

Z G

 
   که,a b G  وab ba فرض کنید .

\ ( )x G Z G  و( )xZ G  در  ۱یک عنصر از مرتبه
( )

G

Z G

باشد. از آنجایی که  
( )

( ( ))

( )( )

C x
G

C xZ GG

Z GZ G

 می توان ،

.نتیجه گرفت که 
( )

( )

| | 5
C x

G

Z G

  بنابراین برای هر\ ( )x G Z G ،( )C x
G

)شامل  Gیک زیرگروه سره از    )Z G 

\برای هر ، ]0[می باشد. اکنون با استفاده از  ( )x G Z G ، ( )C x
G

است.  Gدر  ۱یک زیرگروه نرمال آبلی از اندیس 

)برای هر همچنین  )z Z G ،1 4i   1و 5j  :داریم 
2 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

C a C a z Z G aZ G a Z G a Z G a Z GG G 

 و 
2 2 3 3 4 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
j j j j j j

C a b C a bz Z G a bZ G a b Z G a b Z G a b Z GG G  

 باشند. می Gاینها مرکزسازهای عناصر نامرکزی گروه 

 ،0.2حال با استفاده از لم 

| ( ) ( )| | ( ) ( )| 2 3| ( ) ( )| | ( ) ( )|

6 .4| ( )|4 5| ( ) ( )| | ( ) ( )|

K K K KG C a Z G C ab Z GG G C a b Z G C a b Z GG G

K K K Z G
C a b Z G C a b Z GG G

   
 


 
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 بنابراین داریم

 6(4| ( )| 1) 6
( ) ( 1) , (4 | ( ) | 1)

Z G
Spec Z G

G


    

 6 6(4| ( )| 1)
( ) 0 ,4 | ( ) |

Z G
L Spec Z G

G


    

 و 

 .
6 6(4| ( )| 1)

( ) (8 | ( ) | 2) , (4 | ( ) | 2)
Z G

Q Spec Z G Z G
G


     

اگر 
10

( )

G
D

Z G

 5،  آنگاه 2 4
, | 1,

( )

.
G

G a b a b ab ba

Z G

      1[از  2.2با استفاده از گزاره[ ،

| ( ) | 7Cent G   و داریم ( ) , ( ), ( ) : 1 5.
i

Cent G G C a C a b iG G   

باشد. گروه می-ACیک Gهستند. بنابراین  Gهای آبلی از گروه توجه داشته باشید که این مرکزسازها زیرگروه

 همچنین 
2 3 4 5

| ( ) | 5 | ( ) |, | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | 2 | ( ) |C a Z G C ab C a b C a b C a b C a b Z GG G G G G G
      

 گیریم که بنابراین به روش مشابه نتیجه می

54| ( )| | ( )|K KG Z G Z G  

 و داریم

  ,
9| ( )| 6 1 5

( ) ( 1) , (4 | ( ) | 1) , (| ( ) | 1)
Z G

Spec Z G Z G
G


     

 6 (4| ( )| 1) 5(| ( )| 1)
( ) 0 ,4 | ( ) | , | ( ) |

Z G Z G
L Spec Z G Z G

G

 
   

 و

1 (4| ( )| 1)
(8 | ( ) | 2) , ( 4 | ( ) | 2) ,

( )

5 5(| ( )| 1)
( 2 | ( ) | 2) , (| ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G

Z G
Z G Z G


 

  


 

  
 
  

 

5سرانجام فرض کنید  4 1 3
, | 1,

( )

G
x y x y y xy x

Z G


      ۱.2. با استفاده از لم ،G  یکAC-باشد. گروه می

فرض کنید  ( ) , ( ) : 1 6
i

Cent G G C x iG   در این صورت . 

| ( ) | 5 | ( ) |, | ( ) | 4 | ( ) |; 2 6
1

C x Z G C x Z G i
G G i

    

 و

. 54| ( )| 3| ( )|K KG Z G Z G  

 بنابراین داریم:

  ,
19| ( )| 6 1 5

( ) ( 1) , (4 | ( ) | 1) , (3 | ( ) | 1)
Z G

Spec Z G Z G
G


     

 6 (4| ( )| 1) 5(3| ( )| 1)

( ) 0 , 4 | ( ) | , 3 | ( ) |

Z G Z G

L Spec Z G Z G
G

 

    

 و
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1 (4| ( )| 1)
(8 | ( ) | 2) , ( 4 | ( ) | 2) ,

( )

5 5(3| ( )| 1)
(6 | ( ) | 2) , (3 | ( ) | 2)

Z G
Z G Z G

Q Spec
G

Z G
Z G Z G


 

  


 

  
 
  

  

                                                                                                                                      

طیف، طیف لاپلاسین و طیف لاپلاسین دهیم و مرکزساز ارائه می-2مرکزساز و -۶های در انتها، دو مثال از گروه  

 کنیم.را محاسبه می بجایی آنهابی علامت گرافهای جا

2 فرض کنید: ۲.۲مثال 3 3

4
, | ( ) 1G A a b a b ab       .صورت در این | ( ) | 6Cent G   وG  یکAC-

عبارتند از  Gهای متمایز عناصر نامرکزی ازمرکزسازگروه است و  2 2
( ) 1, , ,C a a bab b abG  ، 2( ) 1, ,C b b bG 

 ، 2
( ) 1, ,C ab ab b aG  ،  2( ) 1, ,C ba ba abG  و ( ) 1, ,C aba aba babG  در نتیجه . 

3
. 4 2K K

G
   حال

 داریم 3.2و نتیجه  2.2با استفاده از قضیه 

 4 1
, 2

6
( ) ( 1) , 1Spec

G
   

 5 4 2

0 , 2 , 3( )L Spec
G

   

 و 

 4 2 4 1

0 ,1 , 2 , 4( )Q Spec
G

   

 باشند.می 1.3های الف(، ب( و ج( قضیه های دوم از قسمتکه به ترتیب حالت

5 فرض کنید: 0.۲مثال 2 4
, | 1,

10
G D a b a b ab ba       . صورتدر این| ( ) | 7Cent G   وG  یکAC-

عبارتند از  Gهای متمایز عناصر نامرکزی ازمرکزسازگروه است و  2 3 4
( ) 1, , , ,C a a a a a

G
 ، ( ) 1,C b bG  ،

 ( ) 1,C ab abG ، 2 2
( ) 1,C a b a b

G
 ، 3 3

( ) 1,C a b a b
G

  و 4 4
( ) 1,C a b a b

G
 . 5 در نتیجه

4 1
. K K

G
  

 داریم 3.2و نتیجه  2.2حال با استفاده از قضیه 

 3 5 1
( ) ( 1) , 0 , 3Spec

G
   

 6 3
( ) 0 , 4L Spec

G
   

 و  

 5 3 1
( ) 0 , 2 , 6Q Spec

G
   

 باشند.می 2.3های الف(، ب( و ج( قضیه های دوم از قسمتکه به ترتیب حالت

 نتيجه گيری

گروه هستند. همچنین طیف، طیف -ACمرکزساز -2مرکزساز و -۶های متناهی گروهدر این مقاله نشان داده شد که 

 ها محاسبه شد.های جابجایی این گروهلاپلاسین و طیف لاپلاسین بی علامت گراف
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