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گرادیان افزوده براي حل مسائل نامساوي تغییراتی معرفی در این مقاله یک الگوریتم تصویر دوگامی مبتنی بر روش 
هاي  پردازیم. یکی از پارامترهایی که کارایی و دقت الگوریتمنموده و به اثبات قضیه همگرایی الگوریتم پیشنهادي، می

اشتی است  هاي انقباضی نگکند انتخاب اندازه گام الگوریتم است. این انتخاب وابسته به ویژگیتصویر را تعیین می
شیتز نگاشت مشخص نباشد در انتخاب  شود. اگر به عنوان نمونه ثابت لیپکه در الگوریتم به ناحیه شدنی تصویر می 

شیتز برداشته شده است  شویم. در الگوریتم پیشنهادي نیاز به دانستن ثابت لیپاندازه گام الگوریتم دچار مشکل می
کند. مسأله تعادل شبکه ترافیک نامتقارن را به صورت یک  ام را آسان میو روشی ارائه شده است که انتخاب اندازه گ

مدل مسیرهاي شبکه  فضاي جریان  روي  تغییراتی  نامساوي  تجزیهمسأله  به ساختار  توجه  با  و  نموده  پذیر سازي 
ازالگوریتم پیشنهادي، به دست می با استفاده  را  ترافیک  تعادل شبکه  م. در  آوریمجموعه شدنی این مدل، حالت 

  کنیم. فال ارائه مینهایت، نتایج عددي حاصل از اجراي این الگوریتم را بر روي شبکه ترافیک آزمایشی سایوکس
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  مقدمه -1
کنید   از    ܭفرض  و محدب  بسته  مجموعه  زیر  یک 

:ܥو    ܪفضاي هیلبرت   ܭ → باشد.   ܪ یک نگاشت 
ݔدر مسأله نامساوي تغییراتی هدف یافتن   ∈ به   ܭ

ݕاي است که براي هر گونه ∈   ، رابطه ܭ
,ݔܥ〉                                 )       1( ݕ − 〈ݔ ≥ 0, 
  

آن   در  که  جایی  باشد،  ,  .〉برقرار  . دهنده    〈 نشان 
است. مجموعه جواب این مسأله    Hضرب داخلی روي  

,ܭ)ܫܸبا   داده می  (ܥ نامساوي نمایش  مسأله  شود. 
تغییراتی یک مسأله کلی است که بسیاري از مسائل  
بهینه   مسأله  غیرخطی،  معادلات  جمله  از  ریاضی 
شامل   را  ثابت  نقطه  مسأله  و  تتمیم  مسأله  سازي، 

و  می اقتصاد  فیزیک،  در  مسائل  از  بسیاري  شود. 
یافتن جواب یک مسأله   تجارت، به  و...  حمل و نقل 

 ]. 1،2،3،4یابند [نامساوي تغییراتی تقلیل می
روش تغییراتی  نامساوي  مسأله  حل  هاي  براي 

ترین آنها روش تکراري متعددي ارائه شده است. ساده
଴ݔتصویر است که با نقطه شروع   ∈ K  دنباله تکراري ،

  را با استفاده از فرمول {௞ݔ}
௞ାଵݔ = ௄ܲ(ݔ௞ −   ((௞ݔ)ܥߣ

  
.)௄ܲکه در آن   یک عدد   λو    Kتصویر متریک روي    (

می است،  مثبت  و  [حقیقی  روش 2سازد  این  در   .[
௄ܲ(. و   ( اگر  است  تغییراتی  نامساوي  مسأله  جواب 

  تنها اگر 
∗ݔ = ௄ܲ൫ݔ∗ −   .൯(∗ݔ)ܥߣ

  
باشد یعنی براي    ݈یکنواي قوي با ثابت   ܥاگر نگاشت 

,ݔهر   ݕ ∈ ݔکه    ܭ ≠ ݈ثابت    ݕ > وجود داشته    0
  باشد که 

ݔܥ〉 − ,ݕܥ ݔ − 〈ݕ ≥ ݔ‖݈ −   ,ଶ‖ݕ
  

ثابت    ܭو روي   با  باشد یعنی    ܮپیوسته لیپ شیتز 
,ݔبراي هر  ݕ ∈ ܮثابت    ܭ > وجود داشته باشد که  0

ݔܥ‖ − ‖ݕܥ ≤ ݔ‖ܮ − ߣو   ‖ݕ ∈ (0, 2௟
௅మ)    در

شده   تولید  دنباله  صورت  این  در  شود،  گرفته  نظر 
تکر  {௞ݔ} روش  این  مسأله  توسط  جواب  به  اري 

الگوریتم دیگري   تغییراتی همگرا است. در  نامساوي 
که مبتنی بر روش تصویر براي به دست آوردن جواب  

  باشد، کورپلویچ دنباله تکراري ) می1مسأله (
௞ାଵݔ = ௄ܲ(ݔ௞ − )ܥߙ ௄ܲ(ݔ௞ −   ((((௞ݔ)ܥߙ

  
را معرفی نمود. این روش که به روش گرادیان افزوده  
مشهور است، در صورت ناتهی بودن مجموعه جواب  
مسأله نامساوي تغییراتی، به عنصري از این مجموعه  

  ].  5همگرا است [
باشد در  می  ܮ ثابت  وابسته به    ߣاز آنجا که انتخاب  

 ߣمعلوم نباشد در انتخاب    دقیقاً  ܮمقدار  مواردي که  
میب بر  مشکل  ازاي  ه  به  حقیقت  در  هاي  ߣخوریم. 

بسیار کوچک، سرعت همگرایی بسیار کم است و به  
هاي بسیار بزرگ ممکن است الگوریتم اصلا    ߣازاي  

نتایج عددي جدول   نشود.  مسأله   1همگرا  دو    براي 
User OPT    وKojima-Shindo  ]6صحت این 7و ،[

می نشان  را  جدول  ادعا  این  در  به   n୮و    iterدهد. 
تصویر   محاسبه  دفعات  تعداد  و  تکرار  تعداد  ترتیب 

به منظور فائق آمدن بر   است.  ߣبراي مقادیر مختلف  
این مشکل، خوبوتو با به کارگیري الگوریتم گرادیان 

در هر گام، الگوریتمی را   ߣافزوده، با معرفی مناسب  
لیپ شیتز حذف شده معرف آن شرط  در  کرد که  ی 

هاي دیگري ]. با الهام از ایده خوبوتو، الگوریتم8است [
ي نامساوي تغییراتی و با استفاده از  براي حل مسأله

انتخاب  روش معرفی شده است    ߣهاي مناسب براي 
]. اگر چه تلاش براي بهبود الگوریتم گرادیان  10و9[

افزوده با معرفی الگوریتم خوبوتو ادامه یافت و به نتایج  
نیازمند محاسبه دو   اما همچنان  خوبی رسیده است 

هستیم    ܭبسته و محدب    عمل تصویر روي مجموعه
مسأله طریق  از  خود  به   که  فاصله  سازي  کمینه 

  رسد.  انجام میسر
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  هاي متفاوت  ࣅنتایج عددي متناظر با   - 1جدول 
λ n୮ iter 

Komija − Shindo 
10ି2 422 221 
10ି1 76  38  

1  -  -  
User OPT 

10ି3 1326  663  
10ି2 184  92  
10ି1 -  -  

  
  

اي داشته  یک ساختار ساده  ܭدرحقیقت اگر مجموعه  
ها داراي کارایی  ها) این روشباشد (مانند چند وجهی

به  مناسب می براي  این صورت چون  باشند، در غیر 
-کمینه  دست آوردن تصویر نیازمند حل یک مسأله

محاسبه   بودن  گران  به  توجه  با  هستیم،  سازي 
گونهمی به  را  الگوریتم  که  بایست  کرد  طراحی  اي 

مجموعه  المقدوحتی روي  تصویر  محاسبه  کمترین  ر 
انجام شود. این امر توسط یوسم و پس از آن توسط  
محققین دیگري، به منظور تسریع محاسبات الگوریتم  

  ]. 11،12،13،14گرادیان افزوده انجام شد [
سازماندهی   صورت  این  به  ادامه  در  مقاله،    ساختار 

یک الگوریتم تکراري مبتنی بر    2شود: در بخش  می
ش تصویر براي حل مسأله نامساوي تغییراتی ارائه  رو

می ثابت  را  آن  همگرایی  ادامه  در  این  و  در  کنیم. 
لیپ ثابت  به  نیاز  الگوریتم  همگرایی  بحث  در  شیتز 

جاي   به  الگوریتم،  دوم  گام  در  این  بر  نیست. علاوه 
، با یافتن ابرصفحه محمل  ܭي  تصویر روي مجموعه

روي این ابرصفحه  فضاي شدنی در یک نقطه، تصویر
می دست  آن  به  یافتن  محاسباتی  لحاظ  از  که  آید 
راحت سرعت  بسیار  بخش،  همین  در  است.  تر 

همگرایی این الگوریتم با سه الگوریتم پیشنهاد شده  
تسنگ -سوایتر و نیز سولودو-توسط مارکوته، سولودو

،  3شود. در بخش آزمایشی مقایسه می  براي دو مساله
ک، به صورت یک مسأله نامساوي مسأله تعادل ترافی
با اثبات یکسان بودن جریان  تغییراتی ارائه می شود. 

نامساوي  مساله  جواب  با  ترافیک  شبکه  یک  تعادل 
منظور   به  پیشنهادي  الگوریتم  آن،  متناظر  تغییراتی 

شود. در حل یک مساله تعادل ترافیک بازنویسی می
شده    با یک مثال محاسباتی، از الگوریتم ارائه  4بخش  

براي حل یک مسأله تعادل ترافیک استفاده و کارایی  
شود.  آن در حل مسائل با اندازه بزرگ نشان داده می

نتیجه این مقاله  پایانی  ارائه  در بخش  مباحث  گیري 
  شود. می
  
نامساوي    -2  مسأله  حل  براي  جدید  روشی 

  تغییراتی 
مسأله  یک  جواب  یافتن  منظور  به  بخش  این  در 

تی یک روش تکراري جدید را معرفی نامساوي تغییرا
ابتدا تعریف و لم زیر را که براي معرفی و    کنیم. می

  کنیم. اثبات الگوریتم نیاز است بیان می
  

نگاشت  4[  :1تعریف   است    ܭروي    ܥ]  یکنوا  شبه 
هر   براي  ,ݔهرگاه  ݕ ∈ ,ݕܥ〉با    ܭ ݔ − 〈ݕ ≥ 0  

,ݔܥ〉 آنگاه ݔ − 〈ݕ ≥ 0. 
  

:௄ܲ] اگر  15[  :2لم   ܪ → باشد،   ܭ تصویر  نگاشت 
ݔآنگاه براي هر   ∈ ݕو  ܪ ∈     ،ܭ

ݔ〉 − ௄ܲݔ, ௄ܲݔ − 〈ݕ ≥ 0.  
 

  الگوریتم پیشنهادي:
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صفر: ,ߚ پارامترهاي    گام  ߝ ∈ തߙو  (0,1) > و   0
଴ߙقرار دهید   را انتخاب کنید. ଴ݔ  نقطه شروع =   തߙ

݇و  = 0.  
اول: کنید    گام  ௞ݕمحاسبه  = ௄ܲ(ݔ௞ −

௞ݔ . اگر شرط توقف،  (௞ݔܥ௞ߙ = ، برقرار است  ௞ݕ
  توقف کنید.
دوم: که  2-1  گام  زمانی  تا  ௞ߙ)  > ߚ >
‖௫ೖି௬ೖ‖

‖஼௫ೖି஼௬ೖ‖قرار دهید ،.  
௞ߙ = ݉݅݊ ቄߙߝ௞ , ߚ ‖௫ೖି௬ೖ‖

‖஼௫ೖି஼௬ೖ‖ቅ .  
 

  ) محاسبه کنید 2-2
௞ܶ = ݓ} ∈ :ܪ ௞ݔ)〉 − (௞ݔܥ௞ߙ − ௞ݕ , ݓ −

〈௞ݕ ≤ 0}   
 

)௞ܶ    محمل ابرصفحه  شامل  فضاي   ௞ݕدر    ܭنیم 
  است). 

௞ାଵݔ) محاسبه کنید  3-2 = ்ܲೖ ௞ݔ) − .  (௞ݕܥ௞ߙ
دهید   ௞ାଵߙقرار  = ݉݅݊ ቄߙത, ߚ ‖௫ೖି௬ೖ‖

‖஼௫ೖି஼௬ೖ‖ቅ   و  
݇ = ݇ +   و به گام اول برگردید. 1

برقراري   را  توقف  شرط  پیشنهادي  الگوریتم    در 
௞ݔ = کرده  ௞ݕ مرحله معرفی  به  هرگاه    ایم. 
௞ݔ =   برسیم آنگاه  ௞ݕ

௞ݔ = ௄ܲ(ݔ௞ −   ,(௞ݔܥ௞ߙ
  

௞ݔپس   ∈ ݖبراي هر    2. با توجه به لم  ܭ ∈   داریم   ܭ
ݖ〉 − ௞ݔ , ௞ݔ − ௞ݔ) − 〈(௞ݔܥ௞ߙ ≥ 0  

  
نتیجه   در  ݖ〉௞ߙ و  − ௞ݔ , 〈௞ݔܥ ≥ چون 0  .  

௞ߙ  > از    ௞ݔ، پس  0 ,ܭ)ܫܸعضوي  لذا    (ܥ است. 
  شرط توقف به خوبی کارآمد است. 

  
:ܥفرض کنید    :3قضیه   ܭ → یک نگاشت شبه    ܪ

و   باشد  پیوسته  ,ܭ)ܫܸیکنواي  (ܥ ≠ این  ∅ در   .
، تعریف شده توسط  {௞ݕ}و    {௞ݔ}هاي  صورت دنباله

ݑعضوي چون الگوریتم پیشنهادي، به ∈ ,ܭ)ܫܸ ، (ܥ
  باشند.همگرا می

ݑاز آنجا که  اثبات:   ∈ ,ܭ)ܫܸ یک نگاشت    ܥو    (ܥ
هر ازاي  به  بنابراین  یکنواست،  ݇  شبه  ≥ داریم    0

௞ݕܥ〉 , ௞ݕ − 〈ݑ ≥   . در نتیجه0
௞ݕܥ〉)    . 2( , ௞ାଵݔ − 〈ݑ ≥ ௞ݕܥ〉 , ௞ାଵݔ −   〈௞ݕ
  

݇  براي هر ௞ܶبا توجه به تعریف   ≥   . داریم 0
௞ାଵݔ〉 − ௞ݕ , ௞ݔ) − (௞ݔܥ௞ߙ − 〈௞ݕ ≤ 0 .  

  
  بنابراین 

௞ାଵݔ〉  − ௞ݕ , ௞ݔ) − (௞ݕܥ௞ߙ − 〈௞ݕ =
௞ାଵݔ〉 − ௞ݕ , ௞ݔ) − (௞ݔܥ௞ߙ −  〈௞ݕ
௞ାଵݔ〉௞ߙ+ − ௞ݕ , ௞ݔܥ −   〈௞ݕܥ
≤ ௞ାଵݔ〉௞ߙ − ௞ݕ , ௞ݔܥ − ) ௞〉                   )3ݕܥ  
 

௞ݖدهیم  قرار می = ௞ݔ −   . بنابراین  ௞ݕܥ௞ߙ
௞ାଵݔ‖ − ଶ‖ݑ = ฮ்ܲೖ

(௞ݖ) −   ฮଶݑ
= ௞ݖ‖ − ଶ‖ݑ + ฮݖ௞ − ்ܲೖ

  ฮଶ(௞ݖ)
+2〈 ்ܲೖ

(௞ݖ) − ௞ݖ , ௞ݖ −   〈ݑ
= ௞ݖ‖ − ଶ‖ݑ − ฮݖ௞ − ்ܲೖ

ฮଶ(௞ݖ)
  

+2ฮݖ௞ − ்ܲೖ
ฮଶ(௞ݖ)

               
+2〈 ்ܲೖ

(௞ݖ) − ௞ݖ , ௞ݖ −   〈ݑ
௞ݖ‖ − ଶ‖ݑ − ฮݖ௞ − ்ܲೖ

ฮଶ(௞ݖ)
  

௞ݖ〉2+ − ்ܲೖ
,(௞ݖ) ݑ − ்ܲೖ

  〈(௞ݖ)
≤ ௞ݖ‖ − ଶ‖ݑ − ฮݖ௞ − ்ܲೖ

) ฮ.ଶ          )4(௞ݖ)  
  

  ) داریم 4) و (2هاي (نامساويبا توجه به 
௞ାଵݔ‖ − ଶ‖ݑ ≤ ௞ݖ‖ − ଶ‖ݑ − ฮݖ௞ −
்ܲೖ

ฮଶ(௞ݖ)
  

= ௞ݔ)‖ − (௞ݕܥ௞ߙ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ)‖ −
(௞ݕܥ௞ߙ −   ௞ାଵ‖ଶݔ
= ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −   ௞ାଵ‖ଶݔ
ݑ〉௞ߙ2+ − ,௞ାଵݔ          〈௞ݕܥ
≤ ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −    ௞ାଵ‖ଶݔ
௞ݕ⟩௞ߙ2+ − ,௞ାଵݔ   ⟨௞ݕܥ
= ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −   ௞‖ଶݕ
௞ݕ‖− −   ௞ାଵ‖ଶݔ
௞ାଵݔ〉2+ − ௞ݕ , ௞ݔ −   〈௞ݕ
௞ݕ〉௞ߙ2+ − ,௞ାଵݔ   〈௞ݕܥ
= ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −   ௞‖ଶݕ
௞ݕ‖ − −   ௞ାଵ‖ଶݔ
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௞ାଵݔ〉2+ − ௞ݕ , ௞ݔ − ௞ݕ −   .〈௞ݕܥ௞ߙ
  

  ) داریم 3بنا به نامساوي (
௞ାଵݔ‖ − ଶ‖ݑ ≤ ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −   ௞‖ଶݕ
௞ݕ‖− −   ௞ାଵ‖ଶݔ
௞ାଵݔ〉௞ߙ2+ − ௞ݕ , ௞ݔܥ −   .〈௞ݕܥ

  
  شوارتز داریم  -از طرفی با استفاده از نامساوي کوشی

௞ାଵݔ‖ − ଶ‖ݑ ≤ ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ −
௞‖ଶݕ − ௞ݕ‖ −   ௞ାଵ‖ଶݔ
௞ାଵݔ‖௞ߙ2+ − ௞ݔܥ‖‖௞ݕ −   ‖௞ݕܥ
≤ ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݔ‖ − ௞‖ଶݕ − ௞ݕ‖ −
  ௞ାଵ‖ଶݔ
௞ߙ+

ଶ‖ݔܣ௞ − ௞‖ଶݕܣ + ௞ାଵݔ‖ −   ௞‖ଶݕ
= ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݕ‖ − ௞‖ଶݔ +
௞ߙ

ଶ‖ݔܥ௞ −   ௞‖ଶݕܥ
  

  بنابراین 
௞ାଵݔ‖ − ଶ‖ݑ ≤ ௞ݔ‖ − ଶ‖ݑ − ௞ݕ‖ −
௞‖ଶݔ + ௞ߙ

ଶ‖ݔܥ௞ −   .௞‖ଶݕܥ
 

در ادامه، همگرایی قضیه شبیه اثبات قضیه خوبوتو به 
رسد. در اثبات قضیه خوبوتو، در هر تکرار سرانجام می

از  می  ݇ فشرده  مجموعه  زیر  یک    ௞ܵمثل    ܭتوان 
 ௞ܮشیتز با ثابت  پیوسته لیپ  ܥچنان یافت که تابع  

௞ܵباشد. چون   ⊃ ܵ௞ାଵ ⊃   ، در نتیجه  ⋯
଴ܮ ≥ ଵܮ ≥ ⋯ ≥ ௞ܮ ≥ ⋯  

  
آن   در  ௞ߙکه  ∈ ቀ0, ଵ

௅ೖ
ቁ  اگر مشخص   {௞ܮ}. پس 

باید نانزولی باشد. اما در عمل   {௞ߙ}باشد آنگاه دنباله  
  ௞ߙشود و پارامتر  استفاده می ௞ܮبراي   ෨௞ܮاز تقریب  

  آید: از قاعده زیر به دست می
0 < ොߙ ≤ ௞ߙ ≤ min ቄߙത, ߚ ‖௫ೖି௬ೖ‖

‖஼(௫ೖ)ି஼(௬ೖ)‖ቅ ,  
  

بیشترین مقدار الگوریتم در هر گام است،    തߙکه در آن  
ߚ ∈ ොߙو  (0,1) = min ቄ, ఉ

௅బ
ቅ ]8 .[⧠  

  
مقایسه به  سه  اکنون  با  پیشنهادي  الگوریتم  ي 

سولودو مارکوته،  توسط  شده  پیشنهاد  -الگوریتم 

آزمایشی   تسنگ براي دو مساله-سوایتر و نیز سولودو
Kojima-Shindo  وHPHard پردازیم. می  

  :در الگوریتم مارکوته داریم
௞ାଵݔ = ௄ܲ(ݔ௞ −   ،(௞൯ݔ൫̅ܥ௞ߙ

  
௞ݔ̅ که در آن   = ௄ܲ(ݔ௞ − ]. در ௞൯)]10ݔ൫ܥ௞ߙ

پارامتر   مرحله  هر  در  الگوریتم  صورت   ௞ߙاین  به 
௞ߙ = ߙ = {ఈ

ଶ
, ฮ௫ೖି௫̅ೖฮ

√ଶฮ஼൫௫ೖ൯ି஼(௫̅ೖ)ฮ}    پارامتر براي 
] با  13سوایتر [  -شود. سولودوتعریف می  ߙ آغازین  

تکرار با  مناسب  پارامترهاي  ௞ାଵݔ  انتخاب  =

௄ܲ∩ுೖ൫ݔ௞൯ در آن پردازد کهجستجوي جواب میبه  
௞ܪ = ݔ} ∈ ܴ௡|〈ܥ൫ݖ௞൯, ݔ − 〈௞ݖ ≤ 0}،  
௞ݖ = ௞ݔ − ௞ݔ൫ݎ௞ߟ ,   ،௞൯ߤ
௞ݔ൫ݎ , ௞൯ߤ = ௞ݔ − ௄ܲ(ݔ௞ − ،  (௞൯ݔ൫ܥ௞ߤ
௞ߟ = ௞ߤప̅ߛ    ، ௞ߤ = ,௞ିଵߟߠ}݊݅݉ 1}      و  

ଓ̅ = min
௜∈௓శ

{ർܥ ቀݔ௞ − ௞ݔ൫ݎ௞ߤ௜ߛ , ௞൯ቁߤ ,   

௞ݔ൫ݎ , ௞൯ൿߤ ≥ ఙ
ఓೖ

ฮ ݎ൫ݔ௞ , ௞൯ฮଶߤ
}.   

  
پارامترهاي مناسب ] با انتخاب  14تسنگ [  -سولودو
௞ାଵݔ  با تکرار = ௞ݔ − )ଵିܯߛ ఈܶ(ݔ௞) − ఈܶ(̅ݔ௞)) 

  پردازد که در آن به جستجوي جواب می
௞ݔ̅ = ௄ܲ(ݔ௞ − ௞൯)  ،ఈܶݔ൫ܥ௞ߙ = ܫ − و   ܥߙ

یک ماتریس عددي متقارن است (براي جزئیات    ܯ
  ] مراجعه کنید). 16بیشتر به [

مسائل  نقطه براي  و  Kojima-Shindo  ]7  شروع   [
HPHard  ]17  ترتیب به  ଴ݔ]  = و   (2,0,0,2)

଴ݔ = (1, … براي    (1, است.  شده  گرفته  نظر  در 
  جواب برابر است باKojima-Shindoآزمایشی  مساله 

∗ݔ = برا (1٫22,0,0,0٫5) ،  HPHard  ي مسالهو 
݊به ازاي   =   داریم  20

∗ݔ = (0,0,1٫71,3٫22,1٫95,0,0,2٫37,0,1٫86, 
1٫93,1٫18,0,0,0,0٫39,1٫68,0٫36,1٫44,1٫84) 

  
݊و به ازاي   = 30 ،  

∗ݔ = (0,0,1٫13,2٫61,0,0٫51,0,1٫31,2٫52,0٫16,3٫43,  
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1٫88,0,0,0٫8,0,0٫61,0,3٫36,2٫17,0,0,0,1٫16,  
1٫09,2٫06,2٫8,0٫79,0,1٫52)  

  
جدول   عددي  می2نتایج  نشان  الگوریتم  ،  که  دهد 

با   مقایسه  در  همگرایی  سرعت  نظر  از  پیشنهادي 
[الگوریتم فوق  بهتري برخوردار  16هاي  عملکرد  از   [

وجه تعداد  چه  هر  حقیقت  در  چند  است.  یک  هاي 
با   وجهی  چند  محیط  و  باشد  افزایش  به  رو  وجهی 

حالت منحنی نزدیک شود،  ها به  افزایش بیشتر وجه
  دهد. نشان می  الگوریتم پیشنهادي کارایی خود را بهتر

  
نامساوي تغییراتی و مسئله تعادل ترافیک    -3

  نامتقارن  
گراف   یک  صورت  به  ترافیک،  شبکه  بخش  این  در 

,ܰ)جهت دار به صورت سه تایی   ,ܣ نمایش داده   (ܹ
ها مجموعه یال  ܣها،  بیانگر مجموعه گره   ܰشود.  می
زوج   ܹو   همه  مجموعه  دهنده  مبدأنمایش  -هاي 

زوج  ܦ/ܱمقصد،   براي  است.  ݓ،  ∈ تقاضاي   ܹ
௪݀ترافیک،   > ، نشان دهنده نرخ ورود به مبدأ و  0

خروج از مقصد است. مجموعه مسیرهاي شامل زوج  
با    ݓ ترافیک  نمایش می  ௪ܲرا  تقاضاي   ௪݀دهیم. 

شود؛ به  توزیع می ݓروي تمام مسیرهاي شامل زوج  
اگر   مسیر    ௣ܨعبارتی  روي  این    ݌جریان  در  باشد 

௪݀صورت   = ∑  ܽجریان روي یال    ௔݂اگر   ௣௣∈௉ೢܨ
هر   براي  زیر  جریان  معادله  صورت  آن  در    باشد، 

ܽ ∈   برقرار است:  ܰ

௔݂ = ∑ ௣∆௔,௣ ,௣∈௉ܨ   
  که در آن

)5               (            ∆௔,௣= ቊ
1                     ܽ ∈ ݌
  در  غیر این صورت         0

  
معادله   ترتیب  این  که   ௔݂به  است  آن  دهنده  نشان 

جریان   مجموع  با  است  برابر  یال  یک  روي  جریان 
اگر   هستند.  یال  این  شامل  که  بردار    ܨمسیرهایی 

݌ که   ௣ܨهاي جریان ∈ ௪ܲ   ݓو ∈ ، باشد در آن ܹ
به  صورت   مسیر  جریان  شدنی  بردارهاي  مجموعه 

  صورت زیر است:
ܺ = ൛ܨ ≥ 0 ∶  ݀௪ = ∑ ௣௣∈௉ೢܨ ݓ∀   ,  ∈ ܹൟ  

  
݂بنابراین اگر   = ( ௔݂)௔∈஺  هاي شبکه باشد  بردار یال

݂در این صورت   = -ماتریس تلاقی مسیر  ∆، که  ܨ∆
  باشد. ) می5هاي (یال با درایه
 ܽبه ترتیب هزینه مربوط به یال    ௣ܥو   ௔ܿفرض کنیم

مسیر   یال    ݌و  هر  براي  هزینه   ܽباشند.  تابع  یک 
)௔ܿنامنفی، پیوسته و صعودي   ௔݂)   که نشان دهنده

می هزینه  روي  یال،  جریان  دارد.  تأثیر  وجود  باشد 
هاي تشکیل دهنده  هزینه مسیر با مجموع هزینه یال

௣ܥآن مسیر برابر است یعنی؛  = ∑ ܿ௔( ௔݂)∆௔,௣ .
  بنابراین تابع هزینه مربوط به یک مسیر به صورت

(ܨ)௣ܥ = ∑ ܿ௔(݂) ௔௥௖௦ ௔∈௣   
  

  ر برابر است بااست و تابع بردار هزینه مسی
(ܨ)ܥ =    (ܨ∆)்ܿ∆

  
  

 مقایسه نتایج عددي الگوریتم پیشنهادي با سه الگوریتم یاد شده -2جدول 
  الگوریتم پیشنهادي  Marcotte  Solodov-Teseng  Solodov-Svaiter  نام 

  α=1 , β= ٫0 7 α=1 , β= 3٫0 , 
θ= 9٫1 , ρ= 5٫0  

θ=4 , σ= 3٫0 ,  γ= 5٫0 , 
ηି1 = 1 

β= 7٫0  , α ̅=106, 
η= 9٫0  

  CPU time  تکرار  CPU time  تکرار  CPU time  تکرار CPU time  تکرار  
Kojima-Shindo 

HPHard20 
HPHard30  

64 
227 
182  

34 /1 
89 /7 
7/7  

56 
113 
138  

87 /0 
72 /2 
33 /3  

12 
289 
221  

7/0 
61/11 

83 /9  

18 
35 
35  

88 /0 
33 /1 
38 /1  
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شبکه   تعادل  مسأله  واردراپ،  تعادل  اصول  به  بنا 
شبکه   جریان  بردار  یافتن  از  است  عبارت  ترافیک 

∗ܨ ∈ و  ܺ مثبت  جریان  با  مسیرهاي  شامل  که   ،
از   کاربري  هیچ  حالت  این  در  است.  مینیمم  هزینه 

سفر خود   تواند با عوض کردن مسیر، هزینهشبکه نمی
براي هر   به عبارت دیگر  ݓرا کم کند.  ∈ و هر    ܹ

݌ ∈ ௪ܲ  ،  
௣ܨاگر ) 1 > ௣ܥ، آنگاه  0 =   ؛  ௪ߨ
௣ܨ) اگر  2 = ௣ܥ، آنگاه  0 ≥  ؛ ௪ߨ

ترین مسیر از  ي سفر روي کوتاههزینه  ௪ߨجایی که  
  ].  18است [ ݓ
  

ܨجریان  :  4قضیه   ∈ ، یک جریان تعادل است اگر  ܺ
  ي نامساوي تغییراتی  جواب مسأله ܨو تنها اگر  

,(ܨ)ܥ〉                           )          6( ܪ − 〈ܨ ≥ 0.  
  

ܪبه ازاي هر   ∈   باشد. ܺ
جریان تعادل شبکه باشد. براي    ܨفرض کنید    اثبات:

௣ܪهر  ≥ ݌و  0 ∈ ௪ܲ  داریم  
(ܨ)௣ܥൣ  0             )     7( − ௪൧ߨ × ௣ܪൣ − ௣൧ܨ ≥  
  

௣ܨزیرا اگر   > (ܨ)௣ܥ، در این صورت  0 − ௪ߨ = 0 
௣ܨ) برقرار است و اگر  7و در نتیجه رابطه(  = ، در  0

صورت   (ܨ)௣ܥاین  − ௪ߨ ≥ چون    0 نتیجه  در  و 
௣ܪ ≥ ) برقرار است. حال چون  7، باز هم رابطه (0

݌این رابطه براي هر   ∈ ௪ܲ   برقرار است پس  
)8  (∑ (ܨ)௣ܥൣ − ௪൧ߨ × ௣ܪൣ − ௣൧௣∈௉ೢܨ ≥ 0.  
  

  ) معادل است با  8، رابطه ( ܺبا توجه به تعریف  
∑ (ܨ)௣ܥ  × ௣ܪൣ − ௣൧௣∈௉ೢܨ ≥ 0.  

  
هر   براي  ܪیعنی  ∈ ,(ܨ)ܥ〉  ،ܺ ܪ − 〈ܨ ≥ 0 .

شدنی   جریان  کنید  فرض  جواب  ܨبرعکس  یک   ،
ي معادل ) یا جواب مسأله6نامساوي تغییراتی (  مسأله

براي جفت مبدأ8با آن، یعنی (  باشد.  ،  ݓمقصد  -)، 

݌مسیر  ∈ ௪ܲ ܪگیریم. جریان شدنی را در نظر می  
به گونه  ௣ܪسازیم که  اي میرا  ≠ ازاي هر    ௣ܨ به  و 
ݍ ∈ ௪ܲ    ݌ که ≠ (ܨ)௤ܥ، اگر  ݍ − ௪ߨ = آنگاه   0
௤ܪ > ௤ܪو    0 ≠ اگر    ௤ܨ (ܨ)௤ܥو  − ௪ߨ ≥ 0 

௤ܪآنگاه  =   ) داریم 8. با استفاده از رابطه ( ௤ܨ
(ܨ)௣ܥൣ)             9( − ௪൧ߨ × ௣ܪൣ − ௣൧ܨ ≥ 0  
  

௣ܨاگر  > ௣ܪ، آنگاه 0 > ௣ܪیا  ௣ܨ < . بنابراین ௣ܨ
) که 9نامعادله  است  برقرار  صورتی  در   (  

(ܨ)௣ܥ  − ௪ߨ = (ܨ)௣ܥیعنی  0 = . از طرف  ௪ߨ
௣ܨدیگر اگر   = ௣ܪ، در این صورت  0 > . بنابراین  ௣ܨ
) که  9نامعادله  است  برقرار  در صورتی  (ܨ)௣ܥ)  ≥

௪ߨ جریان تعادل شبکه است و اثبات تمام   ܨیعنی  ,
  ⧠است. 

ها در یک فضاي جریان مسیر انجام  از آنجا که طراحی
شدنی  می فضاي  ضرب  می  ܺشود،  صورت  به  تواند 

مجم ساده وعهدکارتی  صورتهاي  به  ܺ  تر  =
∏ ܺ௪௪∈ௐ  که در آن بیان شود  

ܺ௪ = ቄܨ ∈ ܴା
|௉ೢ | ∶     ∑ ௣ܨ = ݀௪௣∈௉ೢ ቅ  

 
 ௪ܺهاي ساده تر چون  از آنجا که تصویر روي مجموعه

] برخوردارند  محاسبه  در  بهتري  کارایی  ]،  19از 
هاي تصویر یک انتخاب طبیعی براي حل مسائل  روش

اندازه بزرگ نامساوي تغییراتی هستند که در مقالات 
  ].  22و21،20ها استفاده شده است [متعدد از آن

هنگام به کارگیري یک الگوریتم براي حل یک مسأله  
رهاست. اما مشکل  تعادل، اولین قدم تولید همه مسی

بزرگی که در این مرحله با آن مواجهیم این است که  
شبکه براي  تعداد حتی  کوچک  اندازه  با  هاي(گراف) 

کند  متغیرهاي جریان مسیر به صورت نمایی رشد می
]. به علاوه حتی اگر متغیرهاي جریان مسیر  23و20[

این  تعداد  بودن  زیاد  علت  به  باشند  دسترس  در 
ا ممکن  مشکل  متغیرها،  با  الگوریتم  اجراي  در  ست 

شبکه در  که  است  حالی  در  این  شویم،  هاي  مواجه 
جریان بزرگ نیز تعداد متغیرهاي مسیر که در حل  
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مسأله، داري جریان مثبت هستند بسیار کوچک است  
بایست براي هر زوج  ]. براي رفع این مشکل می20[

صورت  -مبدأ به  که  مسیرهایی  از  دسته  آن  مقصد 
ان مثبت از آنها خواهد گذشت تولید کنیم. بالقوه جری

این کار با استفاده از «رهیافت تولید ستون» به صورت  
  ]: 23زیر انجام خواهد شد [

کنیم و براي  ابتدا یک بردار جریان شدنی انتخاب می
زوج   استفاده  ݓهر  مسیرهاي  از  متناظر  مجموعه   ،

௪݌شده  
଴  امین-݇گیریم. بعد از آن در  را در نظر می  

هزینه  فرمول هزینه،  گیري  کار  به  با  یال تکرار  هاي 
کنیم. با  مرتبط با بردار جریان جاري را محاسبه می

هزینه این  از  زوج  استفاده  هر  براي  یال،   ݓهاي 
کنیم. اگر این مسیر  کوتاهترین مسیر را محاسبه می

در مجموعه مسیرهاي به دست آمده قبلی قرار نگرفته  
مجموعه به  را  آن  می   باشد  اضافه  کنیم.  مسیرها 

تواند  می ܺ امین تکرار، مجموعه شدنی  -݇بنابراین در  
௞ܺبا مجموع   = ∏ ܺ௪

௞
௪∈ௐ   جایگزین شود که در

  آن 
ܺ௪

௞ = ൜ܨ ∈ ܴା
ห௉ೢೖ ห ∶     ∑ ௣ܨ = ݀௪௣∈௉ೢೖ ൠ,   

  
سپس جریان توسط تکرارهاي الگوریتم پیشنهاد شده  

  شود.  براي نامساوي تغییراتی، به روز می
منظور به کارگیري و توسعه الگوریتم پیشین براي  به 

امین -݇حل مسأله تعادل شبکه ترافیک نامتقارن، در  
زوج   هر  براي  صورت  ݓتکرار  به  را  مسیر  جریان   ،
௪ܨ

௞ = ൫ܨ௣
௞൯

௣∈௉ೢೖ    صورت به  را  مسیر  هزینه  و 
௞൯ܨ௪൫ܥ = ቀܥ௣൫ܨ௞൯ቁ

௣∈௉ೢೖ
௪ܲکه    

௞ ∈ ௪ܲ  در  ،
௞ܨگیریم. بردار جریان را با  نظر می = ௪ܨ)

௞)௪∈ௐ 
صورت   به  را  هزینه  بردار  ௞൯ܨ൫ܥو  =

ቀܥ௪൫ܨ௞൯ቁ
௪∈ௐ

دهیم. براساس مطالب  نمایش می  
بیان شده، جزئیات الگوریتم براي حل مسأله تعادل 

  شود. ترافیک نامتقارن به صورت زیر ارائه می
  تعادل  بازنویسی الگوریتم پیشنهادي براي حل مسأله

  

 
2 Dijkstra 

  ترافیک نامتقارن: 
,ߚ پارامترهاي    گام صفر: ߝ ∈ തߙو  (0,1) > را   0

یک بردار مسیر شدنی   ଴ܨانتخاب کنید. فرض کنید  
ݓو براي هر  ∈ ܹ  ،௪ܲ

଴   مجموعه مسیرهاي استفاده
଴ߙشده باشد. قرار دهید  = ݇و   തߙ = 0 .  

اول: کنید    گام  ത௞ܨمحاسبه  = ܲ௑ೢ
ೖ ௞ܨ) −

  شرط توقف برقرار است، توقف کنید. . اگر (௞ܨܥ௞ߙ
دوم: جریان  2-1  گام  به  توجه  با  ستون)  (تولید   (

یال  ௞ܨجاري   هر  هزینه  براي  کنید.  محاسبه  را  ها 
ݓ ∈ مسیر  ܹ کوتاهترین  اگر   ௪ݏ،  کنید.  پیدا  را 

௪ݏ ∉ ௪ܲ
௞    قراردهید௪ܲ

௞ = ௪ܲ
௞ ∪ ௦ೢܨو  {௪ݏ}

௞ = 0.  
که  2-2 زمانی  تا  ௞ߙ)  > ߚ > ฮிೖିிതೖฮ

ฮ஼ிೖି஼ிതೖฮ  قرار   ،
௞ߙدهید  = ݉݅݊ ൜ߙߝ௞ , ߚ ฮிೖିிതೖฮ

ฮ஼ிೖି஼ிതೖฮ
ൠ.  

  ) محاسبه کنید 3-2
௞ܶ = ൛ݍ ∈ :ܪ 〈൫ܨ௞ − ௞൯ܨܥ௞ߙ − ത௞ܨ , ݍ −

〈ത௞ܨ ≤ 0ൟ   
 

௞ܶ    محمل ابرصفحه  شامل  فضاي  ௪ܺنیم 
௞    ܨدرത௞ 

  است. 
کنید  4-2 محاسبه  ௞ାଵܨ)  = ்ܲೖ(ܨ௞ −

دهید  (ത௞ܨܥ௞ߙ قرار  ௞ାଵߙ.  =

݉݅݊ ൜ߙത, ߚ ฮிೖିிതೖฮ
ฮ஼ிೖି஼ிതೖฮ

ൠ    ݇و = ݇ + گام    1 به  و 
  اول برگردید.

باید   مهم  نکته  چند  به  الگوریتم  دقیق  اجراي  براي 
  دقت شود:

1-  ) درگام  مسیر  کوتاهترین  انتخاب  از  2-1براي   (
  شود. استفاده می 2الگوریتم دکسترا 

صورت    -2 به  توقف  ௞ܨฮشرط  − ത௞ฮܨ < در     ߜ
  شود. نظر گرفته می

  
  یک مثال محاسباتی -4

اجرا   با  را  پیشنهادي  الگوریتم  کارایی  بخش  این  در 
فال سایوکس  ترافیک  شبکه  نشان 24[  3روي   [

3 Sioux-Fall 
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شکل  می مطابق  شبکه  این  اطلاعات  در  1دهیم.   ،
  آورده شده است.  3جدول 

هاي) هاي(جادهي راهدر معرفی تابع هزینه سفر، اداره
هزینه،  BPR،  4آمریکا  عمومی معرفی   تابع  را  زیر 

  نموده است: 

ܿ௜,௝(݂) = ௜,௝ݐ ቈ1 + 0٫15 ൬
௙೔,ೕ

௄೔,ೕ
൰

ସ
቉ N 

  
آن   در  یال    (݂)௜,௝ܿکه  روي  ,݅)هزینه سفر  در    (݆

بدون    ௜,௝ݐو    ݂جریان   شرایط  در  سفر  هزینه 
,݅)جریان(جریان صفر) روي یال    ௜݂,௝و همچنین    (݆

,݅)به ترتیب جریان و ظرفیت یال    ௜,௝ܭو   است.    (݆
فقط  سفر روي هر یال    در این تابع پیشنهادي هزینه

به جریان روي آن یال بستگی دارد، اما با توجه به اثر  
ها بر همدیگر، ها و مسیرمتقابل وضعیت ترافیک یال 

اي در نظر گرفته  سفر روي هر یال باید به گونه  هزینه

ها به ویژه یالی که در  سایر یال شود که نمایانگر اثر  
خلاف جهت آن است نیز باشد. به همین جهت تابع 

    بهبود یافته

ܿ௜,௝(݂) = ௜,௝ݐ ቈ1 + 0٫15 ൬௙೔,ೕା଴٫ହ௙ೕ,೔

ଶ௄೔,ೕ
൰

ସ
቉   
  

مدل است براي  شده  معرفی  ترافیک،  نامتقارن    هاي 
براي اجراي الگوریتم، پارامترها را به صورت زیر    ].25[

  ایم:  تنظیم کرده
β = 0ဂ8, ε = 0ဂ9 , തߙ = 10଺ , δ = 10ିସ  

  
نشان    4جدول   را  الگوریتم  اجراي  از  حاصل  نتایج 

تکرار، ستون سوم  می تعداد  دهد. ستون دوم جدول 
  محاسبه شده، ستون چهارم بیشینه   تعداد توابع هزینه 

معرف  آخر  و ستون  مساله  زیر  هر  (متغیرهاي)  بعد 
  باشد. زمان انجام محاسبه می

  
  

  اطلاعات شبکه سایوکس فال  - 3جدول 
  مقصد - تعداد زوج مبدأ  تعداد یال   تعداد گره   نمونه 

  528  76  24  سایوکس فال 
  
  

  
  شبکه ترافیک سایوکس فال  -1شکل 

  
  

  نتایج عددي براي شبکه ترافیک سایوکس فال  -4جدول 
  CPU time  بیشینه بعد   تعداد تابع هزینه   تکرار
69  239  3  19 /2  

  
 

4 Bureau of Public Roads 
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، به ܺپذیر مجموعه شدنی  با توجه به ساختار تجزیه 
هاي تصویر مناسب است. روشن  کار گرفتن الگوریتم

است که مسأله کوتاهترین مسیر براي مسائل شبکه  
با چند صد گره به خوبی حل پذیر هستند. همانگونه  
هر  بعد  بیشینه  شد  مشاهده  عددي  نتایج  در    که 

زیرمساله بزرگ نیست، بنابراین الگوریتم پیشنهادي  
کارایی لازم برخوردار  از  اندازه بزرگ  با  براي مسائل 

  است. 
  
  گیرينتیجه -5

مسأله  حل  براي  جدید  الگوریتم  یک  مقاله  این  در 
شده  ارائه  الگوریتم  گردید.  ارائه  تغییراتی  نامساوي 
مبتنی بر روش گرادیان افزوده است و در آن نیازي  

لیپ ثابت  دانستن  الگوریتم  به  طراحی  براي  شیتز، 
نیست. با بررسی نتایج عددي به دست آمده، به ویژه  

هاي آنها  تعداد وجه   براي ساختارهاي چندوجهی که
بیشتر باشد، نشان داده شد که این الگوریتم سرعت  

هاي پیشنهاد  همگرایی بالاتري در مقایسه با الگوریتم
تسنگ دارد.  -سوایتر و سولودو-شده مارکوته، سولودو

در ادامه به منظور استفاده از الگوریتم ارائه شده در 
این   حل  مسأله تعادل ترافیک، با بررسی نسبت میان

مسأله و مسأله نامساوي تغییراتی، ثابت شد که یک  
توان به صورت یک مسأله  مسأله تعادل ترافیک را می

کارگیري الگوریتم  نامساوي تغییراتی مدل کرد. با به 
پیشنهادي براي حل مسأله تعادل ترافیک، نتایج به  
لازم   کارایی  الگوریتم  این  که  داد  نشان  آمده  دست 

  اندازه بزرگ را دارد.  براي حل مسائل با 
  

  تشکر و قدردانی 
ارائه   و  مقاله  این  داوري  بابت  محترم  داوران  از 
نهایت سپاس و قدردانی را   پیشنهادات سودمندشان 

  داریم. 
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