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 مروزه مطالعاتی زیادي درتوسط جکسون آغاز شد؛ اماا ي حساب کوانتومی یا کیو حساب از اوایل قرن بیستممطالعه
حساب کوانتومی   باعث توجه بیشتر علاقمندان در این زمینه شده است.مورد محاسبات کوانتومی صورت گرفته؛ که 

هاي خاص از جمله، تعریف مشتق بدون  به دلیل داشتن ویژگیاي است که  هاي کاربردي و بین رشته یکی از علوم
کوا  ،وجود حد با حساب  کار  از نظر عددي سریعتر و  باعث مزیتش نسبت به حساب معمولی شده است و  نتومی 

  شامل فازي    مواجهه با معادلات  اکثر مسائل موجود در طبیعت منجر به  از آنجا که  تر از حساب استاندارد است. راحت
بر   مشتق) فازي-qشوند؛ در این پژوهش بعد از معرفی مشتق کوانتومی (به اختصارمشتقاتی از مرتبه کسري می

(به اختصار مبناي تفاضل هاکوهاراي تعمیم -qیافته، مشتق کوانتومی کاپوتوي کسري فازي و انتگرال کوانتومی 
او بیان تعاریف مهم در رابطه ب اساسی. سپس به بررسی قضایاي کنیممی لیوول کسري فازي معرفی -نتگرال) ریمنا

q-کاپ فازي و مشتق  فازي  -انتگرال ریمن-qوتوي کسري  از    که  زیم.اپردمیلیوول کسري  نتایج در بسیاري  این 
  . دهدره رخ میهاي کاربردي مانند فیزیک، نظریه کوانتومی، نظریه اعداد، مکانیک آماري و غیبرنامه

  
-انتگرال ریمن- qمشتق کاپوتوي کسري فازي؛-qمشتق فازي؛-q؛یافتههاراي تعمیمتفاضل هاکو  ي کلیدي:واژه

  .یوول کسري فازيل
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  مقدمه .1
کمیت،   یک  از  ممکن  مقدار  کمترین  به  فیزیک  در 

گویند. در  مقدار پایه یا یک کوانتم از آن کمیت می
از  اواخر   استفاده  با  کوانتومی  حساب  بیستم  قرن 
اختصار  تعریف (به  کوانتومی  -qدیفرانسیل 

بین    جکسون   توسط  )یفرانسیلد ارتباطی  عنوان  به 
فیزیک   و  ریاضی  شدعلم  حساب  .  ]1[  مطرح  در 

وابس مشتق  تعریف  کلاسیک  یا  وجود  تمعمولی  به  ه 
کوانتومی حساب  در  که  صورتی  در  است  -qحد 

شود. که این مزیت شتق بدون نیاز به حد تعریف می م
 ؛ مخصوصاًحساب کوانتومی به حساب معمولی است

باشد.   نشده  تعریف  حد  که  مسائلی  حساب در 
زمینه   در  جمله  از  فراوانی  کاربردهاي  کوانتومی 

نظ پایهریاضی:  توابع  ترکیبیات،  اعداد،  ابر  ریه  اي 
زمینهدسیهن دیگر  و  متعامد  توابع  تئوري  ،  ها: 

ذرات،   فیزیک  نسبیت،  نظریه  مکانیک،  کوانتومی، 
ي کنترل،  ب، نظریهکترو تحلیلی، مغز و اعصاشیمی ال 

با توجه به اهمیت استفاده از کوانتوم  . آمار و... دارد
حساب  با  کار  بالاي  سرعت  و  مختلف  مسائل  در 
کوانتومی به جاي حساب معمولی، گسترش حساب 

ت مطرح در جوامع علمی کوانتومی از جمله موضوعا
آید. یکی دیگر از علوم کاربردي که در  به حساب می

بیستم متولد شد و روز به روز در حال گسترش قرن  
به این ترتیب بخش اول    ].5-2[  ستا   علم فازي  ؛است
خلاصه  این و  مقدمات  برخی  شامل  از  پژوهش  اي 

فازي در    جزئیات  که  است؛  کوانتومی  حساب  و 
هاي دیگر استفاده خواهد شد. امروزه علم فازي  بخش

انی  رد فراودر علوم مختلف به خصوص ریاضیات، کارب
براین است؛  کرده  سالاساس  پیدا  اخیر  در  هاي 

کرده سعی  حساب  محققان  و  مختلف  علوم  بین  اند 
ارتباطات،   این  مهمترین  کنند.  برقرار  ارتباط  فازي 

بیشتر مسائل  .  ارتباط بین حساب فازي و کوانتوم است
منجر   طبیعت  در  مرتبه  موجود  از  معادلاتی  به حل 

می بررس کسري  اهمیت  این  و  محاسبات  شوند  ی 
حاسبات کسري فازي را دو چندان  کسري از جمله م

حساب  می مورد  در  که  توضیحی  به  توجه  با  کند. 
آن    بر  پژوهشکوانتومی و مزایاي آن دادیم، در این  

معرفی  شدیم؛   از  حساب   ،فازي  مشتق  -qبعد 
مشتق -qتعریفاستفاده از  کوانتوم کسري فازي را با  

کاپوتو و   يکسري  ریمن-qفازي  کسري  -انتگرال 
بخشل در  فازي  می  3یوویل  در  کنیممعرفی  ادامه  . 

ي حساب کوانتوم کسري اقضایا و تعاریف مهم و پایه
بخشرا  فازي   می  4  در  نهایتاًیمکنبررسی  در    . 

از این پژوهش را بیان  حاصل  گیري  نتیجه  آخرفصل
  . شده است

  
 اي مفاهیم پایه .2

در این فصل ابتدا به جزئیات فازي مورد نیاز در این 
توان به  شود که براي مطالعه بیشتر میمقاله اشاره می

 .مراجعه کرد ]12-6ع [مناب
پارامتري، یک زوج  در فرم    uیک عدد فازي دلخواه

)),()((  مرتب از توابع ruru  10  براي  r است که
 کند؛در روابط زیر صدق می

)(ru(i)   بازه   تابعی از چپ پیوسته، یکنوا [0,1)در 
 ی و کراندار است؛افزایش

)(ru(ii)  بازه   ا یکنو  تابعی از چپ پیوسته،[0,1)در 
 ی و کراندار است؛کاهش

. ( ) ( ), 0 1u r u r r  (iii)   
بامجموعه را  فازي  اعداد  تمامی    نمایش    f  ي 

 را به صورت  k  دهند. با این تفاسیر عدد غیرفازيمی
( ) = ( ) = , 0 1u r u r k r     مینمایش -

نامند. براي اعداد فازي دلخواههند و عدد منفرد مید
fvu ,  و عدد ثابت  ݇ ∈ ℝ    جمع و ضرب اسکالر

  را به صورت زیر داریم
),()(=))(( rvrurvu   

[݇ ⊙ ௥[ݑ =

ቐ
݇    ,[(ݎ)ݑ̄݇,(ݎ)ݑ݇] ≥ 0,

݇    ,[(ݎ)ݑ݇,(ݎ)ݑ̄݇] < 0.
  

 
تابعی است  فازي  تابع مقدار  از  این مقاله منظور    در 
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  AAf f آن: , در  ي  مجموعه که 
] اعداد حقیقی و  ( )] = [ ( , ), ( , )]rf x f x r f x r ،

r- برش یا فرم پارامتري تابع مقدار فازيf   نامیده
شود. متر هاسدورف بین دو عدد فازي به فرم زیر  می

 شودتعریف می

0 1

: {0}, ( , )
= max{| ( ) ( ) |,| ( ) ( ) |},sup

f f

r

d d u v
u r v r u r v r


 

 

  

 

� � �
  

 
,ݑ∀ و که براي ,ݓ,ݒ ݖ ∈ ℝ௙  خواص زیر

  [11]:صادق است
. ( , ) = ( , )d u w v w d u v  (I)  

(II) . ( , ) ( , ) ( , )d u v w z d u w d v z       

. ( , ) =| | ( , )d u v d u v   (III)  
  

,ݑ   حال فرض کنید ݒ ∈ ℝ௙    تعریف تفاضل هاکوهارا
  :و تفاضل تعمیم یافته هاکوهارا به صورت زیر است

باشد  داشته  وجود  fw  اگر    کهبه طوري 
=u v w  آنگاه  w  می تفاضل  گفته  شود 

که به فرم vوuتفاضل) از - Hهاکوهارا (به اختصار
vuشود و براينمایش داده میfw  ،وجودي  

اختصار (به  هاکوهارا  یافته  تعمیم  -gHتفاضل 
 .شودصورت زیر تعریف میبه )فاضلت

( )  = ,
=

( )  = ( 1) .
gH

i u v w
u v w or

ii v u w


  
  

 

  
w  هر دو برقرارند که  ii)(  و  i)(  بدیهی است؛ زمانی

روي بازه  f  عددي غیرفازي باشد. تابع مقدار فازي
],[ ba  انتگرال پذیر است اگرfبا متر  d    پیوسته

 و یا تعریف انتگرال موجود باشد. علاوه بر این داریم

[ ( ) ] = ( ; ) , ( ; ) .
b b b

ra a a
f s ds f s r ds f s r ds 

      

  
در انتهاي این فصل به طور خلاصه تعاریف اساسی در  

بیان می را  براي جزئیات  حساب کوانتومی  کنیم که 

بیشتر در این زمینه به مقالات معرفی شده در بخش  
ها مراجعه  منابع و همچنین منابع موجود در آن مقاله

 ].18-13[کنید
کند؛ در  میل می 0tبه سمتtعبارت زیر را زمانی که

 .نظر بگیرید

0

0)()(
tt

tftf

  

وقتی که حد وجود داشته باشد؛ تعریف مشتق 
dt
df 

=0در نقطه يtf)(از تابع(مشتق معمولی)   tt  بدست
=0اگر در نظر بگیریممی آید.  qttیاhtt 0=  که در

ها مخالفqآن  ثابت  مخالفhو1عدد  ثابت  0عدد 
حساب   با  نگیریم؛  نظر  در  را  عبارت  حد  و  است 
کوانتومی سروکار خواهیم داشت. براي بیان دقیق تر  

   :در این موضوع به تعاریف زیر نیاز داریم
کنید این صورت    q  فرض  در  باشد.  زمانی  اسکالر 

0>>1 براي q کنیمتعریف می 
Τ௤ = :ݐ} ݐ = ,௡ݍߤ ߤ ∈ ℝ,݊ ∈ ℤ} ∪ {0},  

  
ي اعداد صحیح است. همچنین  مجموعه    که در آن

 عدد حقیقی نامنفی باشد؛ داریم  اگر
{0},}:{=  nqT n

q
  

  
0 بدیهی است که  =q qT  .q - عدد  آنالوگ از یک

 .به صورت زیر استaمثبت

.1
1=)(

q
qa

a

q 
  

  
به صورت زیر تعریف می  nکسري براي-qتابع 
 .شود

),(=)(
1

0=
sqtst i

n

i

n
q  



 

  
عدد صحیح غیر مثبت است؛    n  و براي موردي که

 :داریم
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.
1

1
=)(

0= ni

i

i

nn
q

q
t
s

q
t
s

tst







   

  
توان ثابت کرد که این تابع در روابط زیر به راحتی می
  :صادق است


qqq sqtstst )()(=).(  (I)  


qq staasat )(=).( (II)  

qq tsst )1)(().( (III)  

  
با-q  تابع که  می   q  (.)  گاما  داده  به  نشان  شود؛ 

 گرددصورت زیر محاسبه می

1,<<0,   /{0},  
)(1
)(1=)( 1

1
q

q
q q

q 







  



 

  
 که در رابطه بازگشتی زیر صادق است

0.>1,   =(1)),   (1
1=1)( 



qqq q
q





  

  
دلخواه  Τ௤:݂ تابع  → ℝ  بگیرید نظر  در  -q؛ را 

)(=)().( یفرانسیل این تابعد qtftftfdq    .است
به صورت زیر تعریف می fمشتق از تابع -qبنابراین

 شود
( )

( ) =

( ) ( )= ,  {0}.
(1 )

q
q

q

q

d f t
D f t

d t

f t f qt t
q t


 



 

  
اگر است  داریم   t=0  بدیهی  آنگاه 

(0) = (0)qD f f   که در آن  f     مشتق معمولی
 کنیماست. علاوه بر این ما تعریف میfاز تابع

.1,2,3,...)=(),  (=,  = 10 nfDDfDffD n
qq

n
qq

 
  

پذیر باشد؛ به راحتی  دیفرانسیلtدر نقطه  f  اگر تابع
.1  دتوان مشاهده کرمی ( ) = ( )q qlim D f t f t   

)q -انتگرال( )(tF  یا  aq I  تابع  ازf  به صورت زیر
  شودتعریف می

1.<<0),   ()(1=)(
0=0

qtqfqtqsdsf ii

i
q

t




  

  
شود  نامیده می  fاین سري انتگرال جکسون از تابع

معرفی شده است.   1910 در سال جکسون  که توسط
 توان نتیجه گرفتاز این تعریف می

b i i
qa

i

i i

i

f s d s b q q f bq

a q q f aq







 




=0

=0

( ) = (1 ) ( )

(1 ) ( ).
 

  
پذیر است اگر جمع  انتگرال-q شودگفته میfتابع 

مطلقاً راست  سمت  همچنین    سري  باشد.  همگرا 
 را براي عملگرهاي تعریف شده داریمخواص زیر 

q a

n n
q a q a q a

I f t f t

I f t I I f t n

0

1

( ) = ( ),   
( ) = ( ( )), ( = 1, 2, 3, ...).  

. ( ) = ( ),   

. ( ) = ( ) ( ).
q q a

q a q

D I f t f t

I D f t f t f a
 

  
 گیري جز به جز به صورت زیر استانتگرال-q  فرمول

( ) ( ) = [ ( ) ( )]

( ) ( ) .

b b
q q aa

b

q qa

u s D v s d s u s v s

v qs D u s d s




 

  
qsرويfهمچنین براي تابع پیوسته ][0,داریم 

.)(=)(
001

dttftdtf
s

q

s

q 
lim  

  
توان به راحتی نتیجه گرفت  با توجه به رابطه بالا می

اگر  باشد؛  fکه  پیوسته  نیز  انتگرال-qتابعی  پذیر 
باشد چون در این صورت انتگرال سمت راست که می

 . موجود خواهد بودانتگرال ریمن است  
اینکه فرض  با  روي   f  حال  شده  تعریف    تابعی 

(0, )b  آن در  ,0)(وb<0که  ba ثابت ي    نقطه 
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  : دلخواه باشد؛ تعاریف زیر را داریم
 

کنید  :1تعریف   -qتابعی  tf)(  و  <0فرض 
این صورتانتگرال در  باشد؛  کسري  -qپذیر  انتگرال 
مرتبه-ریمن از  تعریف يلیوویل  زیر  صورت    به 

 شودمی

௤
ோ௅ܫ௔ఈ݂(ݐ) = ଵ

Γ೜(ఈ) ∫
௧
௔ ݐ) −

  .ݏ௤݀(ݏ)௤ఈିଵ݂(ݏݍ
  

-qآنگاه      و  <0  فرض کنید.  2تعریف  
 ، توسطf  شتق کسري کاپوتو از تابعم

11( ) = ( ) ( )( ) ,
( )

tC m m
q q q qa

q

D f t t qs D f s d s
m

 


 

 
    

  
می آنتعریف  در  که  tfDm  ,)(  شود  m

q   توابعی
 .پذیر هستندانتگرال-q پیوسته و

0>1 با شرط  داریم 
1( ) = ( ) ( )( ) .

(1 )
tC

q q q qa
q

D f t t qs D f s d s 




 
    

  
ߚ,ߙ فرض کنید .1قضیه  ∈ ℝା  و)(tf تابعیq-
کسري -q گیريپذیر باشد، آنگاه انتگرالانتگرال

 : داراي خاصیت نیم گروهی زیر است

[ , ] ( )( ) = ( )( ).RL RL RL
q a t q a q aI I f t I f t     

  
ي  در یک دامنه  f  و <0فرض کنید  .2قضیه  

 آنگاهمناسب تعریف شده است،  
[ , ]

1

=

 ( )( ) = ( )

( )
( ),

( 1)

RL C
q a t q

km
q k

q
k o q

I D f t f t

t a
D f a

k

 


 


 
 

  
آن در    که  mmm , <<1     حالت براي  و 

0>>1 خاص  داریم 

[ , ] ( )( ) = ( ) ( ).RL C
q a t qI D f t f t f a 

   

فازي-qمعرفی   .3 انتگرال  -qو   مشتق کسري 
 کسري فازي 

می فرض  بخش  این  فازي fکنیمدر  مقدار  تابعی 
fqf( .است  :(  ابتدا  q-  با را  فازي  مشتق 

از از -gHاستفاده  برخی  ادامه  در  و  معرفی  تفاضل 
در  کنیم.  تعاریف مورد نیاز مربوط به آن را بیان می

کاپوتو-qانتها   کسري  و  يمشتق  انتگرال  -qفازي 
  را معرفی خواهیم کرد.  لیوویل فازي-کسري ریمن

  
دلخواه  .3تعریف   تابع  Τ௤:݂  براي  → ℝ௙،q-

 فاضل به صورت زیر استت-gHیفرانسیل توسطد

),()(=)( qtftftfd gHq
gH   

  
gHF][  بنابراین

q-   تابع از  صورت   fمشتق  این  به 
 شودتعریف می

( )
( ) =

( ) ( )
= ,  {0},

(1 )

gH
qF

q
q

gH
q

d f t
Df t

d t
f t f qt

t
q t


 



 

  
  که در آن

= { : , , } {0}n
q t t q n     � � . 

  
 همچنین داریم

[ ( ) ( )] =

[min{ ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )},
gH rf t f qt

f t r f qt r f t r f qt r



 
 

max{ ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )}],f t r f qt r f t r f qt r   
  

)  که )f t  و  ( )f qt  توابع مقدار فازي هستند. اگر
gH- وجود داشته باشد آنگاه تفاضل 

(ݐݍ)Θ݂(ݐ)݂ =  (ݐ)Θ௚ு݂(ݐݍ)݂
  

 است و شرایط براي وجود 
(ݐ)௤݂݀ܪ݃ = (ݐݍ)Θ௚ு݂(ݐ)݂ ∈ ℝ௙  
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 به صورت زیر است
( ; ) = ( ; ) ( ; ),

( ) ( ; ) = ( ; ) ( ; ),

( ; ) ( ; ),

gH
q

gH
q

gH gH
q q

d f t r f t r f qt r

case i d f t r f t r f qt r

d f t r d f t r

 
 




 

( ; ) = ( ; ) ( ; ),

( ) ( ; ) = ( ; ) ( ; ),

( ; ) ( ; ).

gH
q

gH
q

gH gH
q q

d f t r f t r f qt r

case ii d f t r f t r f qt r

d f t r d f t r

 
 




 

  
کنید  .4تعریف   Τ௤:݂  فرض  → ℝ௙  تفاضل و 

( ) ( )gHf t f qt   وجود داشته باشد؛ در اینصورت
)]([  تابعیfگوییم تابع  gHiF

q  - پذیر دیفرانسیل
 است اگر

[ ( )] = [ ( ; ), ( ; )],F
q r q qDf t D f t r D f t r  

  
)]([و gHiiF

q  - اگرپذیر است دیفرانسیل 
[ ( )] = [ ( ; ), ( ; )],F

q r q qDf t D f t r D f t r  
  

  که در آن
( ; ) ( ; )

( ; ) = , 
(1 )

( ; ) ( ; )( ; ) = .
(1 )

q

q

f t r f qt r
D f t r

q t
f t r f qt rD f t r

q t








 

  
کنید  .5تعریف   Τ௤:݂  فرض  → ℝ௙    گوییم باشد. 

gHF][  تابعیfتابع 
q-يپذیر از مرتبهدیفرانسیلn-

نقطه در  تابع  0tيام  این  وقت  هر  gHF][  است؛ 
q-

)  يیفرانسیل پذیر از مرتبه د = 1, 2,..., 1)m m n  
نوع   0t  در این اگر  بر  دیفرانسیل -gH  باشد. علاوه 

(روي نکند  تغییر  نقطه  q  پذیري  گرههیچ  اي ي 
دارد  وجود  صورت  این  در  باشد)  نداشته    وجود 

௤
ிܦ௡݂(ݐ଴) ∈ ℝ௙ طوري کهبه 

1 1
0 0

0
0

( ) ( )
( ) = .

(1 )

F n F n
q gH qF n

q

D f t D f qt
D f t

q t

 


 

کنید  .4  قضیه :(ݐ)݂  فرض  Τ௤ → ℝ௙   و
[ ( )] = [ ( ; ), ( ; )]rf t f t r f t r  گوییم fباشد. 

gHF][  تابعی
q-تنها اگر دیفرانسیل اگر و  پذیر است 

);( rtf  و  );( rtf  [0,1]  به ازاي هرr  توابعی  q

 باشند و t پذیر نسبت بهدیفرانسیل-
[ ( )] = [min{ ( ; ), ( ; )} , 

max{ ( ; ), ( ; )}]

F
q r q q

q q

Df t D f t r D f t r

D f t r D f t r
 

  
تابعی مقدار فازي باشد؛ با    f  فرض کنید  .6تعریف  

gHF][  از  3  توجه به تعریف
q-  عملگر   تعریفمشتق و

qM̂ به صورت )(=))(( tqFtFM q
 ؛ داریمˆ

).(=)(1
)()(=)()(1)(1

1 tf
tq

qtFtF
tFM

tq
gH

qgH 


 ˆ  

  
می فرمولحال  (انتگرال  -q  توانیم  فازي  انتگرال 

 جکسون فازي) را به صورت زیر بنویسیم

)),()((1
1

1=)( ttfq
M

tF
qgH

ˆ
 

  
فرض  با  صورت -a  ،q=0بنابراین  به  فازي  انتگرال 

  شودزیر تعریف می

0

0 0

[ ( )] = [ ( ) ]

= [ ( ; ) , ( ; ) ]

t

r q r

t t

q q

F t f s d s

f s r d s f s r d s


 

 

= 0

= 0

= [(1 ) ( ; ),

(1 ) ( ; )]

i i

i

i i

i

q t q f q t r

q t q f q t r












 

= 0
= ( 1 ) [ ( ) ] ,i i

r
i

q t q f q t


   

  
  در نتیجه داریم 

(ݐ)ܨ = (1− ݐ(ݍ ⊙ ∑∞௜ୀ଴ ௜ݍ   .(ݐ௜ݍ)݂⊙
 

Τ௤:݂  فرض کنید  .1  لم → ℝ௙    تابعی پیوسته باشد  
  

  صعودی
  

  نزولی 

  صعودی
  

  نزولی 
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tdtf  آنگاه q
s

t
)(

0  ازاي ,0  به  qs t    و موجود 

-qیتابع  f  پیوسته است و در حقیقت گوییم تابع
  . پذیر استانتگرال 

  
Τ௤:݂  فرض کنید  .7تعریف   → ℝ௙  یک تابعq -
برايانتگرال و  0  پذیر  1, {0}qr t   

باشیم ]  داشته  ( )] = [ ( ; ), ( ; )]rf t f t r f t r ،
لیوول فازي از مرتبه-انتگرال کسري ریمن-q  آنگاه

 2,...1,0,   يبرا  ( )f s   به صورت زیر تعریف
  .گرددمی

. 1
[ , ]

1( ) = ( ) ( ) .
( )

tF RL
q a t q qa

q

I f t t qs f s d s 




   

  
کنید  .8تعریف   fDmفرض  mF

q,    در و  پیوسته 
ام  -پذیرند، آنگاه مرتبهانتگرال-q  ،qنتیجه روي

q-  تابع مقدار فازي کسري کاپوتوي فازي از  مشتق
f )به طور خلاصه][gHFC

q -  مشتق) به صورت زیر
 شودمعرفی می

.
[ , ]

1

( )( ) = ( )( )

1= ( ) ( )( ) ,
( )

FC F RL m F m
q q a t q

t m F m
q q qa

q

D f t I D f t

t qs D f s d s
m

 








 
  

 

  
݉که در آن ∈ ℕ,݉ − 1 < ߙ ≤ ݉, ݐ > در    .  ܽ

فقط پژوهش،  gHFC][  این 
q-مرتبه از  مشتق 

1<0  فازي مقدار  تابع  براي  نظر    f  را    در 
gHFC][گیریم؛ دراین صورتمی

q - مشتق به صورت
  زیر خواهد بود

. 1
[ , ]( ) = ( )( )

1= ( ) ( )( ) ,   > .
(1 )

FC F RL F
q q a t q

t F
q q qa

q

D f t I Df t

t qs Df s d s t a

 









  

 

 
gHFC][واص مربوط بهخ .4

q-پذیري دیفرانسیل  
مشتق -qدر این بخش بعضی تعاریف را در ارتباط با  

کاپوتو و   يکسري  ریمن-qفازي  کسري  -انتگرال 

را  آنها    بیان و قضایاي اصلی مربوط به  لیوویل فازي
  کنیم. و اثبات میمطرح 

  
Τ௤:݂  فرض کنید تابع  .9  عریفت → ℝ௙  ي در نقطه

0 {0}qt    ،][gHFC
q-باشد؛  مشتق پذیر 

نقطه  f  گوییم 0  يدر  {0}qt   ،
])[( gHiFC

q -پذیر است اگرمشتق 

0

0 0

( )    [ ( )]

= ( ( ; ), ( ; )), 0 1,

FC
q r

C C
q q

i D f t

D f t r D f t r r



 



   
 

  
)]([و gHiiFC

q  -پذیر است اگرمشتق 

0

0 0

( )    [ ( )]

= ( ( ; ), ( ; )), 0 1,

FC
q r

C C
q q

ii D f t

D f t r D f t r r



 



   
 

  
 که در آنها داریم

0

0
0

( ; )

1= ( ) ( )( ; ) ,
(1 )

C
q

t

q q qa
q

D f t r

t qs D f s r d s










  

 

0

0
0

( ; )
1= ( ) ( )( ; ) .

(1 )

C
q

t

q q qa
q

D f t r

t qs D f s r d s










  

 

  
، فرمول کلی a=0  و فرض  6  حال با استفاده از تعریف

gHFC][  براي
q-به را  معرفی  مشتق  زیر    صورت 

  .کنیممی
௤
ி஼ܦ∗ఈ݂(ݐ) =  

(ଵି௤)௧
Γ೜(ଵିఈ)

∑∞௝ୀ଴ ݐ)௝ݍ −

௤ିఈ(ݐ௝ାଵݍ ⊙௤
ி   (ݐ௝ݍ)݂ܦ

= (ଵି௤)௧
Γ೜(ଵିఈ) ⊙∑∞௝ୀ଴ ݐ)௝ݍ −    ௤ିఈ(ݐ௝ାଵݍ

⊙ (
௙(௤ೕ௧)Θ೒ಹ௙(௤ೕశభ௧)

(ଵି௤)௤ೕ௧
)   

= ଵ
Γ೜(ଵିఈ)

⊙∑∞௝ୀ଴ ݐ) − ௤ିఈ(ݐ௝ାଵݍ ⊙

  .((ݐ௝ାଵݍ)Θ௚ு݂(ݐ௝ݍ)݂)
  

gHFC][براي  بنابراین
q-مشتق داریم 
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1 1

=0

1

1 ( ) [ ( ; ) ( ; ),
(1 )

( ; ) ( ; )];

j j j
q

jq

j j

t q t f q t r f q t r

f q t r f q t r






  



 
 



  

)]تابعی  fاگر  ) ]FC
q i gH- پذیر باشد. مشتق  

1 1

=0

1

1 ( ) [ ( ; ) ( ; ),
(1 )

( ; ) ( ; )];

j j j
q

jq

j j

t q t f q t r f q t r

f q t r f q t r






  



 
 



  

  
)]تابعی  fاگر  ) ]FC

q ii gH- پذیر باشد. مشتق 
  

کنید  .5قضیه   Fفرض 
q Df  و پیوسته  -qتابعی 

برايانتگرال و  باشد  0  پذیر  1, {0}qr t    
]داشته باشیم  ( )] = [ ( ; ), ( ; )]rf t f t r f t r.   در این

);(  صورت rtf  و  );( rtf  توابعیq-پذیر مشتق
اگروتنهااگر هستند  gHFC][  تابعی  f  کاپوتو 

q -
 :پذیر باشد. علاوه براین داریممشتق

[ ( )] =[min{ ( ; ), ( ; )}, 

max{ ( ; ), ( ; )}],

FC C C
q r q q

C C
q q

D f t D f t r D f t r

D f t r D f t r

  

 

  

 

 

  
)  ه در آنک ; )C

q D f t r
و  ( ; )C

q D f t r
   در تعریف

 .اندمعرفی شده2
تعریف  اثبات. به فرضیات قضیه2مطابق  توجه  با  و 

);( rtfو);( rtf  توابعی  q -هستند. مشتق پذیر 
قضیه از  استفاده  با  می4همچنین  f  گیریمنتیجه 

gHF][  تابعی
q -پذیر است. بنابراین از تعریفمشتق

gHFC][تابعی  f  گیریم کهنتیجه می  8
q -مشتق 

DfF  پذیر است. علاوه براین با جاگذاري تعریف تابع
q

  مشتق کاپوتو داریم-qدر تعریف
[ ( )]FC

q rD f t
  
1= ( ) [min{ ( ; ), ( ; )},

(1 )

max{ ( ; ), ( ; )}] ,

t

q q qa
q

q q q

t qs D f s r D f s r

D f s r D f s r d s






    

  
می طرفی  >>>1  دانیماز  qtsa  و 

0>)(1 q بنابراین 

1[ ( )] = [
(1 )

min{ ( ) ( ; ) ,

( ) ( ; ) },

FC
q r

q

t

q q qa
t

q q qa

D f t

t qs D f s r d s

t qs D f s r d s













 








1 max{ ( ) ( ; ) ,
(1 )

( ) ( ; ) }],

t

q q qa
q

t

q q qa

t qs D f s r d s

t qs D f s r d s











 







 

  
 نهایتا داریم

[ ( )] =[min{ ( ; ), ( ; )} ,

 max{ ( ; ), ( ; )}].

FC C C
q r q q

C C
q q

D f t D f t r D f t r

D f t r D f t r

  

 

  

 

 

  
اگر  .بلعکس که  است  gHFC][تابعیfبدیهی 

q -
);(  توابع8پذیر باشد، با استفاده از تعریف مشتق rtf

);( و rtf هر دو q-پذیر کاپوتو هستند مشتق.  
  

Τ௤:݂  اگر  .6  قضیه → ℝ௙   و
));(),;((=);( rtfrtfrtf  ازايه  ب

0 1, {0}qr t     تابعی q-  انتگرال پذیر
, باشد و > 0  آنگاه داریم 

( )( ; ) = ( )( ; ).F F F
q a q a q aI I f t r I f t r     

  
کنید  .اثبات )]([  تابعی  f  فرض  gHiFC

q -
 داریم1یفرانسیل پذیر باشد، با استفاده از قضیهد

. .( )( ; )

= ( ( )( ; ), ( )( ; ))

F RL F RL
q a q a

q a q a q a q a

I I f t r

I I f t r I I f t r

 

   
 

.

= ( ( ; ), ( ; ))

= ( )( ; ).
q a q a

F RL
q a

I f t r I f t r

I f t r

   

 

 


 

  
که زمانی  )]([  تابعی  f  اثبات  gHiiFC

q -
  .یفرانسیل پذیر باشد، مشابه استد
  

Τ௤:݂ فرض کنید .7قضیه  → ℝ௙  تابعی مقدار
 .باشد qفازي روي
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(I)  ابعت  f نقطه 0  يدر  {0}qt    تابعی
])[( gHiF

q -در دیفرانسیل اگروتنهااگر  است  پذیر 
)]([همان نقطه gHiFC

q  -د.پذیر باشدیفرانسیل 
(II)  تابع  f  نقطه 0  ي در  {0}qt    تابعی

])[( gHiiF
q - دیفرانسیل پذیر است اگروتنهااگر در

)]([همان نقطه gHiiFC
q -د.پذیر باشدیفرانسیل 

بخش  اثبات. کنید  (I)  براي  فرض  در  f  قضیه 
)]([یتابع  0t  ينقطه gHiF

q -  پذیر دیفرانسیل 
  داریم2و4است، طبق تعاریف

. 1
0 0

0
0

[ ( )] =[ ( )( )]
1= ( ) [ ( ; ), ( ; )] ,

(1 )

FC F RL F
q r q a q r

t

q q q qa
q

D f t I Df t

t qs D f s r D f s r d s

 









  

 

  

1)(  هاياز طرف دیگر عبارت
1
q

  و  qqst )( 0

)1<< 0  qtsa 0 و< tqssqs (  همواره
 مثبت هستند، بنابراین

0
0

0
0

1= ( ) ( ; ) ,
(1 )

1 ( ) ( ; )
(1 )

t

q q qa
q

t

q q qa
q

t qs D f s r d s

t qs D f s r d s
















 


 
  





 

  
  در نتیجه

0

0 0

[ ( )]

= [ ( ; ), ( ; )],    0 1.

FC
q r

C C
q q

D f t

D f t r D f t r r



 



   
 

  
تعریف  بلعکس. از  استفاده  با  8با  است.  راست  سر 

قضیه    (II)  توان ثابت کرد که بخش اي میروند مشابه
  . نیز برقرار است

 
کنید  .10تعریف Τ௤:݂  فرض  → ℝ௙   مقدار تابعی 

روي نقطه  q  فازي  0  يباشد.  {0}qt      را
نقطه گرهیک  برايي  gHFC][  اي 

q-ل  دیفرانسی
   نقاط  0t  از  V  گویند، اگر در هر همسایگی  fپذیري

  

201 << ttt طوري کهچنان وجود داشته باشد به 
نقطه  f  تابع  :(I)نوع   تابعی   1t  يدر 

])[( gHiFC
q -نسیل پذیر است درحالی که در  دیفرا

)]([ نقطه همان gHiiFC
q - دیفرانسیل پذیر نیست

)]([ تابعی  2t  يو در نقطه gHiiFC
q -   دیفرانسیل

)]([  پذیر است درحالی که در همان نقطه gHiFC
q 

 پذیر نیست یادیفرانسیل-
نقطه  f  تابع  :(II)نوع   تابعی   1t  يدر 

])[( gHiiFC
q -که  نسیلدیفرا درحالی  است  پذیر 

همان )]([نقطه  در  gHiFC
q -پذیر دیفرانسیل

نقطهنیست   در  )]([  تابعی  2t  ي و  gHiFC
q -

است  یفرانسیلد نقطهپذیر  همان  در  که  درحالی 
])[( gHiiFC

q -پذیر نیستدیفرانسیل .  
  

Τ௤:݂ فرض کنید .8قضیه  → ℝ௙   تابع مقدار
 ؛است q فازي روي

(I)  0  اگر {0}qt     اي برايیک نقطه ي گره-
q پذیري تابعدیفرانسیلf از نوع (I) 0 باشد آنگاهt

پذیري دیفرانسیل-q اي براي کاپوتوي گرهیک نقطه
 . است  (I) از نوع fتابع 
(II) 0اگر  {0}qt    نقطه -براياي  گرهي  یک 

q  پذیري تابعدیفرانسیلf   از نوع  (II)  باشد آنگاه
0t  نقطه گرهیک  کاپوتوي  براي    دیفرانسیل-q  اي 

  . است (II) از نوع fپذیري تابع
اثبات بدیهی    10و تعریف 7استفاده از قضیهبا    اثبات.

  . است
 

Τ௤:݂   فرض کنید  .2لم   → ℝ௙  تابعی پیوسته باشد
],[)(  آنگاه

. tfI ta
RLF

q
  0>1به ازاي   و  qt 

-q  تابعی  fحقیقت گوییم تابعموجود است و در  
  . لیوویل فازي است-پذیر کسري ریمنانتگرال
به    اثبات. توجه  تابع انتگرال -qو1لم  با  پذیري 

می اینکه  و  فازي  حالت  در  تابعپیوسته  و  fدانیم 
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0>)( 1 
qqst  پیوسته دو  حاصل  هر  بنابراین  اند، 

بود؛ بدیهی است   تابعی پیوسته خواهد  نیز  ضربشان 
ریمن-q  که کسري  موجود -انتگرال  فازي  لیوویل 

  . است
  

Τ௤:݂  فرض کنید  .3لم → ℝ௙    تابعی پیوسته باشد
],[)(  آنگاه

. tfI ta
RLF

q
   ازاي به  پیوسته  تابعی 

1<0 و qt است .  
پیوسته    اثبات. مورد  در  که  توضیحاتی  به  توجه  با 

به مربوط  تعریف  در  موجود  توابع  بودن 
)(],[

. tfI ta
RLF

q
  لم که   2در  است  بدیهی  دادیم؛ 

)(],[
. tfI ta
RLF

q
 تابعی پیوسته خواهد بود .  

  
تابعی مقدارفازي و پیوسته باشد    f  فرض کنید  .4لم

 لیوویل فازي زیر-هاي کسري ریمنانتگرال- qآنگاه
.

[ , ] 11
. .

[ , ] [ , ] 12 1

( ),

 ( )( )),...,

F RL
q a t rr

F RL F RL
q a t q a t rr r

I f t

I I f t



 



 

 

. . .
[ , ] [ , ] [ , ]1 2

.
[ , ] 11

( ...(

( )( ))...),

F RL F RL F RL
q a t q a t q a tr

F RL
q a t rr

I I I

I f t

  







 

  
0>1براي 1ترتیب درهمگی به 2, , ,r rt t t  

که هستند  پیوسته  1تابعی  2, , ,r rt t t a      و
  . qهمگی عضو

انتگرال  اثبات. تعداد  روي  استقراء  کسري  به  هاي 
  کنیم.  لیوویل فازي اثبات می-ریمن

فرض کنید براي تابع مقدار پیوسته   فرض استقراء:
فازي توابع fو   ،q-ریمن کسري  لیوویل  -انتگرال 

  فازي
)( 1]1,[

.
 rrta

RLF
q tfI  

  و
. . .

[ , ] [ , ] [ , ]1 2
.

[ , ] 11

( ...(

( )( ))...)

F RL F RL F RL
q a t q a t q a tr

F RL
q a t rr

I I I

I f t

  







 

))(r-کنیم اگرتوابعی پیوسته هستند؛ ثابت می  )بار-
1)( r فازي تابع  از  ریمنfبار  کسري  - انتگرال 

یوویل فازي بگیریم تابع حاصل پیوسته خواهد بود.  ل
استقراء   فرض  از  استفاده  کسري  - qتابعبا  انتگرال 

از -ریمن بعد  فازي  انتگرال- r)(لیوویل  گیري  بار 
کسري، تابعی پیوسته است در نتیجه اگر از این تابع  

لیوویل فازي بگیریم  -انتگرال کسري ریمن-qپیوسته
)(1که  r-لم به  توجه  با  و  شد  خواهد  تابع  3بار 

تابع   از  که  بار  هر  واقع  در  است.  پیوسته  حاصل 
لیوویل فازي  -انتگرال کسري ریمن-f  ،qي پیوسته

حاصل ثابت    بگیریم  حکم  و  است  پیوسته  تابعی 
   .گرددمی
 

کنید   .5لم   Τ௤:݂  فرض  → ℝ௙  مقدارفازي ت ابعی 
و F  باشد 

q Df  براي اینصورت  در  باشد؛  پیوسته 
0 qt  0>1 و  داریم 

.
[ , ]( )( ) = ( ) ( ).F RL gH

q a t q gHI D f t f t f a 
   

 
و همچنین    8  و تعریف6با استفاده از قضیه  اثبات.

 توان نتیجه گرفتمفاهیم بخش قبل، می
.

[ , ]

. . 1
[ , ] [ , ]

( )( )

= ( ( )( ))

= ( ) .

F RL FC
q a t q

F RL F RL F
q a t q a t q

Ft

qa q

I D f t

I I Df t

Df s d s

 

 







 

  
)]([  تابعی  f  کنیم کهحال فرض می gHiFC

q  -
0)(1  دیفرانسیل پذیر باشد  r  با استفاده از قضیه

 داریم 7
.

[ , ][ ( )( )]

= [ ( ; ) , ( ; ) ]

F RL FC
q a t q r

t t

q q q qa a

I D f t

D f s r d s D f s r d s

 


 
 

0= [ ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )]

= [ ( ) ( )] .r

f t r f a r f t r f t r

f t f a

 


 

  
)]([ -و براي gHiiFC

q  پذیري، داریمدیفرانسیل 
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.
[ , ][ ( )( )]

= [ ( ; ) , ( ; ) ]

F RL FC
q a t q r

t t

q q q qa a

I D f t

D f s r d s D f s r d s

 


 
 

= [ ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )]

= [( 1) ( ( ) ( ; ))] ,r

f t r f a r f t r f a r

f a f t r

 

 �
 

  
  . که در واقع لم اثبات شد

  
Τ௤:݂  فرض کنید . 9قضیه  → ℝ௙  تابعی  ][gHF

q-
دیفرانسیل دیفرانسیل نوع  که  بطوري  است    پذیر 

در آن  نمیqپذیري  ازايکند  تغییر  به  آنگاه 
qs  داریم 

(I)  اگر)(tf تابعی ])[( gHiFC
q  -پذیر  دیفرانسیل

آنگاه )(باشد  gHi
FC
q fD 

  ،q-کسري  انتگرال پذیر 
 است وqلیوویل فازي روي-ریمن

.
[ , ]( ) = ( )  ( )( ).F RL FC

q a t q i gHf t f a I D f t 
   

 
(II)  اگر  )(tf  تابعی  ])[( gHiiFC

q -دیفرانسیل  
آنگاه باشد  ))((پذیر  tfD gHii

FC
q 

  ،q-پذیر  انتگرال
 است وqلیوویل فازي روي-کسري ریمن

.
[ , ]( ) = ( ) ( 1)

( )( ).

F RL
q a t

FC
q ii gH

f a f t I

D f t




 

   

  
  .بدیهی است 5لم  بنا به .اثبات

  
Τ௤:݂  دکنی  فرض  .6  مل → ℝ௙  تابعی  ][gHFC

q-
∗ܦܥܨ  و  باشد   پذیر  یفرانسیلد

(ݐ)ܪ݂݃ߙ ∈
براي  (ℝ݂,[ܾ,ܽ])ܥ 10  آنگاه   r1,<0 

 داریم
.

[ , ] .

.
[ , ] .

( )( )

= ( 1) ( )( ).

F RL FC
q t a q i gH

F RL FC
q a t q ii gH

I D f t

I D f t

 

 



 
 

  
بودن  اثبات. پیوسته  فرض  .  با  ( )FC

q i gHD f t
    

  

کهنتیجه می ریمن-qگیریم  کسري  پذیر  - انتگرال 
 است بنابراین q یوویل فازي رويل

.
[ , ] .

. .
[ , ] [ , ] 0

[ ( )( )]

= ( )( ; ), ( )( ; ) ,

F RL FC
q t a q i gH r

F RL F RL
q t a q q t a q

I D f t

I D f t r I D f t r

 

   



   
 

  
 عبارت بالا برابر است با 5 لمحال بنا به 

)2(   = ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )

= [ ( ) ( )] ,r

f a r f t r f a r f t r

f a f t

   


  

  
)از طرفی چون )F

q ii gHDf t،q-  انتگرال پذیر است؛
  داریم

.
[ , ]

. .
[ , ] [ , ]

[ ( )( )]

= ( )( ; ), ( )( ; )

F RL F
q a t q ii gH r

F RL F RL
q a t q q a t q

I Df t

I D f t r I D f t r



   



   
  

)3  (
 0

= ( ; ) ( ; ), ( ; ) ( ; )

= ( 1) ( ( ) ( )) ,
r

f t r f a r f t r f a r

f t f t

   
 �

  

  
  .شودلم ثابت می )3( و )2( با توجه به

  
fq  فرض کنید  .01  قضیه

FC fD   :  و براي
= 1, ,j n داشته باشیم  

௤
ி஼ܦ∗

௝ఈ݂ ∈ Τ௤)ܥ ,ℝ௙) با qt   
 

(I) براي =  اگر  1, ,j n  توابع  fD jFC
q




)]([همگی gHiFC
q  -پذیر باشند و نوع  دیفرانسیل

 تغییر نکند آنگاهqپذیري آنها رويدیفرانسیل
( 1) ( 1)

. ( )
[ , ]

( ) = ( )

 ( )( ).

FC j FC j
q i gH q i gH

F RL FC j
q a t q i gH

D f t D f a

I D f t

 

 

 
   

 
 

 
(II) اگر براي  = 1, ,j n  ،fD jFC

q


ها همگی 
])[( gHiiFC

q  -نوع  دیفرانسیل و  باشند  پذیر 
 تغییر نکند آنگاهqپذیري آنها رويدیفرانسیل

( 1) ( 1)

. ( )
[ , ]

( ) = ( )

 ( )( ).

FC j FC j
q ii gH q ii gH

F RL FC j
q a t q ii gH

D f t D f a

I D f t

 

 

 
   

 
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III)(  براي کنید  =k  ،12  فرض  kj،
fD jFC

q


همگی    ها])[( gHiF
q -پذیر دیفرانسیل

و k  ،kj  و  tf)(  باشند  2=  ،fD jFC
q


 ها

])[( gHiiF
q -بنابرایندیفرانسیل باشند  اگر    پذیر 

j زوج باشد 
( 1) ( 1)

. ( )
[ , ]

( ) = ( )

( 1) ( )( ).

FC j FC j
q i gH q i gH

F RL FC j
q a t q ii gH

D f t D f a

I D f t

 

 

 
   

  
 

 
(IV)  برا ف کنید  =12  يرض  kj  ،k  و  

fD jFC
q


توابعی    ها ))]([(همگی  gHiiF

q -
ودیفرانسیل هستند  tf،fD)(پذیر  jFC

q


براي ها 
kj 2=  ،k  ،])[( gHiF

q -پذیر دیفرانسیل
  زوج باشد jاگر باشند آنگاه

( 1) ( 1)

. ( )
[ , ]

( ) = ( )

( 1) ( )( ).

FC j FC j
q ii gH q ii gH

F RL FC j
q a t q i gH

D f t D f a

I D f t

 

 

 
   

  
 

  
براي  اثبات. اینکه  فرض  j,...,1=  با  n   داریم  

௤
ி஼ܦ∗

(௝)ఈ݂ ∈ Τ௤)ܥ ,ℝ௙) می گیریم نتیجه 
fD jFC

q
)(

 توابعی در  انتگرال-qها  هستند؛  پذیر 
)(وI)(  اینجا فقط قسمت III کنیم قضیه را ثابت می

  .ها مشابه این دو، اثبات خواهند شدو دیگر قسمت
(II)  با توجه به فرض قسمت)(II  ،gH

jFC
q fD )(

  ،
براي =  ها  1, ,j n  همگی  ])[( gHiiFC

q -
 پذیر هستند. بنابراین داریمیفرانسیلد

. ( )
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 گیرينتیجه .5
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نهی کوانتمی از  ی یک برهممقادیر صفر، یک و یا حت
گیرد. بنابراین دودویی نیست پس  می این دو را در بر

از چارچوب   به  تبعیت نمی»بولیمنطق«دیگر  کند و 
چارچوب از  آن  کوانتومی«جاي  پیروي  »  منطق 

کوانتمی  می کامپیوترهاي  ساخت  صورت  در  کند. 
بزرگ، این کامپیوترها قادر خواهند بود مسائلی را که  

آنپیوتر کام براي حل  کنونی  و هاي  زمان  به  نیاز  ها 
تر ي کمي زیادي دارند با صرف زمان و هزینهحافظه

نمایی سریع به دلیل اهمیت    . تر) حل کنند(به طور 
معرفی حساب   به  پژوهش  این  در  کوانتومی  حساب 
کسري کوانتوم فازي و تعاریف و قضایاي مهم مربوط  

بعدي به معرفی تیلور    به آن پرداخته ایم. در کارهاي
معادلات  حل  در  آن  کاربردهاي  و  فازي  کوانتومی 

  دیفرانسیل کوانتومی فازي خواهیم پرداخت. 
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