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  مقدمه -1
هاي ریاضیات  بندي یکی از اهداف در تمام شاخهرده

جایی  پیوند در هندسه جبري و جبر جابه  است. نظریه
ابزارهاي پیشرفته در این زمینه است. اوّلین   یکی از 

نوتر براي   1882هافمن و در سال  1870سال بار در 
گرفته بندي خمرده کار  به  را  پیوند  نظریه  در  ها  اند. 

[  1974سال   اسپیرو  و  این  1پسکین  به  ]  را  نظریه 
آل  شود که دو ایده اند. گفته می زبان جبري بیان کرده

با هم پیوند ܴ   مکالی-کوهن در حلقه موضعی و  ܬو    ܫ
دقی رشته  هرگاه  چون  دارند،  آن  αق  ها دراشتراك 

ܬموجود باشد که  = :ߙ ܫو   ܫ = :ߙ  .ܬ
سال   ایس2000در  و  یوشینو   ،] پیوند 2اگاوا   [

هاي گرنشتاین مکالی را روي حلقه-هاي کوهن مدول
کردند. بررسی  و  مدول    تعریف  دو  گفتند:  افراد  این 

آل  با هم پیوند دارند اگر ایده   ܰو    ܯمکالی  -کوهن
وجود داشته    ܰ݊݊ܣ∩ܯ݊݊ܣدر    ܥ  2تقاطع کامل

ೃ݉݋ܪ باشد که،
಴
ቀܯ, ோ

஼
ቁ ≅ Ωೃ

಴
،  2004در سال    ܰ

استروکر   و  پیوند   ]3[مارتسینکوفسکی  مفهوم 
پیوند مدول تعریف  منظور  به  و  کردند  معرفی  را  ها 
زيمدول عملگر سی  دو  ترکیب  ترانهاده   ها،  و  جی 

λ = Ωܶرا معرفی کردند و ایشان نشان دادند که    ݎ
اگر    ܰو    ܯمدول   فقط  و  اگر  دارند  پیوند  هم  با 

 λܰ = ܯλو    ܯ = راستا    ܰ این  در  باشد. 
هاي پیوند با فرض گرنشتاین بودن  خصوصیات مدول
  حلقه بررسی شد. 

را   ܰو    ܯ] پیوند دو مدول  4ناگل [  2005در سال  
در حلقه گرنشتاین    ܥنسبت به مدول شبه گرنشتاین  

معرفی کرد و این مفهوم همه مفاهیم گذشته را در  ܴ 
  هاي اخیرافراد در سال   ].20-3، تبصره  9بر می گرفت[

مدول پیوند  جنبهزیادي  از  را  مورد ها  مختلف  هاي 
 5و    6وان به مراجع [تاند، از جمله میمطالعه قرارداده 

  ره کرد. اشا]  8و 7و 
  ها با دو هدف مورد توجه بوده  کار روي پیوند مدول

  

 
2 Complete Intersection 

این اولا  پیوند  هایمدولکه کلاس    است،  باهم  ی که 
وسیعد ثاارند  و  شود  از  تر  بیشتري  خصوصیات  نیا 

  ها تحت پیوند حفظ شود. مدول
پیوند    ] با الهام از مقاله ناگل9نویسندگان در مقاله [

انعکاسی تعریف   n-هاي  دو مدول را براساس مورفیسم
این افراد شرط گرنشتاین بودن حلقه را حذف    کردند.

خ از  نیاز  کردند و در بررسی بعضی  واص در صورت 
مکالی را جایگزین کردند. به علاوه  -حلقه هاي کوهن

جاي   ناگل،   هايمدولبه  مقاله  در  گرنشتاین  شبه 
  دادند.   ا نعکاسی را قرار -݊هاي مدول

این   است  مدولبدیهی  پیوند  از  جدید  ها مفهوم 
مدول پیوند  و   هايمفاهیم  مارتسینکوفسکی  ناگل، 

  پوشاند.می استروکر را
ی است که  هایمدولهدف از این مقاله تعمیم خواص 

به   دارند  پیوند  افقی  طور  کههایمدولبه  توسط   ی 
  انعکاسی پیوند دارند.  - ݊ هايمدول

تقسیم می بخش    شود. درمقاله حاضر به سه بخش 
دوم ، برخی از مفاهیم و تعاریف و همچنین برخی از  

کنیم.  مقاله مورد نیاز است را بیان می  نتایج که در این
بررسی   و  مطالعه  به  سوم،  بخش  که هایمدولدر  ی 

دارند    -௄ܩهاي  مدول   -ܴتوسط   پیوند  کامل 
  پردازیم. می

براي  ه  ب مولد    مدول  -ܴویژه،  درجه    ܯمتناهی 
ارتباط    ெݎکاهشی   و  تعریف  مدول  را  باعمق  را  آن 

بعضی از نتایج    کنیم.، بررسی میܰ،پیوند داده شده
 این بخش قضایاي زیر است: 

  
 -௄ܩ  هايمدول  کاتگوري  ௡ࣲفرض کنید  .1-1  قضیه

نسبت    ܰو    ܯ  هايمدولاست. اگر    n  کامل ازدرجه
  آنگاه  پیوند داشته باشند.  ௡ࣲبه 

ୖݐݔܧோݏݏܣ
௥ಾ(ܭ,ܯ) =  

൜
ܲ ∈ ℎݐ݌݁݀|(ܴ)ܿ݁݌ܵ ௉ܰ =
ெݎ − ௄ುܩ,݊ − ௉ܯ݉݅݀ > ݊ൠ  

௠ܪݐݐܣ
௖ௗ೘(ெ)(ܯ) =  
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൜
ܲ ∈ ℎݐ݌݁݀|(ܴ)ܿ݁݌ݏ ௉ܰ =

ܯ݉݅݀ − ܿ݀௠(ܯ),ܩ௄ು − ௉ܯ݉݅݀ > ݊ൠ  
 

کنیم    .2-1قضیه    هايمدول کاتگوري    ௡ࣲفرض 
 ܰو    ܯ  هايمدول است. اگر    n  کامل ازدرجه  -௄ܩ

به   باشند   ௡ࣲنسبت  داشته   - ܴیک   و ܯ    پیوند 
 صورت باشد در آن کامل کاهشی  -௄ܩمدول 

ெݎ  − ݊ + ௄ܩ) − ݀݅݉ܰ) = ௄ܩ −
ݐݔܧ݉݅݀ ோ(ܭ,ܯ)

௥ಾ   
  

مقاله  این  جابه   نشاندهنده  R   در سراسر  یک حلقه 
و   ناصفر  همانی  عضو  با  نوتري  و   ܰو    ܯجایی 

 -ܴکاتگوري    (ܴ)ܥاند.  با تولید متناهی  یهایمدول
و  مدول متناهی  تولید  با  شبه   -ܴیک    ܭها  مدول 

است. این    دوگانی  در  نشده  تعریف  مفاهیم  و  علائم 
 است.  ]11،  9 ،4هاي [] و مقاله10مقاله از کتاب [

 
 پیش نیازها  -2

تایجی که در  در این بخش مفاهیم و اصطلاحات و ن 
نیاز است را بیان می فرض    کنیم.سراسر مقاله مورد 

⟶⋯کنیم   ௜ܲ
ఋ೔→⋯

ఋమ→ 1ܲ
ఋభ→ 0ܲ

ఋ0→ܯ ⟶ 0  
از   پروژکتیو  تصویر    ܯمدول    -ܴتحلیل   ௜ߜباشد. 

݅(براي هر  >  ܯامین سی زي جی مدول    -݅) را   0
 . دهیمنمایش می ܯΩ௜گوئیم و آن را به  می
  

یک  1-2تعریف   دوگانی    ܭمدول    -ܴ.  شبه  را 
اگر  می ܴگوییم،  ≅ هر    (ܭ,ܭ)ோ݉݋ܪ براي  و 

ோ௜ݐݔܧ (ܭ,ܭ) = 0 ، ݅ > مدول.  0 وسط ت  هااین 
] گلد  و  اند.13و12فاکسبی  شده  مطالعه  بدیهی    ] 

مدول شبه دوگانی است.اگر   –  ܴیک   ܴحلقه    ،است
مدول   مکالی   -کوهن  ܴحلقه   باشد    ோ߱دوگانی    با 
ோ߱  آنگاه   شبه دوگانی است. مدول –  ܴیک 

  
نسبت    ܯمدول  .  2-2تعریف   کامل  انعکاسی  را 

 :گوییم اگرمیܭ به
ܯ ≅   (ܭ,(ܭ,ܯ)ோ݉݋ܪ)ோ݉݋ܪ

݅براي هر   > 0 ،  
ோ௜ݐݔܧ (ܭ,(ܭ,ܯ)ோ݉݋ܪ) = 0 =
ோ௜ݐݔܧ   (ܭ,ܯ)

  
را به    ܭ انعکاس کامل نسبت به  هايمدولمجموعه  

از    -௄ܩیک    دهیم.می  نشان(ܴ)௄ܩ شکل   تحلیل 
مولد  -ܴ متناهی  یک  ܯ  مدول  از  است  عبارت   ،

مدول از  به  همبافت  متعلق  ⟶⋯  ،  (ܴ)௄ܩهاي 
G୧ ⟶⋯⟶ Gଵ ⟶ G଴ ⟶ به طوري که این   0

݅همبافت براي هر   > دقیق و صفرامین    ௜ܩدر    ،  0
تحلیل فوق    باشد.می  ܯهمولوژي این همبافت برابر  

௡ܩشود، هرگاه  نامیده می  ݊از طول  ≠ و براي هر    0
݅ > ௜ܩ.،  ݊ = بعد  ܯمدول    -ܴگوییم    0 -௄ܩ، 

می و  دارد  متناهی      نویسیم گرنشتاین 
௄ܩ − ܯ݉݅݀ < یک  ∞ هرگاه  با    -௄ܩ،  تحلیل 

  طول متناهی داشته باشد. 
دوگانی   شبه  مدول  موضعی  ܭیک  حلقه  ،  ܴ  روي 

هر   اگر  فقط  و  اگر  است  متناهی   -ܴدوگانی  مدول 
  ]. 3-1، گزاره  14[باشدمتناهی  بعد    ௄ܩ−  مولد داراي 

  
کنیم3-2تبصره فرض  شبه   -ܴیک    ܭ  .  مدول 

اگر باشد.  ⟶⋯  دوگانی  1ܲ
ఋ1→ 0ܲ

ఋ0→ܯ⟶ 0 
از   پروژکتیو  تحلیل  آنگاه   ܯمدول    -ܴیک  باشد. 

1ߜݎ݁݇݋ܿبرابر    ،ܯ௄ݎܶ،  ܭ نسبت به  ܯ  ترانهاده
∇ 

∇(−)آن  شود، که درتعریف می =   . (ܭ,−)ோ݉݋ܪ
  در رشته دقیق زیر صدق   ܭ نسبت به ܯ ترانهاده

  ) 1-3-2( کند.می
0 ∇ܯ⟶ ⟶ 0ܲ

∇ ⟶ 1ܲ
∇ ⟶ ⟶ܯ௄ݎܶ 0    

  
  ) 2-3-2(قیق رشته ،ܯ مدول -ܴهر  براي و

ோ1ݐݔܧ →0 (ܭ,ܯ௄ݎܶ) → ܯ → ∇∇ܯ →
ோ2ݐݔܧ (ܭ,ܯ௄ݎܶ) → 0         

  
گزاره  12[دارد    وجود ا  .]1  -3،  که  زیر  آن    زقضیه 

  ثابت شده است.   ]13استفاده خواهیم کرد در مرجع [
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مدول   -ܴ یک   ܭمدول و    -ܴیک    ܯاگر    .4-2قضیه
  هاي زیر برقرار هستند.شبه دوگانی باشد. گزاره

௄ܩ   الف) − ܯ݉݅݀ =   اگر و فقط اگر   0
௄ܩ − ܯ௄ݎܶ݉݅݀ = 0  

  
௄ܩب) اگر − ܯ݉݅݀ <  این صورت در ∞

௄ܩ − ܯ݉݅݀ = sup൛݅|ݐݔܧோ௜ (ܭ,ܯ) ≠ 0ൟ  
  

اگر   و    ܴت)  باشد  ௄ܩموضعی  − متناهی    ܯ݉݅݀
  باشد در این صورت

௄ܩ − ܯ݉݅݀ + ܯℎݐ݌݁݀ =   .ℎܴݐ݌݁݀
 

⟶ܺ⟶0اگر رشته    .5-2گزاره   ܻ ⟶ ܼ ⟶ 0 
ℎܼݐ݌݁݀دقیق باشد و   <   آنگاه ℎܻݐ݌݁݀

ℎܺݐ݌݁݀ = ℎܼݐ݌݁݀ + 1.  
  

  شود. ثابت می  ]9-2-1، گزاره15با استفاده از[  ن:برها
 

یک عدد   n، ]: فرض کنیم4-2، گزاره5[ .6-2قضیه
௄ܩصحیح مثبت باشد،   − ܯ݉݅݀ < آنگاه گزاره  ∞

  هاي زیر هم ارزند:
  به ازاي هر -الف

ோ௜ݐݔܧ  ,ܯ௄ݎܶ) (ܭ = 0,     1 ≤ ݅ ≤ ݊ 
 

   ،Rحلقه  در ܲ آل اول ایدهازاي هر به  -ب
௉ܯℎோುݐ݌݁݀ ≥   {ℎܴ௉ݐ݌݁݀,݊}݊݅݉
 

௄ܩ  الف شرط  ⟶ب    براي اثبات − ܯ݉݅݀ < ∞  
  لازم نیست.

  
نامیده    3خالص درجه  ܯمدول    -ܴیک    :7-2تعریف

هرمی براي  اگر  ܲ  شود  ∈  ،(ܯ)ݏݏܣ
(ܯ)݁݀ܽݎ݃ =   .ℎ(ܴ௉)ݐ݌݁݀

  
    مدول از درجه   -ܴیک    ܯفرض کنیم    :8-2گزاره  

  

 
3 Grade Unmixed 

مدول خالص   -ܴیک    (ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧباشد، آنگاه    ݊
  . ]7 -2، لم 4است [ ݊درجه از درجه  

 
مدول   -ܴک  ی  ܭفرض کنیم    .9  -2تعریف و تبصره

باشد.    nاز درجه    مدول  -ܴیک    ܯ  شبه دوگانی و
مدول  ܯ مدول  ،–n    به نسبت  نامیده    ܭانعکاسی 

   گاه همریختی طبیعیشود، هرمی

ܯ
ఎ಼
ೃ(ெ)
ሱ⎯⎯⎯ሮ   (ܭ,(ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௡ݐݔܧ

  
مدول چنین  مجموعه  باشد.  را  یکریختی  هایی 

݁ݎ به ௡݂(ܭ) دهیم.نشان می    
݁ݎزیر کاتگوري  ௡݂(ܭ) ⊇ ࣲ௡  را یک زیر کاتگوري

 ازاي هر نامیم هرگاه به  می  ܭانعکاسی نسبت به    -݊
ܯ ∈ ࣲ௡،  ݐݔܧோ௡(ܭ,ܯ) ∈ ࣲ௡ .  

ܺ:φهمومورفیسم پوشا    -ܴمجموعه همه   → به    ،ܯ
که   ܺطوري  ∈ ࣲ௡    ܯ  و ∈  و (ܴ)ܥ

(ܯ)݁݀ܽݎ݃ = به  (ܺ)݁݀ܽݎ݃  (௡ࣲ)݅݌ܧ   را 
می اگر  دهیم.نمایش  صورت  این  ܺ    و  در  ∈ ࣲ௡ 

߮ ∈ که    با توجه به این  بگیریم.  را در نظر  (௡ࣲ)݅݌ܧ
  است، رشته دقیق   ݊از درجه   ߮ݎ݁݇

0 → ߮ݎ݁݇
ఈ
→ ܺ → ݅݉߮⟶  0   )1-9-2(            

  
 ) 2-9-2(رشته دقیق طولانی 

(ܭ,߮݉݅)ோ௡ݐݔܧ ⟶0 → (ܭ,ܺ)ோ௡ݐݔܧ
ట
→ (ܭ,߮ݎ݁݇)ோ௡ݐݔܧ → (ܭ,߮݉݅)ோ௡ା1ݐݔܧ →
(ܭ,ܺ)ோ௡ା1ݐݔܧ →    (ܭ,߮ݎ݁݇)ோ௡ାଵݐݔܧ

  
  دهد. بنابراین قضیه زیر را داریم، را نتیجه می

  
یک زیر   χ. فرض کنیم  ]5-3قضیه    ،9[  :10-2قضیه

به  -݊کاتگوري   نسبت  و    ܭانعکاسی    است 
߮ ∈ ߮ݎ݁݇که    طوريه  ب  (߯)݅݌ܧ ≠ . به علاوه  0

می ψکنیم  فرض  = ௄௡ܮ گزاره .(߮) زیر  آنگاه  هاي 
  :برقرار هستند
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∋  -الف ௄௡ܮ (χ)݅݌ܧ (߮) ،  
௄௡ܮ݉݅ -ب   ، است n خالص درجه از درجه (߮)
باشد،  (߮ ݉݅)௄ோߟاگر    -ت یک  به   آنگاه  یک 

ker߮ ≅ ௄ܮ݉݅)ோ௡ݐݔܧ 
௡(߮),ܭ) ،  

(߮ ݉݅)௄ோߟ ݉݅  -پ ≅ ௄௡ܮ݉݅ ௄௡ܮ) (߮))   
  

یک   ௡ࣲ  فرض کنیم  ].8  -3، تعریف  9[  11-2تعریف  
کاتگور به–n  يزیر  نسبت  ߰,߮  و  ܭ  انعکاسی  ∈
   است. (௡߯)݅݌ܧ

همریختیگوی -الف پوشا  یم  و   هم  ߰,߮هاي  ارزند 
߮نویسیم  می ≡ یکریختی،  ߰   βو    αهاي  هرگاه 

  است.جایی  جابه زیر  نمودارطوري که  موجود باشند به

ܺ      
ఝ
→ ܯ

   ↓ ↓            ߚ ߙ

ܻ       
ట
→ ܰ

   

 
توسط  ௡߯نسبت به  ܰ,ܯ  مدول  -ܴیم دو ب) گوی
 صدق کنند:  شرایط زیرگاه درپیوند دارند هر ߰,߮

≅ ܯ ݅݉߮,            ܰ ≅ ݅݉߰   
߰ ≡ ௄௡ܮ (߮),      φ ≡ ௄௡ܮ  (߰)    

 
گاه  پیوند دارد هر  φتوسط   ܯگوییم    به عبارت دیگر،
≅ ܯ ௄௡ܮ)و ߮݉݅ ܯ  ((߮) ≅ ௄ܮ݉݅

௡.  
  

نتیجه  9[  12-2لم   کنیم  ].9- 3،  زیر   χ  فرض  یک 
به  -n  کاتگوري نسبت   -ܴیک    ܯو    ܭانعکاسی 

همو    باشد.  مدول یک  هرگاه  به  یک  غیر  مورفیسم 
߮ ∈ شرط    (߯)݅݌ܧ ≅ ܯدر  کند،    صدق  ߮݉݅

  زیر هم ارزند: هايآنگاه گزاره 
  . پیوند دارد φتوسط  ܯ  -الف
  یک به یک است.  (ܯ)௄ோߟ  -ب
(ܭ,ܯ௄Ω௡ݎܶ)ோ௡ାଵݐݔܧ. -ت = 0  
  

  . 13-2دادتبصره و قرار 
یک    ௡߯و    مدول شبه دوگانی  -ܴیک    ܭفرض کنیم  

است. به علاوه   ܭانعکاسی نسبت به  -nیرکاتگوري  ز

پیوند   ௡߯نسبت به    ܰو   ܯ مدول    -ܴنیم  کفرض  
   دارند.

تبصره   و  تعریف  به  توجه  ،  10-2  قضیهو    9-2با 
(ܯ) ݁݀ܽݎ݃ = (ܰ) ݁݀ܽݎ݃ = این فرض بنابر.  ݊

,ଵݔکنیم   ,ଶݔ … . . , در    منظم  رشته  –  ܭیک    ௡ݔ
(ܯ) ݊݊ܣ ∩ می  (ܰ)݊݊ܣ قرار    و    دهیماست. 

ܵ = ோ
ூ

ܫو     = ,ଵݔ) ,ଶݔ … ,   و   (௡ݔ
ഥܭ = ோ⨂ܭ ܴ  ഥܭ]،  5-2، گزاره  13با توجه به [.  ⁄ܫ

 مدول شبه دوگانی است.  -ܵیک  
  
  هامدول درجه کاهشی و پیوند -3

براي    پذیریمرا می  2و    1قراردادهاي بخش    همه و 
  آوریم: می تعاریف زیر را تأکید

ܯ௄݁݀ܽݎ݃ = ݂݅݊൛݅ ≥ ௜ୖݐݔܧ|0 (ܭ,ܯ) ≠
0ൟ = ݊  

  
است، به  بدیهی  توجه  دوگانی  با  بودن    شبه 

  و  برابر است. ܯܭ݁݀ܽݎ݃با   ܭ, ܯோ݁݀ܽݎ݃ 
௄ܩ − ܯ݉݅݀ = ൛݅݌ݑݏ    ≥
௜ୖݐݔܧ|0 (ܭ,ܯ) ≠ 0ൟ  

  
(ܯ)݁݀ܽݎ݃هرگاه   = ௄ܩ −   ܯمدول    (ܯ)݉݅݀

حلقه  نامیم.  می   کامل-௄ܩرا   کوهنܴاگر  مکالی -، 
  - مدول کوهن  -ܴکامل یک    -௄ܩـ مدول  ܴ   باشد هر

  . مکالی است 
  

به    ܭنسبت به   ܯدرجه کاهشی مدول   .1-3تعریف
  شود. میشکل زیر تعریف 

ெݎ = ݂݅݊൛݅|݅ >
௜ୖݐݔܧ,ܯ௄݁݀ܽݎ݃ (ܭ,ܯ) ≠ 0ൟ   
 

تعریف اگر   باشد   -ܩمدول    -ܴیک    ܯطبق  کامل 
ெݎ =  یک   ܯو با مقایسه این تعاریف، اگر  ∞+

زیر   -௄ܩمدول    -ܴ نامساوي  همواره  نباشد  کامل 
  برقرار است: 

ܯ௄݁݀ܽݎ݃ < ெݎ ≤ ௄ܩ −    ܯ݉݅݀
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یک    ܯمدول    علاوهبه کامل   -௄ܩمدول    -ܴرا 
ெݎ کاهشی گوییم هرگاه = ௄ܩ − بدیهی    .  ܯ݉݅݀

یک   تعریف  به  توجه  با  کامل   -௄ܩمدول    -ܴاست 
  ـ بعد متناهی دارد. ௄ܩکاهشی،  

 
کنیم  ].13[  2-3لم  -௄ܩمدول    -ܴیک    ܯفرض 

  است: هاي زیر صادق  باشد. آنگاه بیان  n  کامل از درجه
 ، کامل است  -௄ܩمدول    -ܴیک    (ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧ  -الف
(ܭ,(ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௡ݐݔܧ -ب ≅   ،ܯ
ܯோ݊݊ܣ -ت =   .(ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧோ݊݊ܣ
  

کنیم  :  3-3تبصره و   مدول  -ܴیک    ܯفرض 
(ܯ) ݁݀ܽݎ݃ = ݊ >  ، به علاوه فرض کنیم 0

⋯⟶ 1ܲ ⟶ 0ܲ ⟶ܯ⟶ 0  
  

از    همواره  است.  ܯنیمال از  یک تحلیل پروژکتیو می
  ) 1-3-3(  دقیق هايرشته این تحلیل،

0 ⟶ ோ௜ݐݔܧ  (ܭ,ܯ) ⟶ ⟶ܯ௄Ω௜ିଵݎ ௜ܺ → 0  
0 → ܺ௜ → )݉݋ܪ ௜ܲାଵ,ܭ) → ܯ௄Ω௜ݎܶ → 0  

  
علاوه  بهر قرار است  ب،  ݅براي هر عدد صحیح و مثبت  

به توجه  ܯ ݁݀ܽݎ݃،    با  = ݊ > ازاي 0    به 
1 ≤ ݅ ≤    نامساوي ݊

௄ܩ                   )3-3-2( − ܯ௄Ω௜ିଵݎܶ݉݅݀ ≤ ݅  
  

  و با در نظر گرفتن تعریف درجه کاهشی یکریختی 
ܯ௄Ω௡ݎܶ  )3-3-3( ≅ Ω௥ಾିଵି௡ܶݎ௄Ω௥ಾିଵܯ   
  

  صادق است. 
کامل از   -௄ܩهاي مدول 2-3با توجه به لم   قرارداد:

هستند.   ܭانعکاسی نسبت به   -݊هاي مدول  ݊رجه  د
بخش،   این  زیرکاتگوري    ௡ࣲدر سراسر   (ܴ)ܥیک 

است   ݊ کامل از درجه    -௄ܩهاي  مدول  -ܴشامل همه  
کاتگوري   زیر  یک  آن  به  درجه   -௄ܩو  از    ݊ کامل 

پوشا  می همریختی  همه  مجموعه    گوییم. 
φ:ܺ → ܺطوري که  ، بهܯ ∈ ࣲ௡  ܯ  و ∈  (ܴ)ܥ

(ܯ)݁݀ܽݎ݃و   =  (௡ࣲ)݅݌ܧ به    را  ،(ܺ)݁݀ܽݎ݃
 (ࣲ݊)݅݌ܧ  اعضاي مجموعه  بنابراین  .دهیم می  نمایش

درجه    -௄ܩهمریختی  از  این    هستند.  ݊کامل  در 
(ܯ) ݁݀ܽݎ݃  بخش = ݊ >   کنیم. فرض می 0

  
کنیم  .  4-3تبصره همه    ௡ࣲفرض   - ܴکاتگوري 

درجه  -௄ܩهاي  لمدو از  ܺ و    ݊   کامل  ∈ ࣲ௡ و  
 ߮ ∈   این رشته دقیق کوتاه بنابرباشد.  (௡ࣲ)݅݌ܧ

0 → ߮ݎ݁݇
ఈ
→ ܺ → ݅݉߮ ⟶  0  

  
  ) 1  -4-3(رشته دقیق 

0 → (ܭ,߮݉݅)ோ௡ݐݔܧ → (ܭ,ܺ)ோ௡ݐݔܧ
ట
→ (ܭ,߮ݎ݁݇)ோ௡ݐݔܧ →
(ܭ,߮݉݅)ோ௡ା1ݐݔܧ ⟶ 0                  

 
݅ازاي    به > (ܭ,߮݉݅)ோ௜ାଵݐݔܧ  یکریختی،  ݊ ≅

ோ௜ݐݔܧ می  (ܭ,߮ݎ݁݇) نتیجه  نظر دهدرا  در  با   .
لم   (ܭ,ܺ)ோ௡ݐݔܧ.  ،  2-3گرفتن  ∈  ࣲ௡با بنابر این 
ψقراردادن   = ௄௡ܮ (߮) ) رشته  به  3-4-1،   (

  شوند.هاي دقیق کوتاه زیر شکافته میرشته
(ܭ,߮݉݅)ோ௡ݐݔܧ → (ܭ,ܺ)ோ௡ݐݔܧ ⟶
௄௡ܮ݉݅ (߮) ⟶ 0                              )2-4-3 (   
0 → ௄௡ܮ݉݅ (߮) ⟶ (ܭ,߮ݎ݁݇)ோ௡ݐݔܧ →
(ܭ,߮݉݅)ோ௡ା1ݐݔܧ  → 0     )3-4-3(                      

 
  درجه  کامل از  -௄ܩ  لمدو -ܴکه هر   با توجه به این

به    -݊   مدول  -ܴیک    ݊ نسبت  ت.  اس  ܭانعکاسی 
پیوند    10- 2و قضیه    4-3،  بنابراین با استفاده از تبصره

مل را به صورت کا  -௄ܩهاي  دو مدول توسط مدول
  . کنیمزیر تعریف می

  
 - ܴ  کاتگوريیک زیر  ௡ࣲ. فرض کنیم  5-3تعریف  

درجه  کامل  -௄ܩهاي  مدول ߰,߮  و  ݊  از  ∈
 ௡߯نسبت به   ܰ,ܯمدول -ܴ گوییم دو .(௡߯)݅݌ܧ

پیوند دارند هر گاه در شرایط زیر صدق   ߰,߮توسط  
  کنند:

≅ ܯ ݅݉߮,         ܰ ≅ ݅݉߰   



 

 ۱۱۵                                                                                                      کامل و رفتار درجه کاهشی௄ܩ−  هايپیوند مدول 
 

   

߰ ≡ ௄௡ܮ (߮), φ ≡ ௄௡ܮ   (߰)    
  

    .ܰ ~ܯنویسیم  و می
دیگر عبارت  هر  φوسط  ت   ܯ، به  دارد   گاهپیوند 
≅ ܯ ௄௡ܮ)و  ߮݉݅ ܯ   ((߮) ≅   است   ௄௡ܮ݉݅

بهتبا لم    وجه  و  نتیجه    10-2قضیه   و  2-3تعریف 
، خاصیت ௡߯به    نسبت  شود که، پیوند دو مدولمی

  تقارنی دارد.
رشته از  بعضی  زیر  لم  و   هايدر  کوتاه  دقیق 

استفاده قرار   هایی که در قضایاي اصلی موردیکریختی
 کنیم. بندي میبیان و دسته گیرند رامی

 
نسبت به   ܰ,ܯمدول    -ܴدو  فرض کنیم  .  6-3لم  
߯௡   آنگاه  پیوند دارند ߰,߮توسط .  

 هستند.  هاي زیر دقیقالف) رشته
,ܯ)ோ௡ݐݔܧ⟶ 0 (ܭ ⟶ ܻ⟶ ܰ⟶ 0   
,ܻ ∈ ߯௡                                         )1-6-3(  
0 ⟶ܰ⟶ (ܭ,߮ݎ݁݇)ோ௡ݐݔܧ →
(ܭ,ܯ)ோ௡ା1ݐݔܧ ⟶ 0                       )2-6-3 (  
0 ⟶ N ⟶ ,ܰ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௡ݐݔܧ (ܭ,(ܭ →
(ܭ,ܯ)ோ௡ା1ݐݔܧ ⟶ 0                        )3-6-3(  
 

  به ازاي هاي زیر صادق هستند. یکریختی -ب
(ܭ,ܯ)ோ௜ାଵݐݔܧ ≅ ோ௜ݐݔܧ   (ܭ,߮ݎ݁݇)
݅ > ݊،                                           )4-6-3(  

(ܭ,ܰ)ோ௡ݐݔܧ                         )   3-6-5( ≅ ker߮  
  
  به ازاي  و

(ܭ,ܯ)ோ௜ା௡ݐݔܧ ≅   (ܭ,(ܭ,ܰ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௜ା௡ିଵݐݔܧ
,݅ > 1                                                 )6-6-3(  
 

,ܯهاي  مدول  –  ܴ  -ت ܰ, ker߮   هاي  مدول
  هستند.  nخالص درجه از درجه 

  
تبصره    5  -3تعریف    .برهان دقیق رشته4-3و    هاي 
نتیجه ر4-6-3ویکریختی    2-6-3و    3-6-1     ا 

  

 
4 Grade Unmixed 

]  3-4، نتیجه9از[فاده  با است  3-6-3دهند و رشتهمی
  آید.  به دست می

کامل   -௄ܩمدول   -  ܴ  هر،  2-3با در نظر گرفتن لم  
درجه است،    -݊مدول    –  ܴیک     ݊از  انعکاسی 

یکریختی  بنابر بودن   5  -6-3این  درجه  خالص    و 
,ܯ ܰ, ker߮    باشد.  می  8- 2  و  10-2نتیجه قضایاي

رشته    6-6-3یکریختی   مقایسه  و    3-6-3با 
می  5-6-3و    4-6-3  هاي یکریختی دست    آید. به 

از قضایاي زیر یکی  این مقاله است که ا  قضیه    صلی 
  . اکنون مقدمات اثبات آن فراهم شده است

  
بعد ௄ܩ−موضعی و   ܴ   حلقه  فرض کنیم.  7- 3قضیه  

باشد. اگر    ܯ به    ܰو    ܯمتناهی  پیوند   ௡ࣲنسبت 
 داشته باشند، آنگاه

ୖݐݔܧோݏݏܣ
௥ಾ(ܭ,ܯ) =

൜ܲ ∈ ฬ(ܴ)ܿ݁݌ܵ
ℎݐ݌݁݀ ௉ܰ = ெݎ − ݊,
௄ುܩ − ௉ܯ݉݅݀ > ݊ ൠ   

  
 دهیم،  قرار می برهان.

ܣ = ൜ܲ ∈ ฬ(ܴ)ܿ݁݌ܵ
ℎݐ݌݁݀ ௉ܰ = ெݎ − ݊,
௄ುܩ − ௉ܯ݉݅݀ > ݊ ൠ   

  
ثابت می ୖݐݔܧோݏݏܣ  .  کنیمابتدا 

௥ಾ(ܭ,ܯ) ⊆  ܣ
  براي این هدف، فرض کنیم 

 ܲ ∈   (ܭ,ܯ)௥ಾୖݐݔܧோݏݏܣ
  

نتیجه 0  در  ≠ ோݐݔܧ) 
௥ಾ(ܯ,   بنابراین    .௉((ܭ

௄ುܩ − ௉ܯ݉݅݀ ≥ ெݎ > مساوي همراه نا  این  .݊
درجه خالص  نتیجه   ܯمدول    –  ܴبودن    4با 

ܲدهدکه  می ∉ .و    (ܯ)ݏݏܣ ௉ܯℎோುݐ݌݁݀ > با    0
ℎܴ௉ݐ݌݁݀،  4- 2استفاده از قضیه  >  .ெݎ
اثبات   ادامه  براي  قضیهدر  را  در نظر   ெݎ، دو حالت 

ெݎگیریم.  می > ݊ + ெݎیا  1 = ݊ + 1.  
ெݎ اول حالت   = ݊ +   . کنیمرا بررسی می 1

ܲ چون   ∈ ୖݐݔܧݏݏܣ
௥ಾ(ܭ,ܯ) 
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௉((ܭ,ܯ)௡ାଵୖݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ = رف  ازط   .  ,0
در   با  لم  دیگر  گرفتن  گزاره    6  - 3نظر  ،  8-2و 

از    -ܴیک    (ܭ,߮ݎ݁݇)௡ୖݐݔܧ درجه  مدول خالص 
ℎܴ௉ݐ݌݁݀است. به علاوه   ݊ درجه   > ெݎ > پس   ݊

ܲ ∉   در نتیجه   (ܭ,߮ݎ݁݇)௡ୖݐݔܧݏݏܣ
௉((ܭ,߮ݎ݁݇)௡ୖݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ > 0 .   

  
 که شودنتیجه می  5  -2و گزاره  2-6-3از رشته 

ℎݐ݌݁݀  ௉ܰ =
௉((ܭ,ܯ)௡ାଵୖݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀   + 1 = 0 +
1 = 1 = (݊ + 1) − ݊ = ெݎ − ݊   

  
ெݎاین با شرط  بنابر = ݊ + 1 ،ܲ ∈  . ܣ

کنیم   فرض  ெݎحال  > ݊ + تعریف   ،1 به  توجه    با 
݊ < ݅ < که   ெݎ طوري  به  دارد  وجود 

௜ୖݐݔܧ (ܭ,ܯ) = رشته    1  -3-3. بنابراین از رشته  0
  دقیق کوتاه 

ୖݐݔܧ→0
௥ಾ(ܭ,ܯ)   ⟶ܯ௄Ω௥ಾିଵݎܶ→

Ωܶݎ௄Ω௥ಾ ⟶ܯ 0                           )1-7-3(  
  

ܯدر نتیجه  آید و  به دست می ∈  ௄Ω௥ಾିଵݎܶݏݏܣ
௉(ܯ௄Ω௥ಾିଵݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀و  = با توجه  . حال0

 ، 3-3-3به یکریختی 
௉(ܯ௄Ω௡ݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀ = ெݎ − 1− ݊ +
௉(ܯ௄Ω௥ಾିଵݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀ = ெݎ − 1− ݊   

  
   تساوي بنابراین

௉(ܯ௄Ω௡ݎΩܶ)ℎோುݐ݌݁݀ = ெݎ − ݊ )2-7-3(  
  

،  2-3-3نامساوي  ازطرف دیگر طبق شود.حاصل می
௄ܩ − ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ݉݅݀ ≤ نتیجه   و  ݊   در 

௄ܩ) − ௉(ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ݉݅݀ ≤ قضیه  ݊ از  حال   .
  نامساوي   2-4

௉(ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀ = ℎܴ௉ݐ݌݁݀ −
௄ܩ) − ௉(ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ݉݅݀ ≥ ℎܴ௉ݐ݌݁݀ −
݊ > ெݎ − ݊                                   )3-7-3 (  

  

از رشته  نتیجه می با استفاده  و    1-3-3شود. دوباره 
ܯ݁݀ܽݎ݃تعریف  = ݊ >   هاي دقیقرشته 0

(ܭ,ܯ)௡ୖݐݔܧ ⟶0   ⟶                      )4-7-3(  
⟶ܯ௄Ω௄௡ݎΩܶ⟶ܯ௄Ω௄௡ି1ݎܶ  0      

  و 
0⟶ Ωܶݎ௄Ω௄௡3-7-5(                       ⟶ܯ (  
)݉݋ܪ ௡ܲ,ܭ) ⟶ܯ௄Ω௄௡ݎܶ⟶ 0  

  
میبه دقیقآید.  دست  رشته  تساوي   4-7-3از    و 

نامساوي    3-7-2 گزاره    3- 7-3و  نتیجه    5-2و 
   شود کهمی

௉((ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ =
௉(ܯ௄Ω௄௡ݎΩܶ)ℎோುݐ݌݁݀ + 1 =  
ெݎ − ݊ + 1                                  )6-7-3 (  

  
ெݎ  چون > ݊ + (ܭ,ܯ)௡ା1ୖݐݔܧ  است پس   1 = 0 

کار به  با    و رشته دقیق    3-6-3دقیق    گیري رشته و 
  یکریختی  3-6-5

ܰ ≅   (ܭ,(ܭ,ܰ)௡ୖݐݔܧ)௡ୖݐݔܧ
≅ )3-7-7(                              (ܭ,߮ݎ݁݇)  
 

با فرض    ازرا داریم.   ெݎطرف دیگر  > ݊ + با    1 و 
کوتاه   دقیق  رشته  به  به   4-6-3توجه  زیر  تساوي 

  آید، دست می
ெݎ                                 )3-7-8( − 1 =   ௞௘௥ఝݎ
  

و با استفاده   6-7-3در    ߮ݎ݁݇با    ܯبا جایگزین کردن  
  داریم:  8-7-3از 

௉((ܭ,ker߮)ோ௡ݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ =
ℎோುݐ݌݁݀ ௉ܰ = ெݎ) − 1)− ݊ + 1 = ெݎ − ݊  

  
ܲاین  بنابر ∈   .ܣ

می ثابت  را  شمول  عکس  کنیم  حال  فرض    کنیم. 
ܲ ∈ بناܣ تعریف  .  نامساوي   ெݎبراین طبق فرض و 

௄ುܩ − ௉ܯ݉݅݀ ≥ داریم.    ெݎ علاوه را  به 
درجه  ܯ   چون درجه    خالص    است،  nاز 
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௉ܯℎோುݐ݌݁݀ ≠ ℎܴ௉ݐ݌݁݀ ، 4-2هقضیاز   0 >  ெݎ
می طرف    شود. نتیجه  (߮ݎ݁݇)݁݀ܽݎ݃  دیگراز  =
݊ >   ، 2-3-3 و با توجه به 0

௄ܩ  − ߮ݎ௄Ω௡ି1݇݁ݎܶ݉݅݀ ≤ ݊  
  

  و در نتیجه  
௉(߮ݎ௄Ω௡ି1݇݁ݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀ > ெݎ − ݊ )9-7-3(  

 
  دهیم. بات قضیه را در دو حالت ادامه میاث
ெݎگر  ا = ݊ + ℎோುݐ݌݁݀  ، طبق فرض1 ௉ܰ = 1 
ℎܴ௉ݐ݌݁݀  و > ݊ + قرار می 1 തܲ  دهیم،.  = ௉

ூ
 و  

ܫ = ,ଵݔ) ,ଶݔ … ,  ،13-2  با توجه به تبصره،  (௡ݔ
ℎܵݐ݌݁݀ ഥܲ > از  1 استفاده  با  طرفی  از   .  

  )  10-7-3] نامساوي ( 19-4-1، 15[
௉ത((ഥܭ,(ഥܭ,ܰ)ௌ݉݋ܪ)ௌ݉݋ܪ)ℎௌುഥݐ݌݁݀ ≥
݉݅݊{2, {ℎܵ௉തݐ݌݁݀ = 2       

  
  مساوي نا 3-6-3 رشتهگیري و با به کار

ℎௌುഥܰ௉തݐ݌݁݀ ≥  
min {݀݁ݐ݌ℎௌುഥ(݉݋ܪௌ(݉݋ܪௌ(ܰ,ܭഥ),ܭഥ))௉ത,  
௉ത((ഥܭ,ܯ)ௌଵݐݔܧ)ℎௌುഥݐ݌݁݀  + 1}  

  
می دست  نامساوي ناین    آید.به  با  همراه      امساوي 

  ، دهدنتیجه می
ௌݐݔܧ)ℎௌುഥݐ݌݁݀

ଵ(ܭ,ܯഥ))௉ത = 0 .       )10-7-3 (  
  

തܲبنابراین   ∈ توجه    (ഥܭ,ܯ)ௌଵݐݔܧௌݏݏܣ با  ، 12[و 
ܲ]  5  -2قضیه   ∈ حکم در    .(ܭ,ܯ)ோ௡ାଵݐݔܧோݏݏܣ

  شود. ثابت می این حالت
شرط   با  را  ெݎاثبات  > ݊ + می  1 با  ادامه  دهیم. 

  تساوي 2-6-3فرض و رشته دقیقتوجه به
ℎோುݐ݌݁݀ ௉ܰ =                               )11-7-3 (  
௉((ܭ,ker߮)ோ௡ݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ = ெݎ − ݊  

  
است رشته    با  .صادق  از  و    1-3-3استفاده 

ker߮݁݀ܽݎ݃ =   رشته دقیق  ݊

(ܭ,߮ݎ݁݇)௡ୖݐݔܧ ⟶0  →             )21-7-3(  
  0 ⟶߮ݎ௄Ω௡݇݁ݎΩܶ⟶߮ݎ௄Ω௡ିଵ݇݁ݎܶ 

  
  ] نامساوي 9-2-1، گزاره 15گیري [و سپس با به کار

௉((ܭ,ker߮)ோ௡ݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ ≥
min {݀݁ݐ݌ℎோು൫ܶݎ௄Ω

௡ି1݇݁߮ݎ൯
௉

,   
௉(߮ݎ௄Ω௡݇݁ݎΩܶ)ℎோುݐ݌݁݀ + 1},  

  
می دست  نامساويبه  این  نامساوي    آید.  با    همراه 

  تساوي 5-2و گزاره  3-7-11و تساوي  3-7-9
௉((ܭ,ker߮)ோ௡ݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ =
௉(߮ݎ௄Ω௡݇݁ݎΩܶ)ℎோುݐ݌݁݀ + 1 =  
ெݎ  − ݊  

  
  این  دهد. بنابررا نتیجه می

௉(߮ݎ௄Ω௡݇݁ݎܶ)ℎோುݐ݌݁݀ =  
ெݎ − ݊ − 2                                 )13-7-3 (  

  
-3ي  و تساو)  3-7-8(از طرف دیگر با در نظر گرفتن  

  ، یکریختی زیر را داریم، 3- 3
߮ݎ௄Ω௡݇݁ݎܶ ≅ Ω௥ಾି௡ିଶܶݎ௄Ω௥ಾିଶ݇݁߮ݎ   

  
تساوي   با  همراه  یکریختی  نتیجه    3-7-13این 

  :که دهدمی
௄Ω௄ݎℎோು൫ܶݐ݌݁݀

௥ಾି  2݇݁߮ݎ൯
௉

= 0 )14-7-3(   
  

تساوي   کارگیري  به  با  رشته    3-7-8دوباره    و 
  رشته دقیق   3-3-1

ୖݐݔܧ→0
௥ಾି1(݇݁ܭ,߮ݎ) →              )51-7-3 (  

߮ݎ௄Ω௥ಾିଶ݇݁ݎܶ → Ωܶݎ௄Ω௥ಾିଵ݇݁߮ݎ → 0  
  

می ازبدست  استفاده  حال    و    3-7-12رشته    آید. 
با9- 2-1گزاره    ،15[ و  به  ]  که    توجه  این 

(Ωܶݎ௄Ω௥ಾିଵ݇݁߮ݎ)௉    ܴیک௉-    مدول سی زي
و   است  ℎܴ௉ݐ݌݁݀جی  > تساوي   ெݎ

ோݐݔܧ)ℎோುݐ݌݁݀ 
௥ಾିଵ(ker߮,ܭ))௉ = به دست   0

بنابرمی ܲاین  آید.  ∈ ୖݐݔܧݏݏܣ
௥ಾି1(݇݁ܭ,߮ݎ)  .  
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  آید. به دست می 4-6-3نتیجه با استفاده از
 

 -ܴیک    ،ݐیک عدد صحیح    به ازاي.  8-3تعریف  
کند هر گاه به ازاي  صدق می ሚܵ௧ ط  در شر  ܰ  مدول

ܲهر  ∈   ،(ܴ)ܿ݁݌ܵ 
ℎோುݐ݌݁݀  ௉ܰ ≥   .{ℎܴ௉ݐ݌݁݀,ݐ}݊݅݉

 
کنیم    .9-3قضیه  ܰو    ܯهاي  مدول  -ܴفرض 

پیوند دارند. به علاوه فرض کنیم عدد    ௡ࣲنسبت به  
ݐصحیح   > ݊ + ெݎوجود دارد که    1 ≥ آنگاه با    .ݐ

ܫ  قراردادن = ,ଵݔ) ,ଶݔ … , ܵ  و  (௡ݔ = ோ
ூ

به   ܰ  ،
  . کندصدق می ሚܵ௧ି௡مدول در شرط   -ܵعنوان  
، براي  ெݎبا استفاده از فرض مسئله و تعریف  برهان.

݊هر   < ݆ < ୖݐݔܧ،  ݐ
௝(ܭ,ܯ) = نظر    .0 در  با 

  ، 3-6-3گرفتن رشته دقیق 
ܰ ≅   (ܭ,(ܭ,ܰ)௡ୖݐݔܧ)௡ୖݐݔܧ
 

    هر  براي ،6-6-3از  از طرف دیگر با استفاده) 3-9-1(
2 ≤ ݅ ≤ ݐ − ݊ −   ، داریم 1

(ܭ,ܯ)௜ା௡ୖݐݔܧ ≅
(ܭ,(ܭ,ܰ)௡ୖݐݔܧ)௜ା௡ି1ୖݐݔܧ = 0  

  
  مدول داریم -ܵبه عنوان  در نتیجه 

ୗ௜ݐݔܧ (ഥܭ,ܯ) ≅
(ഥܭ,(ഥܭ,ܰ)ௌ݉݋ܪ)ୗ௜ି1ݐݔܧ = 0   
 

تعریف   به  توجه    براي    ،ܯ௄ഥݎܶبا 
2ر ه ≤ ݅ ≤ ݐ − ݊ − 1 ،  

ୗ௜ݐݔܧ (ഥܭ,ܯ) ≅ (ഥܭ,ܯ௄ഥݎܶ)ୗ௜+1ݐݔܧ = 0  
  

3  به عبارت دیگر، به ازاي ≤ ݆ ≤ ݐ − ݊،  
ୗݐݔܧ                           )  2-9-3(

௝(ܶݎ௄ഥܰ,ܭഥ) = 0  
  

گرفتن  نظر  در  با  طرفی  و    ܰ  ،1-9-3  از 
عنوان    (ഥܭ,(ഥܭ,ܰ)ௌ݉݋ܪ)ௌ݉݋ܪ مدول   -ܵبه 

  یکریخت هستند. 

براي     دهد،، نتیجه می2-3- 2این شرط و رشته دقیق  
݆  هر = ୗݐݔܧ،  1,2

௝(ܶݎ௄ഥܰ,ܭഥ) = و در نهایت   0
1  براي هر ≤ ݆ ≤ ݐ − ୗݐݔܧ   ، ݊

௝(ܶݎ௄ഥܰ,ܭഥ) = 0 .  
   ܲ ،آل اول به ازاي هر ایده، 6-2با به کارگیري قضیه  

ℎௌುݐ݌݁݀ ௉ܰ ≥ ݐ} − به    {ℎܵ௉ݐ݌݁݀,݊ حکم  و 
 آید. دست می

 
کنیم    .10-3قضیه    ܰو    ܯهاي  مدول  -ܴفرض 

  .پیوند دارند ௡ࣲنسبت به 
௄ܩ  اگر − dimܰ < یک عدد    ي و به علاوه به ازا  ∞

صدق کند.    ሚܵ௧ି௡در شرط    ܰ  مدول  -ܴ  ،ݐصحیح  
ெݎآنگاه  ≥  .ݐ

هر    برهان. براي  فرض،  ܲطبق  ∊   (ܴ)ܿ݁݌ܵ
ݐ}min  نامساوي − ݊, {ℎ ܵ௉ݐ݌݁݀ ≤ ℎோುݐ݌݁݀   ܰ௉ 

داریم.  از    را  گیري  کار  به  هر 6-2با  براي   ،    
1 ≤ ݅ ≤ ݐ − (ഥܭ,௄ഥܰݎܶ)ௌ௜ݐݔܧ،  ݊ =   به   است.  0

هر   براي  دیگر  3عبارت  ≤ ݅ ≤ ݐ − ݊ ،
(ഥܭ,௄ഥܰݎܶ)ௌ௜ݐݔܧ = ܰ   و  0 ≅

- 3هاي دقیق  رشته  از  (ഥܭ,(ഥܭ,ܰ)௦݉݋ܪ)௦݉݋ܪ
می  3-6-3و    6  -6 کهنتیجه  هر،   شود    براي 

ோ௜ݐݔܧ  (ܭ,ܯ) = 0, ݊ < ݅ < و به این تر تیب  ݐ
 آید. قضیه بدست میحکم 

  ] است. 13-4، قضیه 5[ نتیجه زیر تعمیمی از
  

 ܰو    ܯهاي  مدول -ܴ  کنیم   فرض   .11-3  نتیجه
 متناهی ܯبعد  ௄ܩ− پیوند دارند.اگر ௡ࣲنسبت به 

݊ و باشد + 1 <   آنگاه ெݎ
ெݎ = min {݀݁ݐ݌ℎ ௉ܰ + ݊|ܲ ∈
௄ುܩ,(ܴ)ܿ݁݌ܵ − dimܯ௉ > ݊}   

  
  ،  9-3با استفاده از قضیه .برهان

ℎ ௉ܰݐ݌݁݀ ≥ min {ݎெ − ℎ ܴ௉ݐ݌݁݀,݊ − ݊}  
  

  به عبارتی دیگر
ℎ ௉ܰݐ݌݁݀ + ݊ ≥ min{ݎெ    .{ℎ ܴ௉ݐ݌݁݀,
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هر براي  علاوه  ܲ   به  ∈   که   (ܴ)ܿ݁݌ܵ
௄ುܩ − dimܯ௉ > تعریف  ݊ به  توجه  درجه   با 

قضیه و  می  4-2  کاهشی  که  نتیجه  گیریم 
ℎ ܴ௉ݐ݌݁݀ ≥ ௄ುܩ − dimܯ௉ ≥  ܯ. چون  ெݎ

درجه   از  درجه  خالص  مدول  پس    nیک  است 
ℎܴܲݐ݌݁݀ > لذا  ܯݎ ℎ ௉ܰݐ݌݁݀.  + ݊ ≥ با    .ெݎ
  آید. حکم به دست می 7- 3استفاده از قضیه 

  
قضیه17[:  12-3قضیه کنیم    .]12-1-20،  فرض 

با   ݀مکالی از بعد    -حلقه موضعی و کوهن   (݉,ܴ)
  باشد. ωோمدول دوگانی 
و هر عدد    ܯمدول با تولید متناهی   -ܴآنگاه براي هر  

  یکریختی طبیعی زیر وجود دارد.  ݅صحیح  
௠௜ܪ (ܯ) ≅    ൯ܧ,(ோ߱,ܯ)ௗି௜ୖݐݔܧோ൫݉݋ܪ

  
ܧکه  = ோ)ܧ

௠
ோ  ژکتیوپوشش ان (

௠
  است.  

  
یک عدد صحیح مثبت   ݐفرض کنیم   .13-3تعریف 

مدول اگر  ଴ܰ  هايباشد.  = ,ܯ ଵܰ, … , ௧ܰିଵ ,

௧ܰ = ، به ازاي  که طوريه وجود داشته با شند ب  ܰ
0هر   ≤ ݅ ≤ ݐ − 1  ،௜ܰ    و௜ܰାଵ    ߯نسبت به௡   پیوند

 ݐدر    ܰو    ܯگوییم  داشته باشند، در این صورت می
اگر   و  دارند  پیوند  هم  با  باشد    ݐمرحله  زوج  عدد 

  به صورت زوج پیوند دارند. ܰو  ܯگوییم  می
  ] با برهانی متفاوت ثابت شده است.9زیر در [ قضیه

  
کنیم  .14-3قضیه موضعی  (݉,ܴ)  فرض  و    حلقه 
باشد و   ோ߱با مدول دوگانی   ݀ از بعد  مکالی  -کوهن
به    ܰو    ܯ به صورت زوج پیوند داشته   ௡ࣲنسبت 

݅  ازاي باشند. آنگاه به ≠ ݀ − ݊،  
௠௜ܪ (ܰ) = ௠௜ܪ   .(ܯ )
 

ܭ  دهیمقرار می  برهان. = ߱ோ  ܧ  و = ܧ ቀோ
௠
ቁ  با 

رشته   از  فانکتو  و   3-6-3استفاده  دقیق ر  اثر    رشته 
 .(ܧ,−)݉݋ܪ

൯ܧ,௡ା1(ܰ,߱ோ)ୖݐݔܧ൫݉݋ܪ⟶0
(ܧ,(ோ߱,(ோ߱,ܯ)௡ୖݐݔܧ)௡ୖݐݔܧ)݉݋ܪ⟶
(ܧ,ܯ)݉݋ܪ⟶ ⟶ 0  

  
  رشته دقیق  12-3و با استفاده از قضیه  

(ܰ)௠ௗି௡ି1ܪ ⟶0
൯(ோ߱,ܯ)௡ୖݐݔܧ௠ௗି௡൫ܪ⟶
(ܧ,ܯ)݉݋ܪ⟶ ⟶ 0    )1-14-3(                       

  
می فرض،    آید.بدست  طبق  دیگر  طرف  حلقه   ܴاز 

است-کوهن اعضاء    مکالی  هاي مدول  -ܴ،  ௡ࣲلذا 
  هستند. ݊از درجه  مکالی-کوهن

  داریم،  ௡ࣲدر   Yبنابراین به ازاي هر 
ℎܻݐ݌݁݀ = ܻ݀݅݉ = ܴ݀݅݉− ݊  
= ݀ − ݊  

  
] استفاده  با  علاوه  قضیه  15به  ازاي    به  ]، 3-5-7، 

 ܻ ∈ ߯௡  ݅و ≠ ݀ − ݊،  
௠௜ܪ (ܻ) = 0 )2-14-3 (                                              

دهیم،  اثر می   1  -6-3را روي رشته  (   )Γ௠ فانکتور  
  رشته دقیق طولانی  

௠௜ܪ⟶⋯ ൫ୖݐݔܧ௡(ܯ,߱ோ)൯⟶ܪ௠௜ (ܻ)
௠௜ܪ⟶ (ܰ)⟶⋯                          )3-14-3(  

  
پیوند   ௡ࣲنسبت به    ܰو    ܯچون  آید.  به دست می

گزاره   از  استفاده  با  ،  8-2دارند 
(ோ߱,ܯ)௡ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃ = بنابراین   و  ݊

(ோ߱,ܯ)௡ୖݐݔܧ݉݅݀ = ݀ −   است.  ݊
با قضیه  15از[ استفاده  دوباره    هر براي ]،3-5-7، 

  ݅ > ݀ − ݊،   
௠௜ܪ ൫ୖݐݔܧ௡(ܯ,߱ோ)൯ = ௠௜ܪ (ܰ) = 0 )4-14-3 (  

  
گرفتن   نظر  در  هر 2- 14-3و    3-14-3با  براي   ،    

݅ < ݀ −   ) 5 -14-  3(یکریختی  ݊
(ܰ)௠௜ି1ܪ ≅ ௠௜ܪ ൫ୖݐݔܧ௡(ܯ,߱ோ)൯  

  
  )6-14-3( و در نتیجه رشته دقیق
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(ܰ)௠ௗି௡ି1ܪ ⟶0
(ܻ)௠ௗି௡ܪ⟶൯(ோ߱,ܯ)௡ୖݐݔܧ௠ௗି௡൫ܪ⟶
(ܰ)௠ௗି௡ܪ⟶ ⟶ 0  
 

به   ௡ࣲنسبت به   ܰو   ܯرا داریم. طبق فرض قضیه  
  طور زوج با هم پیوند دارند. 

ܰمدول    -ܴ،  کنیم این فرض میبنابر وجود دارد به    ′
که   بهܰ~ᇱܰ~ܯطوري  خاصیت    .  پیوند  علاوه 

دارد. از    تقارنی  استفاده  ازاي  5-14-3با  به   ،  
݅ < ݀ −   ، داریم: ݊

(ܰ)௠௜ି1ܪ ≅ ௠௜ܪ ൫ୖݐݔܧ௡(ܰᇱ,߱ோ)൯ 
(ܯ)௠௜ି1ܪ ≅ ௠௜ܪ ൫ୖݐݔܧ௡(ܰᇱ,߱ோ)൯  
 

گرفتن   نظر  در  هر  4-14-3با  ݅  براي  > ݀ − ݊ ،
௠௜ܪ (ܰ) = ௠௜ܪ (ܯ) = به    .0 توجه  ،  1- 14-3با 

  داریم: هاي دقیق زیر را رشته
(ܯ)௠ௗି௡ି1ܪ ⟶0   
௡(ܰᇱ,߱ோ)൯ୖݐݔܧ௠ௗି௡൫ܪ⟶  ⟶
(ܧ,ᇱܰ)݉݋ܪ ⟶ 0                      )7-14-3  (  
(ܰ)௠ௗି௡ି1ܪ ⟶0
௡(ܰᇱ,߱ோ)൯ୖݐݔܧ௠ௗି௡൫ܪ⟶
(ܧ,ᇱܰ)݉݋ܪ⟶ ⟶ 0                 )8-14-3(  

  
 داریم،  8-14-3و   7-14-3با مقایسه دو رشته 

(ܯ)௠ௗି௡ି1ܪ ≅   (ܰ)௠ௗି௡ି1ܪ
  

  شود. و حکم ثابت می
  

حلقه موضعی و    (݉,ܴ)فرض کنیم  .  15-3تعریف
نسبت به    ܯمدول است، بعد همولوژیکی    -ܴیک    ܯ
 شود:به صورت زیر تعریف می ݉

ܿ݀௠(ܯ) = max ൛݆ < ௠ܪ|ܯ݉݅݀
௝ (ܯ) ≠ 0ൟ  

 
K = ωୖ    دهیم. با قرار می  ܴمدول دوگانی حلقه را

مدول  -ܴیک   ܯاستفاده از تعریف بدیهی است اگر  
آنگاه    -ఠೃܩ باشد  ெݎکامل  = ܯ௠݀ܿو    ∞+ =
اگر    ∞− و    کامل   -ఠೃܩمدول    -ܴیک    ܯاست 

  

باشد (ܯ)௠݀ܿ .  کاهشی  = ெݎ  و  ܯℎݐ݌݁݀ =
௄ܩ −   است.  ܯ݉݅݀

وقتی   کلی  کوهن  ܴدر حالت  و -حلقه  باشد  مکالی 
ெݎ < (ܯ)௠݀ܿآنگاه  ∞ + ெݎ = ܴ݀݅݉ . 

 
 نامیم را ثانویه می  ܶمدول  -ܴیک  .16-3تبصره 

ݎاگر براي هر   ∈ ܶنگاشت  ،   ܴ
௥
→ یا پوچ    ܶ  پوشا 

باشد. علاوه    توان  می  ܲرا    ܶبه  اگر  ثانویه  گوییم 
P=ඥ0:ோ توان به شکل  را می ܶ . هر مدول آرتینی  ܶ

ܶ = ଵܶ +⋯+ ௡ܶ    که همه  ௜ܶنوشت   –௜ܲها 
ز هستند. مجموعه  هاي اول متمایآل ها ایده௜ܲثانویه و  

ایده این  صورت  هاآلهمه  به  را  اول   (ܶ)ோݐݐܣي 
  دهیم. نمایش می

 
وضعی و  محلقه    (݉,ܴ)فرض کنیم  .  17-3نتیجه
dimܴو   ωୖمکالی با مدول دوگانی   -کوهن = ݀ .

کنیم فرض  به    ܰو    ܯ  به علاوه  پیوند   ௡ࣲنسبت 
ெݎداشته باشند و   <  . آنگاه∞

௠ܪݐݐܣ
௖ௗ೘(ெ)(ܯ) =  

൛ܲ ∈ ℎݐ݌݁݀|(ܴ)ܿ݁݌ݏ ௉ܰ = −ܯ݉݅݀
ܿ݀௠(ܯ),ܩఠು − ௉ܯ݉݅݀ > ݊ൟ      

  
  داریم  11-3با استفاده از قضیه   برهان.

௠ܪ
௖ௗ೘(ெ)(ܯ) ≅

ୖݐݔܧቀ݉݋ܪ
ௗି௖ௗ೘(ெ)( ܯ,߱ோ),ܧቁ ≅

ୖݐݔܧ൫݉݋ܪ
௥ಾ(ܯ,߱ோ),ܧ൯   

  
  7- 3] و قضیه 10-2-7، تمرین17با در نظر گرفتن [

  شود. حکم ثابت می
 

کنیم    .18-3گزاره    -ܩمدول    -ܴیک    ܯفرض 
  آنگاهکامل کاهشی است. 

ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃
௥ಾ(ܭ,ܯ) ≥ ெݎ + 1   

  
به    با  برهان. نتیج18[توجه  همواره 30  ه،   [  

௜ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃ (ܭ,ܯ) ≥ ݅.  
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کنیم   ثابت  است  کافی  حکم،  اثبات  براي 
ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃

௥ಾ(ܭ,ܯ) ≠ کنیم   .ெݎ فرض 
ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃

௥ಾ(ܭ,ܯ) = صورت  در   ெݎ   با   این 
  ]  10-2-1  گزاره،  15[  ز ا  استفاده

  ܲ ∈ ୖݐݔܧ݌݌ݑݏ
௥ಾ(ܭ,ܯ)    وجود دارد به طوري

ℎܴ௉ݐ݌݁݀که   = ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃
௥ಾ(ܭ,ܯ) =  .ெݎ

ୖݐݔܧ  از طرف دیگر
௥ಾ(ܭ,ܯ) ≠ 0 .  

௄ುܩ  بنابراین − ௉ܯ݉݅݀ ≥ نتیجه   4-2گزاره  .ெݎ
ܲܯℎݐ݌݁݀دهد که  می = ܲو    0 ∈ با ܯݏݏܣ این   .

در تناقض است، لذا   ݊ از درجه    ܯخالص درجه بودن  
  شود. حکم ثابت می

  ] است. 1-2، لم 6قضیه زیر تعمیم [
  

کنیم    .19-3  قضیه به    ܰو    ܯفرض   ௡ࣲنسبت 
کامل   -௄ܩمدول    -ܴیک    ܯپیوند داشته باشند و  

݅کاهشی باشد. آنگاه براي هر  ≠ 0 ،  
(ܭ,ܰ)௜ା௡ୖݐݔܧ ≅
ୖݐݔܧ 

௥ಾା௜൫ୖݐݔܧ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯    

  
 -௄ܩمدول    -ܴیک    ܯطبق فرض قضیه،    برهان.

پس است  کاهشی  ௄ܩ  کامل  − ܯ݉݅݀ = .  ெݎ
௄ܩبنابراین   − ݀݅݉Ω௥ಾܯ = - 3( و در نتیجه    0

௄ܩ  ) 19-1 − ܯ௄Ω௥ಾݎܶ݉݅݀ = ௄ܩو      0 −
݀݅݉Ωܶݎ௄Ω௥ಾܯ = قضیه را در دو حالت ثابت  0

ெݎ  کنیم. ابتدا فرض کنیم می > ݊ + با توجه به  . 1
، رشته دقیق زیر به دست  1-3-3  این فرض و رشته

  آید. می
ୖݐݔܧ ⟶0

௥ಾ(M,ܭ) ⟶ܯ௄Ω௥ಾିଵݎܶ⟶
Ωܶݎ௄Ω௥ಾ3-19-2(                        0 ⟶ܯ(  
 

به    2-19-3و رشته    1  -19-3با استفاده از تساوي  
݅ازاي   >   شود که  ، نتیجه می0

௜ୖݐݔܧ ൫ୖݐݔܧ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≅

௜ୖݐݔܧ ) 3-19-3(                 (ܭ,ܯ௄Ω௥ಾିଵݎܶ)  
 

کارگیري   به  با  دیگر  طرفی  ازاي   ،2-3-3از    به 
  

݅ > ݊ ،  
௜ୖݐݔܧ         )3-19-4(          0=(ܭ,ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ)
  

با دقیق  رشته  1-3-3رشته  گرفتن  نظر   در   و  هاي 
0 ⟶ (ܭ,ܯ)௡ୖݐݔܧ ⟶ܯ௄Ω௡ିଵݎܶ⟶
 Ωܶݎ௄Ω௡3-19-5(                          0 ⟶ܯ (  
0 ⟶ Ωܶݎ௄Ω௡ܯ⟶ (ܭ,ܲ)݉݋ܪ ⟶
⟶ܯ௄Ω௡ݎܶ 0 )6-19-3  (                                        

  
݅، به ازاي  5-1و    4-19-  3و با توجه   >   ، یکریختی ݊

௜ୖݐݔܧ (ܭ,(ܭ,ܯ)௡ୖݐݔܧ) ≅
   (ܭ,ܯ௄Ω௡ݎΩܶ)௜ା1ୖݐݔܧ

  
- 19-3شنه  ربه علاوه با استفاده از    آید.به دست می

݅، به ازاي  3-3- 3و یکریختی  6 > کریختی زیر  ی ݊
  شود، حاصل می

௜ୖݐݔܧ (ܭ,(ܭ,ܯ)௡ୖݐݔܧ)             ≅
(ܭ,ܯ௄Ω௥ಾିଵݎΩ௥ಾିଵି௡ܶ)௜ା2ୖݐݔܧ ≅
ୖݐݔܧ

௥ಾି1ି௡ା௜ା2(ܶݎ௄Ω௥ಾିଵܭ,ܯ) ≅
ୖݐݔܧ 

௥ಾି௡ା௜ା1൫ୖݐݔܧ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯  

  
یکریختی   حاصل  آخر    است.   3-19-3یکریختی 

݆این به ازاي  بنابر >   ) 7-19-3( ، یکریختی0
ୖݐݔܧ

௝ା௡(ୖݐݔܧ௡(ܭ,ܯ),ܭ) ≅
ୖݐݔܧ

௥ಾା௝ା1൫ୖݐݔܧ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯  

  
ازاي    به  ،6-6-3را داریم. با در نظر گرفتن رشته دقیق  

݅ > ݊،  
(ܭ,ܰ)௜ା1ୖݐݔܧ ≅ ௜ୖݐݔܧ    (ܭ,(ܭ,ܯ)௡ୖݐݔܧ)
 

یکریختی   با  همراه  یکریختی  نتیجه    7  -19-3این 
݅دهد که، به ازاي  می ≥ 2،  

ୖݐݔܧ
௥ಾା௜൫ୖݐݔܧ

௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≅
   (ܭ,ܰ)௡ା௜ୖݐݔܧ

  
اثبات حالت اول کافی است که حکم  این، براي  بنابر

ெݎازاي    قضیه را به > ݊ + با    نشان دهیم.   i=1 و 1
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از یکریختی به فرض  تعریف    3-19-3توجه  و   ெݎو 
    3-3-3 یکریختی 

ୖݐݔܧ
௥ಾା1൫ୖݐݔܧ

௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≅
ୖݐݔܧ

௥ಾା1(ܶݎ௄Ω௥ಾିଵܭ,ܯ) ≅
)3-19-8(                  (ܭ,௄Ω௡Mݎܶ)2ା௡ୖݐݔܧ  

  
] رشته  4-3، گزاره  12شود. با استفاده از [نتیجه می

  ) 9-19-3(دقیق 
0 ⟶ (ܭ,ܯ௄Ω௡ݎܶ)ோ௡ାଵݐݔܧ  ܯ⟶ →
(ܭ,(ܭ,ܯ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௡ݐݔܧ ⟶
(ܭ,ܯ௄Ω௡ݎܶ)ோ௡ାଶݐݔܧ ⟶ 0   

  
لم    از  داریم.  را به  باتوجه  دیگر  ،  12-2طرف 

(ܭ,ܯ௄Ω௡ݎܶ)ோ௡ାଵݐݔܧ = 0  .  
رشته مقایسه  دقیق  با    9-19-3و    3-6-3هاي 

(ܭ,ܯ௄Ω௡ݎܶ)ோ௡ାଶݐݔܧ ≅ این   (ܭ,ܰ)ோ௡ାଵݐݔܧ
    کند.حکم را ثابت می 8-19-3حقیقت همراه با

براي حالت  برهان   ெݎرا  = ݊ + دهیم.  ادامه می  1
௄ܩالت  حاین    در − ܯ݉݅݀ = ெݎ = ݊ + 1 .

 بدیهی است با در نظر گرفتن تعریف درجه کاهشی و
ோ௜ݐݔܧدرجه مدول، (ܭ,ܯ) = ݅هرگاه     0 ≠ ݊ + 1  

݅ ≠ ، به ازاي  6-6-3. بنابر این با توجه به یکریختی  ݊
ோݐݔܧ

௝(ݐݔܧோ௡(ܰ,ܭ),ܭ) = 0, ݆ > لذا    .݊
௄ܩ − dimݐݔܧோ௡(ܰ,ܭ) ≤ حقیقت    .݊ این 

دهد  نتیجه می 2-3] و قضیه 7-2، گزاره 9همراه با [
 -ܴ  ،  (ܭ,(ܭ,ܰ)ோ௡ݐݔܧ)ோ௡ݐݔܧ و    (ܭ,ܰ)ோ௡ݐݔܧ

درجه    کامل  -௄ܩ  هايمدول طرف   ݊از  از  هستند. 
  ، 18 -3توجه به  دیگر، با

(ܭ,ܯ)ோ௡ା1ݐݔܧ݁݀ܽݎ݃ ≥ ݊ + 2 .  
  

فانکتور   اثر  و  نامساوي  این  گرفتن  نظر  در  با 
௜ୖݐݔܧ کوتاه    (ܭ,−) دقیق  رشته  به 3-6-3روي   ،

݅  ازاي ≥    ، یکریختی1
(ܭ,ܰ)ோ௡ା௜ݐݔܧ ≅
  ൯ܭ,(ܭ,ܯ)ோ௡ା1ݐݔܧோ௡ା௜ା1൫ݐݔܧ

  

݅و در نتیجه به ازاي   ≥ 1 ،  
(ܭ,ܰ)ோ௡ା௜ݐݔܧ ≅
ோݐݔܧ

௥ಾା௜൫ݐݔܧோ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯       

  
تعریف درجه   به علاوه با به کارگیري  آید.بدست می

݅ مدول حکم قضیه به ازاي   < صادق است. و حکم    0
  شود.ثابت می

  
کنیم    . 20-3نتیجه  -௄ܩمدول    -ܴیک    ܯفرض 

پیوند داشته    ௡ࣲنسبت به    ܰو    ܯکامل کاهشی و  
 هاي زیر صادق هستند.باشند. آنگاه گزاره

௄ܩ                            الف)   − ோݐݔܧ݉݅݀
௥ಾ(ܭ,ܯ) = 

௄ܩ − ݀݅݉ܰ+ ெݎ    − ݊  
ோݐݔܧ݁݀ܽݎ݃

௥ಾ(ܭ,ܯ) = ேݎ − ݊ +   ெݎ
 

ோݐݔܧعلاوه اگر ب) به
௥ಾ(ܭ,ܯ)   ܩمدول  -ܴیک௄-

آنگاه   باشد،  کامل    -௄ܩیک    ܰمدول    -ܴکامل 
ோݐݔܧکاهشی است و 

௥ಿ(ܰ,ܭ)   ܩمدول   -ܴیک௄- 
 کامل است. 

  ،18-3با توجه به گزاره  الف) .برهان
ୖݐݔܧ݁݀ܽݎ݃

௥ಾ(ܭ,ܯ) ≥ ெݎ + 1  
  
݆این، براي هر نابرب ≤   ) ெ، )3-20-1ݎ

ோݐݔܧ
௝൫ݐݔܧோ

௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ = 0.  
  

  از طرف دیگر، طبق تعریف براي هر
ோ௜ݐݔܧ (ܭ,ܰ) = 0, ݊ < ݅ <    ேݎ

  
  ، 19-3با استفاده از قضیه  نابراینب

ோݐݔܧ
௥ಿ(ܰ,ܭ) ≅ ோݐݔܧ

(௥ಿି௡)ା௡(ܰ,ܭ) )3-02-2 (  
≅ ோݐݔܧ

௥ಿି௡ା௥ಾ൫ݐݔܧோ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≠ 0    

  
ெݎو براي   < ݆ < ெݎ + ேݎ − ݊  ،  

ோݐݔܧ
௝൫ݐݔܧோ

௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≅
ோݐݔܧ

௝ି௥ಾା௥ಾ൫ݐݔܧோ
௥ಾ(ܭ,ܯ),ܭ൯ ≅

ோݐݔܧ 
௝ି௥ಾା௡(ܰ,ܭ) = 0               )3-20-3(  
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می تساوي  نتیجه  به  توجه  با    و   1-20-3شود. 
کنیم،  ، استنتاج می3-20- 3و  2-20- 3هاي  یکریختی

ோݐݔܧ݁݀ܽݎ݃
௥ಾ(ܭ,ܯ) = ேݎ − ݊ + دومین  ெݎ

همین به  الف  گزاره  در  با   و ترتیب تساوي    دوباره 
  شود. ثابت می 19-3استفاده ازقضیه 

  
فر  ب) ோݐݔܧض  طبق 

௥ಾ( ܭ,ܯ)    مدول    -ܴیک
௄ܩکامل است، بنابراین   -௄ܩ − ݀݅݉ܰ = ، در  ேݎ

کامل کاهشی است. با   -௄ܩمدول  -ܴیک   ܰنتیجه  
 یوند دو مدول خاصیت تقارنی دارد.، پکه  توجه به این

ோݐݔܧباتوجه به (الف)  
௥ಿ(ܰ,ܭ)    ܩمدول    -ܴیک௄- 

  کامل است. 
 

تشکر:  و  می   تقدیر  لازم  خود  پروفسور بر  از  دانم 
پیوند   به  مربوط  مباحث  بخاطر  دیبایی  تقی  محمد 

دوره  مدول ریاضیات  موسسه  در  که  هنگامی  در  ها 
  ا می گذرانده ام، سپاسگزاري کنم. ر فرصت مطالعاتی 

این   اولیه  آرش صادقی که نوشته  از دکتر  همچنین 
ارزشی    و نظرات با  دقت مطالعه و پیشنهادها  مقاله را با

از داوران محترم بابت نکات   کنم.داده اند، تشکر می
ارتقاي مقاله حاضر پیشنهاد   راستاي  مفیدي که در 

  کنم. اند، قدر دانی میداده
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