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در   يفاز   يکسر ي ل جزئيفرانس يکاربرد معادلات د 
  قلب    يگنال صدايکاهش اختلال س

  
  

  ۲يبندد عباسيسع، *۱رنلو يق الهو ي، توف۱يميفرنوش کر
   

  ران يا  تهران، قات،يتحق و واحد علوم ي اسلام آزاد  دانشگاه ه،ي، دانشکده علوم پاياضير گروه   ) ۱(
  ران ين، اي(ره)، قزو ين يامام خم ين الملليه، دانشگاه بي، دانشکده علوم پايکاربرد ياضيرگروه    ) ۲(

  
  

  ۱۴۰۰/ ۰۲/ ۲۵تاريخ پذيرش مقاله:    ۲۹/۰۱/۱۳۹۹تاريخ ارسال مقاله: 
  چکيده 
 ي اتيح قاتيتحق به مربوط يهانهيزم امروزه در. دارد يبستگ معتبر يهاداده به يدسترس زانيم به  يعلم مطالعات

 توسط شه يهم ي تجرب ي هاداده ، يريگاندازه مفهوم در  ابهام  ليدل به  بلکه  ي ريگاندازه ي خطاها ل يدل به تنهانه   بشر،
 گناليس ازجمله ي اتيح يهاگناليس ادغام به توانيم يواقع نمونه  کي عنوان به  .شونديم آلوده  نادرست اطلاعات

در است.   شده کيکلاس يهاروش با گناليس حيصح پردازش از مانع موجود ابهام آن در که کرد  اشاره  زينو با  قلب
 قلب  يگنال صدا يز سيکاهش نو يبرا  يتميگنال، الگوري پردازش سشيما بر آن است که در مرحله پ ين مقاله سعيا

از    يفاز  ي ل جزئيفرانسيقلب با استفاده از معادلات د  ي صدا  يهاگنالي ز از سيد حذف نويم. روش جديکن  ي طراح
مطلق انجام    ين بردن مرزهاياز ب  يبرا  يساز  يشود. فازيدقت بالا ارائه مبه  يابيجهت دست)  FFPDE(  يمرتبه کسر

ش قرار  يمورد آزما  ي د گاوسيز سف يبا افزودن نو  ز يقلب نرمال بدون نو  يگنال صدا ي س  ي تم بر رويشده است. الگور
 ي از مرتبه کسر  FFPDEلتر  يرد. تحقق فيگيبر روش انجام م  يز مبتنيو ارائه مدل، حذف نو  يرد. پس از معرفيگيم

  ي ل فاز يفرانسي، معادله ديلر و گسسته سازيشود؛ ابتدا با استفاده ازجمله پسرو اوير را شامل م يمراحل ز  يطور کلبه
  ي ل جزئيفرانسياز آن است که معادلات د يج حاصل حاکيشود. نتايم يلتر معرفيس فيد. سپس ماتريآ يبه دست م

  ار کارا است.يز بسينو کاهشص و يدر تشخ ياز مرتبه کسر يفاز
  

 قلب. يگنال صدايز، سي، کاهش نوي، مشتق از مرتبه کسريفاز يل جزئيفرانسيمعادلات د دی:يلی کواژه
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  مقدمه -۱
پزشک  علوم  تشخيافتن  ي  يبرا  يدر  دقيک  از  يص  ق 

  ي ل مناسب از صداهايه و تحلي، تجزيقلب  يهايماريب
زيبس  يقلب است  مهم    ي حاو  يقلب  ي صداهارا  يار 

بس مهمياطلاعات  در    ي ار  تفاوت  مسئله  اما  هستند. 
شنوا يحساس آم  ييت  و  شدن  يپزشکان  خته 

س  يهاگناليس با  س يغ  ييهاگنالي صدا  از  گنال  ير 
تشخ  يصدا از  مانع   يقلب  يح صداهايص صحيقلب 

 ياصل هدف  شده انيب شود. با توجه به مقدماتيم
  ي نه جهت جداسازيبه   يتميارائه الگور مقاله  نيا در  ما
ها با استفاده از  گناليگر س يقلب از د يگنال صدا يس

فنوکارد  ) PCG(  يوگرافيفنوکارد   ي وگرافياست، 
دسترس   يابزار به  منجر  که  اطلاعات    ياست  به 

م قلب  عملکرد  مورد  در  تجزيارزشمند  و يشود.  ه 
برايقلب  يل مناسب صداهايتحل به دست آوردن    ي، 

 است.    يضرور  يقلب  يهايماري ق از بيص دقيک تشخي
لتر کردن يف  يبرا  يمختلف  ييهادر حال حاضر روش

بهيس نوگنال  کاهش  سيمنظور  استخراج  ي ز  و  گنال 
قات  يها وجود دارد. تحقدتر از درون آنياطلاعات مف

ز از  يمختلف کاهش نو  يهانه روشيدر زم   ي اگسترده 
ناپايپا  يهاگناليس و  انجاميدار  مانند  دار  است.  شده 

نو مبتنيکاهش  تبد  يز  حوزه   .]۵-۱[موجک  ل  يبر 
فيلترهايو    ]۶[ه  يفور از  استفاده  .  ]۷[  يتطبيق يا 

ن است که يز ايکاهش نو  يل موجک براياساس تبد
برايضرا موجک  نويس   يب  و  است  يگنال  متفاوت  ز 

تجز .]۸[ منفرد  يروش  مقدار  لتر  يف  ينوع  )SVD(ه 
س  ي رخطيغ که  نوياست  غالب  يگنال  در  را  دار  ز 

له يوس س بهين ماتريد، ادهيش م يس هنکل نمايماتر
 SVDاما عملکرد   .]۹[لتر شده است  يمقدار منفرد ف

ن يبه مجموعه پارامترها وابسته است و ا  يطور کلبه
کاربردها در  مشکليم  يدانيم  يامر  باشد  تواند  ساز 

)  PDE(  يل جزئيفرانسيمعادلات د از . استفاده]۱۰[
 توجه جالب و مؤثر روش کي عنوان به زينو كاهش در
را به خود جلب  يادير توجه زيتصو پردازش حوزه  در

است   اينتا  .]۱۶-۱۱[کرده  تحقيج  نشان ين  قات 

ل يفرانسيز معادلات دينه کاهش نويزم دهد که دريم
با سايدر مقا  يجزئ ار  يموجود، بس  يکردهاير رويسه 

ش و همکاران روش  ين باروديقدرتمند هستند. همچن
را شرح    PDEو    SVDبر    يگنال مبتنيز سيکاهش نو

  ي شده اصول اساسقات انجاميدر تحق   .]۱۷[اند  داده
ست.  شده ا   يح بررسيز از مرتبه صحيلتر کاهش نويف

ز  يدر کاهش نو  ياز مرتبه کسر  PDEراً استفاده از  ياخ
قرار گرفته است  يتصو ا]۱۹-۱۸[ر موردتوجه  با  ن  ي. 

از   استفاده  کسر  FPDEحال  مرتبه  در کاهش    ياز 
  ي صدا  يهاگناليازجمله س  ياتيح  يهاگناليز سينو

بررس است.   يقلب  ا  در  ياصلزه  يانگ  نشده  ن  يانجام 
بر    يقلب مبتن  يصدا  ياهگناليز سيمقاله کاهش نو

از مرتبه دلخواه است.    يفاز  ي ل جزئيفرانسيمعادلات د
ز  ينو  يت واقعيازآنجا که دانش موجود در ارتباط با ماه

ن  ياتيح  يهاگناليس عدميکامل  و    بر   تيقطع  ست 
بنابرا  حيصح  صيتشخ بود.  خواهد  بهتر  ياثرگذار  ن 

ا ان شود. لذيب  يصورت اعداد فازن پارامترها بهياست ا
د معادلات  به  مربوط  بهيفرانسيروابط  صورت ل 

فازيفرانسيمعادلات د نتايان ميب  يل  ج نشان  يشود. 
مؤثر و کاراست و   ي روش ي شنهاديدهد که روش پ يم
برايم آن  از  تشخگناليپردازش س  يتوان  و  ص  يها 
استفاده کرد. در ادامه مقاله    يدر مرحله بعد  يماريب

ت. بخش دوم به  م شده اسير تنظ يحاضر به صورت ز
استفاده از معادلات  ز بايح کامل روش کاهش نويتشر

فازيفرانسيد با    يل  سوم  بخش  در  دارد.  اختصاص 
  FFPDE  يحل عدد، به  ي شنهادياستفاده از روش پ 

شود. و در ادامه  يل پرداخته ميتفصبه  از مرتبه دلخواه
روش کاربرد  چهارم،  بخش    ي رو  يشنهاد يپ  در 

شود. در  يداده م  شده، شرحيسازهيشب  يهاگناليس
  ي بندن مقاله جمعيمطالب ارائه شده در ا  ييبخش نها

  شود. يآمده ارائه مدستج بهيو نتا
  
نو   -۲ معادلات    زيکاهش  از  استفاده  با 
  ي فاز ليفرانسيد

  ي فاز ي حساب کسر يمعرف ۱-۲



 

 ۷۳                                                           قلب  يگنال صدايدر کاهش اختلال س يفاز يکسر  يل جزئيفرانسيکاربرد معادلات د
 

   

ب مطالب  اساس  برايبر  شده،  ب  يان  بهتر  ان  يهرچه 
از   ابهام  فازيفرانسيمعادلات دکردن مدل تحت    ي ل 

م  ين بخش مفاهيم. در ايکنياستفاده م يمرتبه کسر
کسر  يفاز  ياهيپا حالت  برا  يدر  روش    ي که  ارائه 

تابع   يبرا  شود.ي استفاده قرار گرفته است مرور م مورد
آن  يدان يم  (ݐ)ሚ݂مقدار    يفاز مشتق  معکوس  که  م 

  شود. يف ميتعر) ۱(صورت ، به (ݐ)ଵ  ሚ݂ିܦ
(ݐ)ଵ ሚ݂ିܦ =  ∫ ሚ݂(ݏ) ݀(۱)                            ݏ௦

∘   
  

  که در آن باشد ) ۱جواب معادله ( u(x) اگر
ሚ݂: [ܽ. ܾ] ⊆  ℝ →  ℝℱ                        

  
گرانوالد  يفاز  مشتق صحيلتن  -نوع  مرتبه  از  ح يکو 

  : شوديف ميتعرر يزصورت به
ሚ݂௚ுᇱ (ݐ) = lim

௛→∘

௙ሚ(௧)⊝೒ಹ௙ሚ(௧ି௛)

௛
                      )۲ (  

  
برابه بالاتر به  يطور مشابه  ر يصورت زمشتق مراتب 

  شود:يف ميتعر
ሚ݂௚ு" (ݐ) = ݈݅݉

௛→∘

௙ሚ೒ಹ
ᇲ (௧)⊝೒ಹ௙ሚ೒ಹ

ᇲ (௧ି௛)

௛
   

= lim
௛→∘

൬lim
௛→∘

௙ሚ೒ಹ
ᇲ (௧)⊝೒ಹ௙ሚ೒ಹ

ᇲ (௧ି௛)

௛
  

⊝௚ு ݈݅݉
௛→∘

௙ሚ೒ಹ
ᇲ (௧)⊝೒ಹ௙ሚ೒ಹ

ᇲ (௧ି௛)

௛
 ቇ  

= ଵ
௛మ

 lim
௛→∘

ቀ ሚ݂(ݐ) ⊝௚ு 2 ሚ݂(ݐ − ℎ) ⊕
ሚ݂(ݐ − 2ℎ)ቁ                                              )۳ (  

  و 
ሚ݂௚ு௜ (ݐ) =  ௗ

೔௙ሚ

ௗ௧೔
  

= lim
௛→∘

ଵ
௛೔
∑ (−1)௜൫ ௜௕൯
௜
௕ୀ∘ ሚ݂(ݐ − ܾℎ)            )۴(  

  
  با توجه به رابطه

൤
݅
ܾ
൨ =  

݅ (݅ + 1) ⋯  (݅ + ܾ − 1)
ܾ!

 

  
کسر فازيلتن   -گرانوالد  يمشتق  غ  يکو  مرتبه  ر  ياز 

 ر خواهد بود:يصورت زح بهيصح

௭ܦ
௚ுିீ ሚ݂(ݐ) =௧ 

ఘ  lim
௛→∘

ଵ
௛ഐ
∑௜
௕ୀ∘ ൣ

ିఘ
௕ ൧ ሚ݂(ݐ −

ܾℎ)                                                                     )۵(  
  

آن   در  −ܪ݃که  مشتقمشخص  ܩ  يريپذکننده 
مرتبه   ߩکو و  يلتن  -افته هاکورا از نوع گرانوالديميتعم

ترت  ݐو    ݖ،  يريپذمشتق پائيبه  حد  بالايب  و    ي ن 
و   ݅ انتگرال  = ௧ି௭

௛
تئور باشد.يم   عملگر،  يطبق 

ߩکه    يزمان < ل به  يقابل تبد  ߩل مرتبه  يفرانسي، د∘
  انتگرال است؛  

௭ܦ
௚ுିீ ሚ݂(ݐ) = ௭ܫ 

௚ுିீ ሚ݂(ݐ)   ௧
ିఘ

௧
ఘ   

  
ߩکه    يو زمان ∈ চାي فاز  يل مرتبه کسريفرانسي، د  

ߩکه    يح و زمانيصورت مشتق مرتبه صحبه ∈ চି ،
انتگرال مرتبه   صورتبه   يفاز  يل مرتبه کسريفرانسيد

فازيصح ميبازتول  يح  دي د  مرتبه  ل  يفرانسيشود. 
که متعلق    ሚ݂مقدار    يل تابع فازيوويل  -مانير  يکسر

ر يپذوسته و لبگ اندازهيمقدار پ  يتوابع فاز  يبه فضا
  باشد: ير ميصورت زاست به

௭ܦ
௚ுିோ ሚ݂(ݐ)௧ 

ఘ =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ௗ೙௙ሚ

ௗ௧೙
ߩ                                = ݊,݊ ∈ ℕ 

ௗ೙௙ሚ

ௗ௧೙
 ቀܫ௧

௡ିఘ ሚ݂(ݐ)ቁ =                              
ௗ೙

ௗ௧೙
 ଵ
௰(௡ିఘ)  ∫ ௙ሚ(௦)

(௧ି௦)భష೙షഐ ௧ݏ݀ 
௭

                              ∘≤ ݊ − 1 < ߩ < ݊

     )۶(  

  
آن   در  ܪ݃که  − مشتق  مشخص  ܴ  يريپذکننده 

ريميتعم ل  يفرانسيد ل است،  يوويل  -مانيافته هاکورا 
ريميتعم  يکسر نوع  از  هاکورا  به  يوويل  -مانيافته  ل 

  شود:  يم ر محاسبهيشکل ز
௭ܦ

௚ுିோ  ቀௗ
೙௙ሚ(௧)
ௗ௧೙

ቁ = ௧
ఘ   

௭ܦ
௚ுିோ  ൫ ௭ܦ

௚ுିோ  ሚ݂(௡)(ݐ) ௧
ି௡ ൯ ௧    

௥ା௡   
= ௭ܦ 

௚ுିோ ሚ݂(ݐ)௧       
௥ା௡ ⊝௚ு                                  )۷ (  

∑ ௙ሚ(ೖ)(௭)(௧ି௭)ೖషೝశ೙

୻(௞ାଵି௥ି௡)
௡ିଵ
௞ୀ∘    

  
  FFPDEلتر يف ۲ -۲
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س ساختار  نويدر  نو  يزيگنال  از  متأثر  ز  ينقاط 
ساضافه  به  عدم  يشده  شدن  ظاهر  هستند.  گنال 
ديقطع ساختار  در  نمودار  گناليس   يک ي ناميت  در  ها 

  کند. يم ييگنال خودنمايس
ب  يدرک شهود  يبرا ( يمسئله  در شکل  شده  )  ۱ان 
صدا يس سالم    يگنال  در  قلب  (و  همان  ۲شکل   (
ش  ينما  يد گاوسيز سف يگنال پس از اضافه کردن نويس

همان است.  شده  مشاهده داده  درشکل  که  طور 
زمانيکنيم س   يم  نويکه  س يگنال  با  اصليز    ي گنال 

گنال مخدوش  يس   ي شود منحنيقلب ادغام م  يصدا
ر عدم  يساختار تحت تأث  يهموار  يشود. به عبارتيم

نويقطع لذايت  و  گرفته  قرار  قطعيا  ز  عدم  به  ين  ت 
نويس به  آغشته  ميگنال  انتقال  معادلات   .ابدييز 
زبه  يفاز  يکسر  يل جزئيفرانسيد تعريصورت  ف ير 
  شوند:يم

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ப௨෥
ப୲
⊝௚ு ܽఘ   డ

ഐ௨෥
డ௫ഐ

=  ሚ݂(ݔ,      (ݐ
ݔ ∈ ℝ, ݐ  >∘, ߩ  ∈ ℝ,
ܽ ∈ ℝା,ݑ෤ : ℝ →  ℝℱ

 
(∘,ݔ)෤ݑ =  Φ෩(ݔ)          ݔ ∈ ℝ   

           )۸(  

,ݔ)ሚ݂که   (ݐ ∈  ℝℱ  پ  يفاز  يتابع وسته يمقدار 
,ݔ)෤ݑو ر است.  يپذمقدار مطلقاً انتگرال يفاز يتابع (ݐ

ا فرض  ,ݔ)ሚ݂نکه  يبا  (ݐ = ∘෤فور انتگرال  از  براي،   يه 
ف يم. با استفاده از تعريکن ي) استفاده م۸حل معادله (

  ي ه فازيل فوريتبد [19]  يه فازيتابع فور  ي هايژگيو و
,ݔ)෤ݑتابع    شود: يان مير بيصورت انتگرال زبه (ݐ

ℱ{ݑ෤(ݔ, {(ݐ =  
ଵ
√గ

∫ ,ݔ)෤ݑ ାஶݔ݀ ௜ఠ௫ି݁ (ݐ
ିஶ = ෩ܷ(߱, )۹(     (ݐ  

  
 هرگاه  

߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ௫.௚௛߲,(ݐ ,ݔ)෤ݑ  ௫ഐ.௚௛߲,(ݐ ,ݔ)෤ݑ    (ݐ
  

بازه   ,∞−)در  انتگرالپذ  (∞+ مطلقاً  فازيتوابع    ير 
  شود. يل م ي) تبد۱۰) به (۹معادله ( باشند

ℱ൛߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ൟ(ݐ ⊝௚ு ℱ൛߲௫ഐ.௚௛  ܽఘݑ෤(ݔ, )ൟ )۱۰(ݐ  
  لذا 

ℱ൛߲௫ഐ.௚௛  ܽఘݑ෤(ݔ, ൟ(ݐ =  ܽఘ  (݅߱)ఘ ෩ܷ(߱, (ݐ  )۱۱(   
  

 

 

  

 
  قلب  يصدا يزيگنال نوي س :)۲شکل(

  
  يزي گنال نوين سي): پوش بالا و پائ۳( شکل

 قلب  يصدا يگنال اصلي س :)۱( شکل
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௧.௚௛߲ازآنجا که  ,ݔ)෤ݑ    ير فازيپذمطلقاً انتگرال (ݐ
  ن ياست بنابرا

∫ቀܦ ߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ෤ ାஶ∘,ݔ݀ (ݐ
ିஶ ቁ ≤  

∫ ൫ܦ ௧߲.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  > ݔ෤൯݀∘,(ݐ ∞ାஶ
ିஶ    

 
∫جه  يدرنت ߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ାஶ ݔ݀ (ݐ

ିஶ  کنواخت  ي طور  به
  همگراست. پس 

ℱ൛߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ൟ(ݐ = 
1
ߨ√

න ߲௧.௚௛ ,ݔ)෤ݑ  ௜ఠ௫ି݁ (ݐ  ݔ݀ 
ାஶ

ିஶ
 

= ௗ௎෩(ఠ,௧)
ௗ௧

)۱۲      (                                       
  ن يبنابرا

ௗ௎෩(ఠ,௧)
ௗ௧

 ⊝௚ு  ܽఘ (݅߱)ఘ ෩ܷ(߱, (ݐ =∘෤     )۱۳(  
  

انتگرال  ۱۳ن معادله (يپس از ضرب طرف عامل  ) در 
∫݁ساز  ௔ഐ (௜ఠ)ഐ ௗ௧శಮ

షಮ م داشت: يخواه  
(−1)⨂ቀ݁∫ ௔ഐ (௜ఠ)ഐ ௗ௧శಮ

షಮ  ෩ܷ(߱, ቁ (ݐ
ᇱ

= ∘ ෥   )۱۴(  
  

 ن يبنابرا

ቀ݁∫ ௔ഐ (௜ఠ)ഐ ௗ௧శಮ
షಮ  ෩ܷ(߱, ቁ (ݐ

ᇱ
= ∘ ෥    

  

  و
෩ܷ(߱, (ݐ = ݁௔ഐ (௜ఠ)ഐ ௧  ෩ܷ(߱, ∘)             )۱۵(  

  
  جه گرفتي) را نت ۱۶توان ( ين ميبنابرا

෩ܷ(߱, (ݐ = Φ෩(߱) ∙ Κ(߱, (ݐ )۱۶            (          
  

,߱)෩ܷکه در آن   ه  يل فوريب تبديبه ترت (߱)Φ෩و  (ݐ
,ݔ)෤ݑ يفاز ,߱)Κهستند.   (ݔ)Φ෩و   (ݐ صورت به  (ݐ

  ر ظاهر شده است: يز
Κ(߱, (ݐ =  ݁௔ഐ (௜ఠ)ഐ ௧ )۱۷   (                        
 

Φ෩(ݔ)  سينما اصليانگر  (   يگنال  جواب  و  )  ۸است 
فبه سيعنوان  پردازش  گرفته  يلتر  نظر  در  گنال 

,߱)Κن  يهمچن  شود.يم ف  (ݐ فرکانس  لتر يپاسخ 
    نکهي است. با فرض ا

(݅߱)ఘ =  ܽఘ(߱) ∙ ݌ݔ݁ ቀ݅ߠఘ(߱)ቁ  
  و

ܽఘ(߱) =  |߱|ఘ,ߠఘ(߱) = ఠ݊݃ݏߨߩ 
ଶ 

  
  

  ش داد:  ير نمايصورت زتوان بهي) را م۱۷معادله (
Κ(߱, (ݐ =  
݁௔

ഐ ఠഐ ௧ ୡ୭ୱഐഏమ  ∙   ݁௜௔
ഐ ఠഐ ௧ ୱ୧୬ഐഏమ  =  

ܲ(߱, (ݐ ∙ ܳ(߱, ߱               (ݐ > ∘           )۱۸(  
  که 

ܲ(߱, (ݐ = ݁௔
ഐ ఠഐ ௧ ୡ୭ୱഐഏమ  .ܳ(߱, (ݐ =  

݁௜௔
ഐ ఠഐ ௧ ୱ୧୬ഐഏమ   

  با فرض
,߱)ߛ (ݐ = ܽఘ ߱ఘ ݐ sin ఘగ

ଶ
   

 
,߱)ܲتوابع   ,߱)ߛو    (ݐ ترت  (ݐ مقدار يبه  توابع  ب 

  فرکانس و فاز فرکانس خواهند بود.
فرد باشد آنگاه تابع  ي عدد FFPDEکه مرتبه  يزمان

به آن  فرکانس  ,߱)ܲصورت  مقدار  (ݐ = خواهد    1
  ي عنيماند  يم  يگنال ثابت باقي جه دامنه سي شد. و درنت

  تمام گذر است.  يلتريلتر، فيف
ߩکه    يزمان ,߱)߈، ∘ <   ي ن گذر و زمانييلتر پايف  (ݐ
ߩ  که بود.يف  ∘ > خواهد  گذر  بالا  که    يزمان لتر 

cos ఘగ
ଶ

,߱)ܲباشد،    ∘ < کنواخت  يطور  به   (ݐ
 ست.  يلتر کردن مناسب نيف يابد لذا برا ييش ميافزا
 :  م يکنيم  فيرا تعر  ريز  ي مرز  طي ) شرا۸معادله (  يبرا

ݖ ,∘)෤(௞)ݑ,∘ = (ݐ =∘ , 
݇ = (∘, 1, 2,⋯ ,݊ − 1) 
 

 صورتبه تواني) را م۸( معادله

௭ܦ
௚ுିோ  ቀௗ

೙௙ሚ(௧)
ௗ௧೙

ቁ =  ௧ 
௥   

௭ܦ
௚ுିோ  ቀ ሚ݂(௡)(ݐ)ቁ , n ∈ চ ௧       

௥ା௡   
 

  کرد. يسيبازنو
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 داشت:  ميخواه) را  ۱۹معادله ( لذا

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ப௨෥
ப୲
⊝௚ு ܽఘ  ܦ∘

௚ுିோ
௧
௥  ቀడ

೙௨෥
డ௫೙

ቁ =∘෤ 
 t >∘,݊ ∈ ℤ,ߩ = ݎ + ݊,

∘< > ݎ 1
                                                            
(∘,ݔ)෤ݑ =  Φ෩(ݔ)                             

         )۱۹(  

  
 و رابطه )، ۱۹طبق (

ݕ = ,߱)߈|݃݋݈ 20−   |(ݐ
تضع ف (y)فيمقدار  فرکانس  FFPDE لتري،  تحت 

 : شوديداده م شينما ريصورت زبه௖݂  قطع
ݕ =
1)݃݋݈ 20 ߨ ఘ (2ܽ−)݌ݔ݁ ௖݂  )ఘ|ܿߨߩ)ݏ݋ 2⁄ )|)߬⁄ )  

 ن يبنابرا
߬ =  ଴∙ଵଵହ ௬ 

௔ഐ (ଶ గ௙೎ )ഐ|௖௢௦(ఘగ ଶ⁄ )|  
 

 .است نيزمان تکو ߬ در آن که
ߩ که  يزمان  ߬  ابدي  شيطور نامحدود افزابه  ௡݂ و ∘ <

  گنال ي و س  شوديم  کي کرده و به صفر نزد  دا يافت پ
 که  يتمام گذر خواهد بود. زمان  لتريمعادل با ف  يورود
ب   ߬ با   يورود  گناليکند س  ليم  تينهاي به  معادل 

ߩ که  يتمام نگذر است. زمان  لتريف عکس    يرفتار ∘ >
  .رفتار ذکرشده خواهد داشت

  
  روش  يل و جواب عدديس تبديماتر -۳

 ي م که به ازا يدهيلتر کردن نشان ميدر ادامه پروسه ف
 ݊ = 1, 1 ≤ ߩ ≤ ݐ  ،2 صورت به )۱۴(معادله ∘<
  شود:يم يسير بازنويز

൝
డ௨෥
డ௧

⊖௚ு  ܽఘ  ܦ∘
௚ுିோ

௧
௥  ቀడ௨෥

డ௫
ቁ  = ∘෤ 

(∘,ݔ)෤ݑ =                                 (ݔ)෩ߔ 
        )۲۰(  

  
,ݔ)෤ݑدر     ݐو  ݔ  يرهايمتغ ترت  (ݐ به  با  يرا   ߬و    ݐب 
و به  ߬ و    ݐ ي پس از گسسته ساز م.يکن يم  يگذاريجا

فرم   عبارت پسرو   و  يعدد  يمرکز  تفاضلکار بردن 
  ر نوشت:  يصورت زتوان بهيرا م  )۵( و    ) ۲۰(لر روابط  ياو

௨෥(௧೔,ఛೖశభ) ⊖೒ಹ ௨෥(௧೔,ఛೖ)

௟
=                                  )۲۱(  

௔ഐ

௛ೝ
 ∑ ݃௕  

௨෥(௧೔ష್శభ,ఛೖశభ)⊖೒ಹ ௨෥(௧೔ష್షభ,ఛೖశభ)

ଶ௛
  ௜

௕ୀ∘   

  که در آن
݃௕ = ܾ)߁ − (ݎ ⁄(ݎ−)߁ ܾ)߁ + 1) 
(ߚ)߁ =  ∫ ݁ି௫ஶ

∘ ఉିଵݔ ݔ݀ = ߚ)  − 1)!, 
 ∘≤ ݅ ≤ ݉ 
 

س   ݉ است.يطول  ℎ  گنال  = ଵ
௙ೞ

و     گام   ௦݂طول 
نمونه  تکو  ݈،  يبردارفرکانس  زمان  و  يگام   کل  ݏن 

  کهيطورتکرارها است به
∘ ≤ ݇ ≤ ݏ − 1 , ߬ =   .݈ݏ
 

  نکهيبا فرض قراردادن ا
,ଵିݐ)෥ݑ  ߬௞ାଵ) = ∘෤  
 

آن    که مقدارنشان  ෤௜௞ݑدر  ,ݐ)෤ݑدهنده  نقطه   (߬ در 
௜ݐ) , ߬௞)    رابطه آنگاه  زبه  )۲۱(است،  ر يصورت 

  خواهد شد:
෤௜௞ାଵݑ  ⊖௚ு  ݑ෤ ௜௞ =                                         )۲۲(  
 ௔

ഐ௟
ଶ௛ഐ

 ∑ ݃௕௜
௕ୀ∘  ൫ݑ෤௜ି௕ାଵ௞ାଵ  ⊖௚ு ݑ෤௜ି௕ିଵ௞ାଵ ൯   

  
ݍف يبا تعر =  ௔

ഐ௟
ଶ௛ഐ

  م: يدار )۱۶(طبق معادله  

ݍ =  
ܽఘ݈
2ℎఘ

=  
ܽఘ߬

2ℎఘݏ
= 

ܽఘ

2 ቀଵ
௙ೞ
ቁ
ఘ
ݏ
∙

 ݕ 0.115
ܽఘ ൫2 ߨ ሚ݂௖  ൯

ఘ|ܿߨߩ)ݏ݋ 2⁄ )|
= 

∘.∘ହ଻ହ ௬
(ଶ గ )ഐ௦|௖௢௦(ఘగ ଶ⁄ )| ቀ

௙ೞ
௙೎
ቁ
ఘ

                               )۲۳(  
  

  صورتبه )۲۳(معادله 
෤௜௞ାଵݑ  ⊖௚ு  ݑ෤௜௞ =
∑ ݍ  ݃௕௜

௕ୀ∘  ൫ݑ෤௜ି௕ାଵ௞ାଵ  ⊖௚ு ݑ෤௜ି௕ିଵ௞ାଵ ൯    
 

  يخواهد بود. به عبارت
෤௜௞ݑ = ݍ ௜݃ିଵݑ෤∘௞ାଵ ⊖௚ு ݍ( ௜݃ − ௜݃ିଶ)ݑ෤ଵ௞ାଵ  
⊖௚ு ⋯  ⊖௚ு ݍ (݃ଶ −   ෤௜ିଵ௞ାଵݑ (∘݃
⊖௚ு ݍ( ଵ݃ − )෤௜ାଵ௞ାଵ  )۲۴ݑ∘݃ݍ ෤௜௞ାଵ⊖௚ுݑ(1  

  
  گرفتن  در نظربا 

ܿଵ = ଶܿ , ∘݃ݍ−  = )ݍ−  ଵ݃ − 1) 
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௝ܿ = ൫݃௝ିଵݍ−  − ݃௝ିଷ൯. 3 ≤ ݆ ≤ ݉ + 1 
 ܿ௠ାଶ =  ௠ିଵ݃ݍ− 

  م: يدار
෤௜௞ݑ = ܿ௠ାଶ ݑ෤∘௞ାଵ⨁௚ு ܿ௠ାଵ ݑ෤ଵ௞ାଵ⨁௚ு ⋯ 
⨁௚ு ܿଷ ݑ෤௜ିଵ௞ାଵ⨁௚ு ܿଶݑ෤௜௞ାଵ⨁௚ு ܿଵݑ෤௜ାଵ௞ାଵ        )۲۵ (  

  
  نکه يبا فرض ا

∘෤ݑ = ∘෤ଵݑ]  ∘෤ଶݑ, ,⋯ ෤௠ିଵݑ,
∘ ∘෤௠ݑ,  ]  

  
  ، يگنال اصليدهنده سنشان

෤௞ݑ = ෤ଶ௞ݑ,෤ଵ௞ݑ]  ,⋯ , ෤௠ିଵݑ
௞ ෤௠௞ݑ,  ]  

 
෤ଵ௞ݑ  و ن تکراريام ݇لتر شده بعد از  يگنال فيس و  ∘ =

෤௠ାଵݑ
௞ = ∘ .  

اوليمقاد مرزير  ف  FPDE  يه  روند  آنگاه  لتر يباشند 
  ر خواهد بود:يصورت زکردن به

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ෤ଵ௞ݑ

෤ଶ௞ݑ
⋮
⋮

෤௠ିଵݑ
௞

෤௠௞ݑ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=                                                           )۲۶ (  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܿଶ ܿଵ ∘ ∘    ∘    ∘
ܿଷ ܿଶ ܿଵ ∘   ∘   ∘
⋮
⋮
⋮

ܿ௠ାଵ

ܿଷ
⋮
⋮
ܿ௠

⋱
⋱
⋱
⋯

⋱
⋱
⋱
⋯

∘
ܿଵ
ܿଶ
ܿଷ

∘
∘
ܿଵ
ܿଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
෤ଵݑ⎡

௞ାଵ

෤ଶ௞ାଵݑ
⋮
⋮

෤௠ିଵݑ
௞ାଵ

෤௠௞ାଵݑ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  
  يگذارنامبا 

ܣ =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܿଶ ܿଵ ∘ ∘    ∘    ∘
ܿଷ ܿଶ ܿଵ ∘   ∘   ∘
⋮
⋮
⋮

ܿ௠ାଵ

ܿଷ
⋮
⋮
ܿ௠

⋱
⋱
⋱
⋯

⋱
⋱
⋱
⋯

∘
ܿଵ
ܿଶ
ܿଷ

∘
∘
ܿଵ
ܿଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   )۲۷ (  

  

  م:يکنيم يسير بازنويصورت ز) را به۲۶معادله (
൜ݑܣ෤

௞ାଵ = ෤௞ݑ      
෤௞ାଵݑ = ෤௞ݑ ଵିܣ 

                                           )۲۸(  
 

 يعدد يسازهيشب -۴
استفاده    با  را  ي شنهاديبخش، عملکرد روش پ   نيدر ا
  ي مورد بررس  ي مصنوعز دار ينو يصوت يهاگناليس از 

قلب   يصدا  يگنال اصلين کار سيا  يم. برايدهيقرار م
  گاه دادهيکه از پا

http://www.peterjbentley.com/heartchalle
nge/#downloads 

  د يسف  ز از نوع يگنال نويله سيوساخذ شده است را به
سپس    و  م.يکنيل ميز دار تبديگنال نويبه س  يگاوس

  ي هااز داده  ييزدايشنهاد شده و فازيپ لتر  يبا اعمال ف
  ) ۴(  گنال (ج) شکليز س يآمده، به کاهش نو  دستبه
  ي مصنوع   يزينو  يهاگناليس  )۴(  شکل   م.يپردازيم

ز) مختلف  يگنال به نوي(نسبت س SNRسه مختلف با 
ها  گنالين سيدهد. در ايبل را نشان ميدس  ۵و    ۰،  -۵

نمونه  اس  ۴۴۱۰۰  يرداربفرکانس    ي برا   .تهرتز 
 يبيترک  يدشده پس از بررسيقز با روش  يکاهش نو

௖݂ و ߩ   ير مختلف برا ياز مقاد , ,ݕ ܽ  ي به ازاݏ = 1 
  م: يبا تنظ

ߩ =  ଷ
ଶ

, ௖݂ = ݕ,ݖܪ 20 = 10, ݏ = 1  
  

(همان شکل  در  که  است،  ۵طور  شده  داده  نشان   (
گنال خواهد  يز از سيکاهش نوقادر به    يخوبلتر بهيف

  بود.
  
  
  
  
  

  
   

http://www.peterjbentley.com/heartchalle
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  مختلف  ܀ۼ܁با   يزينو يهاگنال ي س ب، ج، د: يز. نمودارهايقبل از ادغام با نو يگنال اصليالف، س - ٤ شکل

  
  
  

  ييززدايقلب پس از نو يصدا  يزيگنال نويو س  يگنال اصلي سه سي مقا )٥( شکل
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  ۱-۴خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال  ):۱جدول ( 

 

 فيرد
قبل از ادغام با  (ݐ)ݑ

 ) يگنال اصليز (سينو
u(ݐ)  بعد از اعمال

 لتر يف
بعد از اعمال   (ݐ)ݑ

 لتر يف
بعد از اعمال   (ݐ)ݑ

  خطا شده)  ييزدا يلتر (فازيف

1 -6.10352 E -05 0.004737313 0.008441059 0.006589186 0.006650221 
2 6.10352E-05 0.009080515 0.016410967 0.012745741 0.012684705 
3 0.000152588 0.011933711 0.022368234 0.017150972 0.016998384 
4 -0.000183105 0.01336255 0.026385196 0.019873873 0.020056979 
5 0 0.013723496 0.028942617 0.021333057 0.021333057 
6 -3.05176E-05 0.013365373 0.030515149 0.021940261 0.021970779 
7 -0.000152588 0.012552476 0.031463457 0.022007967 0.022160554 
8 -0.000213623 0.011464289 0.032032746 0.021748517 0.02196214 
9 -6.10352E-05 0.010215483 0.032379696 0.021297589 0.021358624 
10 0.000305176 0.008876531 0.032600513 0.020738522 0.020433346 
11 0 0.0074896 0.032752642 0.020121121 0.020121121 
12 -0.000244141 0.006079443 0.032869657 0.01947455 0.019718691 
13 3.05176E-05 0.004660391 0.032970848 0.018815619 0.018785102 
14 -0.000396729 0.003240664 0.03306712 0.018153892 0.018550621 
15 6.10352E-05 0.001824954 0.03316454 0.017494747 0.017433712 
16 -0.000213623 0.00041594 0.033266412 0.016841176 0.017054799 
17 -6.10352E-05 -0.000984833 0.033374481 0.016194824 0.016255859 
18 0.000152588 -0.002376458 0.033489619 0.01555658 0.015403992 
19 3.05176E-05 -0.003758382 0.033612211 0.014926915 0.014896397 
20 -3.05176E-05 -0.005130247 0.033742377 0.014306065 0.014336582 
21 0.000183105 -0.006491802 0.033880084 0.013694141 0.013511035 
22 0.000366211 -0.007842857 0.034025222 0.013091183 0.012724972 
23 -0.000305176 -0.009183251 0.034177636 0.012497193 0.012802368 
24 0.000335693 -0.010512843 0.034337146 0.011912151 0.011576458 
25 0.000488281 -0.011831502 0.034503559 0.011336029 0.010847748 
26 -0.000274658 -0.013139099 0.034676677 0.010768789 0.011043447 
27 0 -0.014435511 0.034856296 0.010210393 0.010210393 
28 3.05176E-05 -0.015720614 0.035042211 0.009660798 0.009630281 
29 0.000274658 -0.016994287 0.035234215 0.009119964 0.008845306 
30 0.000183105 -0.018256409 0.035432102 0.008587847 0.008404741 
31 0.000244141 -0.019506857 0.035635664 0.008064404 0.007820263 
32 6.10352E-٠٥ -0.020745511 0.035844695 0.007549592 0.007488557 
33 0.000427246 -0.021972249 0.036058986 0.007043368 0.006616122 
34 -0.000183105 -0.023186951 0.03627833 0.00654569 0.006728795 
35 0.000366211 -0.024389495 0.03650252 0.006056512 0.005690301 
36 0.000396729 -0.025579761 0.036731348 0.005575794 0.005179065 
37 0.000183105 -0.026757627 0.036964607 0.00510349 0.004920385 
38 -6.10352E-٠٥ -0.027922972 0.03720209 0.004639559 0.004700594 
39 0.000366211 -0.029075676 0.037443588 0.004183956 0.003817745 
40 0.000457764 -0.030215618 0.037688895 0.003736638 0.003278875 
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  نتيجه گيري 
 يصدا  يهاگناليز از سين مقاله بر مسئله کاهش نويا

به  کمکيعنوان  قلب  ابزار  براک  ص  يتشخ  ي کننده 
ناهنجاريصح با  يهايح  است.  شده  متمرکز   قلب 

ذکرشده   اهدف  اساس  بر  روش  کي،  مقاله  نيدر 
دلخواه ارائه  مرتبهاز  يفاز يل جزئيفرانسيمعادلات د

  FPDE  لتريف  يطراح  يبرا  يعدد  حلراهشده است.  
مرتبه م  از  دست  به  پارامترهايآيدلخواه    لتر يف  يد. 
FPDE  ز يکاهش نو  روشقرار گرفته و    يمورد بررس  

نويگنال نويس  يسازهيبا شب   د يسف  زيز دار با افزودن 
س  يگاوس صدايبه  ت قلب  يگنال    شود. ي م  ست، 

ش به  ي سازهيشب ارائه  منظور  مطلوب  عملکرد  ناخت 
بررس و  الگوريمقاد  ي شده  در  انجام  ير  شده  ارائه  تم 

روش   لتريف  سيماتر  شود.يم و  است  شده  ساخته 
از شود، که  يمحقق م  سيماتراز  تکرار    کيبا    لتريف

اجرا   زمان  مزيلحاظ  عملکرديک  است.  ر  يگوقت  ت 
م  ي عدد  يهايسازهيشب فينشان  که   لتريدهد 

FFPDE  معمول    يهابا روش  سهيدر مقا  ي شنهاديپ
  مؤثر و کارآمد است. 

شده از روش نشان داد که در ج حاصلين نتايهمچن
ارائه شده س روش  از  استفاده  بهيصورت    ي خوبگنال 

زداينو اندک خطا حاک  ييز  مقدار  و  است  از    يشده 
است.    يشنهاديجه روش پي ج و درنتيمطلوب بودن نتا

  ي وگرافيفنوکارد  يهاگنالين روش با استفاده از سيا
است. با    اجراقابلتال  يج ياز استتسکوپ د  آمدهدستبه

قلب را   يگنال صوتي توان سين روش مياستفاده از ا
آن    يز مراحل پردازش بعدينمود و ن  يز جداسازياز نو

 تر نمود. را آسان
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